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1. MOVELET

1. Definici6. Legyen A egy nemiires halmaz, n € Ny. Ekkor az A™ — A leképezéseket A-n értelme-
zett n-valtozos miiveleteknek nevezzik.

A Szamelmélet elgadasvazlatban definialtuk (43. definicio) a modulo m maradékosztalyok hal-
mazéat (Zy,).

2. Tétel. A Z,, halmazon miivelet a kivetkezSképpen definialt 6sszeadés, kivonas és szorzas:

a+b=a-+b, a—b=a—0b, a-b=a-b.

3. Példa. A Zi5 halmazon 5+9=14=2, 5-9=-4=8, 5-9=45=0.

4. Példa.

(1) Az {i,h} logikai értékek halmazan a A,V,—, <> leképezések 2-valtozos miiveletek, mig a
negaci6é 1-valtozos miivelet.

(2) Az egész szamok halmazan az Osszeadés, szorzas 2-valtozos, az abszolutértékképzés vagy a
négyzetre emelés 1-valtozos miiveletek.

(3) Halmazok esetén az U,N,\ leképezések 2-valtozos, mig a komplementerképzés 1-valtozos
miivelet.

(4) A valos szamok halmazan a sin, cos, exp fiiggvények 1-valtozos miveletek.

(5) A valos szamok halmazan a reciprok képzése nem miivelet, mert nem leképezés. (Egy f: A —
B megfeleltetés leképezés, ha minden a € A elemhez tartozik egy b € B elem, melyre af =
f(a) = b)

(6) Az egész szamok halmazan a — jelolhet 2-valtozos, vagy 1-valtozos miiveletet is, értelemsze-
rlien kell hivatkoznunk, mikor melyiket hasznaljuk.

(7) A 0-valtozos miivelet is megengedett a definicioban: az A halmaz egy 0-véaltozos mtivelete az
A egy rogzitett elemének kijelolése. Példaul az egész szdmok halmazan az 1 egy 0-véltozds
mitivelet.

Egy mivelet meg lehet adni miivelettdblazattal is.

5. Példa. Az A = {1,2,3,4,5} halmazon definidljunk egy +-szal jelolt miiveletet a kovetkezd
miivelettabla szerint:

+11 2 3 4 5
111 2 5 21
213 21 45
3|1 1 2 3 4
414 2 1 1 1
513 1.1 3 5

A fenti tablazat definidlja a mtveletet, példaul 24+5=5,5+2=1¢és4+4=1.

6. Definicio. Egy (A; F) part algebranak neveziink, ha A egy nemiires halmaz, F' pedig A-n
értelmezett miveletek egy halmaza. Ha F'-nek kevés eleme van, akkor F' helyett a konkrét miiveleteket
soroljuk fel.

7. Példa. Példak algebrakra: (Z;+), (Zpm; +,-) (R;+,-), ({i,h};V).

Az algebrékat a miiveleteik szamaval és ezen miiveletek tulajdonsaga szerint osztalyozhatjuk. A
kovetkez6ben megvizsgalunk néhany specialis algebrai struktirat és néhany specialis tulajdonsagn
miiveletet.



2. GRUPOID, FELCSOPORT, CSOPORT
8. Definici6. A grupoid egy olyan algebra, melynek csak egyetlen kétvaltozos miivelete van.

9. Definici6. (Grupoid miiveleti tulajdonsagai)
(1) Az (A;o0) grupoid asszociativ, ha Va,b,c € A-raao (boc) = (aob)oec.
(2) Az (A;0) grupoid kommutativ, ha Va,b € A-raaob=boa.
(3) Az (A;0) grupoidban van zéruselem, ha Jo € A Va € A-taaoo=o00a = o.
(4) Az (A;o) grupoidban van egységelem, ha Jde € A Va € A-taaoe=coa=a.
(5) Ha az (A;o0) grupoidban e egységelem, és Va € A-ra 3b € A, amelyre aob = boa = e, akkor
minden elemnek van inverze.
(6) Az (A;o) grupoid kancellativ, ha Va, b, ¢ € A-ra (acb = aoc = b = ¢) és (boa = coa = b= c¢).

10. Példa. A (Z;+), (C;-), ({i,h}; A) struktardk grupoidok. Mindegyik egységelemes, az egysége-
lemiik rendre 0, 1, i. A (Z;+) nem zéruselemes, a masik kettd viszont igen, a 0 és a h zéruselemmel.

11. Tétel. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem és legfeljebb egy zéruselem van.

12. Definici6é. Az asszociativ grupoidokat félcsoportnak nevezziik. Az egységelmes félcsoportokat
monoidnak nevezziik. Azokat a monoidokat, ahol minden elemnek van inverze csoportoknak hivjuk.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak nevezzik.

13. Példa.
(1) Az (N;+) félecsoport, de nem monoid.
(2) A kovetkez6k monoidok, de nem csoportok: (N;-), (No;+), (R;-), (R™*™;-), (Zy;-), (P(U);V).
(3) Az ({ M e R™™™: |M| # 0};-) algebra, azaz az n x n-es invertalhato valéos matrixok halmaza

a szorzassal csoportot alkot, de nem Abel-csoport.
(4) A kovetkezdk Abel-csoportok: (Z;+), (Zn;+), (R\{0};-), (R™™; +), (P(U); A), ({i,h}; ¢).

14. Definicié. Egy (A;-) grupoidban az a, b elemek felcserélhetéek, ha a-b=0b-a.
15. Tétel. Minden csoport kancellativ. Minden véges kancellativ félcsoport csoport.

16. Tétel. Az (A;-) monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van. Ha az a, b elemnek van
inverze: a=1, bt akkor az a~! és ab elemeknek is van inverze, mégpedig

(1) (a )t =aq,

(2) (ab)~! =b"ta" .

17. Megjegyzés. Tudjuk, hogy csoportban az egységelem és az elemek inverze egyértelmtien meg-
hatarozott, de nem mindig egyértelmt, hogy ezeket hogyan is jeloljiik. Ha ezt meg szeretnénk adni,
akkor a (A4;-) helyett (A;-,~!, 1)-et frunk, ahol a masodik mtivelet az 1-valtozos inverzképzés, és 1
az egységelem (0-valtozos miivelet). A csoportok multiplikativ frasmodja alatt a (A;-, ~1, 1) miiveleti
szimbolumokat értjiikk. Az additiv irasmod alatt a (A4;+, —,0) miveleti szimbolumokat értjiik, és
altalaban csak akkor hasznéljuk, ha a csoport kommutativ.

2.1. Hatvanyozas.

18. Definicié. Egy (A4;-) félcsoportban az a™ hatvany (n > 1) az a elemen a - mivelet (n — 1)-szeri
elvégzését értjiik, azaz

n db

19. Példa. Az (R \ {0};-) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvanya 8, mert 2-2-2 = 8. Az
(R;+) csoportban az a = 2 elem harmadik hatvanya viszont 6, mert 2+ 2 + 2 = 6.

20. Tétel. Egy (A;-) félcsoportban tetszdleges a,b € A és m,n € N esetén
o a™.q" = amt",
e ha a és b felcserélhetd, akkor a™ - b = (ab)™.
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21. Definicié. Legyen a az (A;-) csoport egy eleme. Ekkor a® = 1, ha n > 0, akkor a™-t ugyantgy
definialjuk, mint félcsoportok esetén. Ha n < 0, akkor a™ = (a~1)~™, ahol —n mar pozitiv kitevs.
22. Tétel. Egy (A;-) csoportban tetszéleges a,b € A és m,n € Z esetén

e a™-a" =amtm,

e ha a és b felcserélhetd, akkor a” - b = (ab)".

2.2. Elem rendje.

23. Definicié. Legyen (A;-) csoport. Az a € A elem rendje az a legkisebb n pozitiv egész szam,
amelyre a” = 1. Ha ilyen nincs, akkor a rendje végtelen. Az elem rendjét o(a)-val jeloljiik.

24. Példa. A (Zg;+) csoportban o(4) = 3, mert 3 -4 = 0, azaz a harmadik hatvany az egységelem,
de a kisebb hatvanyok nem az egységelemet adjak.
25. Tétel. Legyen (A;-) csoport, a € A véges rendi elem, és n,m € Z-re
(1) a™ = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha o(a) | n,
(2) a™ = a™ akkor és csak akkor teljestil, ha n = m (mod o(a)).
26. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételnél az (1) specialis esete a (2)-nek m = O-ra.
3. GYURU, TEST
27. Definici6. Legyen o és * két kétvaltozé mivelet az A halmazon. A o disztributiv a *-ra nézve,
ha Va,b,c € A-taao(bxc)=(aob)x(aoc)és (bxc)oa=(boa)x(coa).
28. Példa. A valés szamok halmazan a szorzés disztributiv az Osszeadésra nézve. A U és a N
miiveletek is disztributivak egymasra, ahogy azt Diszkrét matematika I.-bél a halmazoknal tanultuk.
29. Definici6. Az (A;+, ) strukturat gytiriinek nevezziik, ha mindkét mtvelet kétvaltozos, tovabba
e (A;+) Abel-csoport (a gytiri additiv csoportja),
e (A;-) félcsoport (a gytrd multiplikativ félesoportja),
e a - mivelet disztributiv az +-ra.

30. Példa. Gyﬁrﬁk: (Z;+7')7 (R;+a')7 (R2X2;+7')7 ({i?h};Ha\/)7 (P(U);A,ﬂ), (Z5;+7')'

A félcsoport jellemzéit atvehetjiik a gytirt jellemzésére is, igy attol fiiggGen beszélhetiink kommu-
tativ vagy egységelemes gytiriirdl, hogy az (A;+, ) gytrthoz tartozo (A;-) félcsoport kommutativ
vagy egységelemes.

31. Példa.
o A (Z;+,-) gytirt egységelemes (1) és kommutativ.
o Az (R™ ™+ .) gytird egységelemes (egységmétrix), de nem kommutativ, ha n > 2.
o A ({paros egészek}; +,-) gytlrd kommutativ, de nem egységelemes.

32. Definici6. Az (A; +, ) gytirtt testnek nevezziik, ha az (A\ {0};-) Abel-csoportot alkot, amelyet
a test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

33. Példa. A 30| példaban felsorolt gytrik koziil testek: (R;+,-), ({i,h}; <>, V), (Zs;+,-).
34. Tétel. A (Z,;+,-) gytrd pontosan akkor test, ha n prim.

4. RESZALGEBRA

35. Definici6. Legyen (A; F') egy algebra. Ha a H C A nemiires halmaz zéart az F-beli miveletekre
nézve, akkor a (H; F') algebrat az (A; F') részalgebrajanak nevezziik.

36. Definici6. Legyen (A; F') egy algebra. Ha H C A, akkor az A algebra H &ltal generalt részal-
gebrajan a koévetkezot értjiik:

[H] = {a € A: a megkaphato H-beli elemekbdl az F' miveletek véges szamu alkalmazasaval}.
A H C A generatorrendszer, ha [H] = A.



37. Példa. Az A = {a, b, c,d} halmazon definiadljunk egy o-val jelolt miiveletet a kovetkezd miivelet-
tabla szerint:

ola b ¢ d
ala b a c
b|b a d d
cle d a c
dla ¢ b b
Ekkor [a] = {a}, [b] = {a,b}, [ = {a,c}, ¢és [{b,c}] = {a,b,c,d} = A, tehét a {b,c} egy

generatorrendszer.

38. Definici6. Grupoid részalgebraja grupoid, ezt részgrupoidnak nevezziik. Félcsoport részalgebra-
ja félcsoport, ezt részfélcsoportnak nevezzik.

39. Példa. Az (N; +) részfélcsoportja az (R; +) félcsoportnak.

Altalanossagban nem igaz, hogy a részalgebra megérzi az eredeti strukttrat, ezért a tovabbiakban
a részalgebra definici6jat modositjuk, hogy a részcsoport, részgytri és résztest fogalmét bevezessiik.

40. Definicid. Legyen (G;-) egy csoport. Ha H nemiires részhalmaza G-nek és
(1) H zart a miveletre,
(2) H tartalmazza G egységelemét valamint
(3) H zart az inverzképzésre,

akkor a (H;-) algebrat a (G;-) csoport részesoportjanak nevezziik.

41. Példa. A (Z;+) részcsoportja az (R; 4) csoportnak. A (Zg; +) csoportnak a ([6]; ) részcsoport-
ja, ahol [6] = {0,2,4,6}.
42. Definicié. Legyen (R;+, ) egy gytrd. Ha S nemiires részhalmaza R-nek és

(1) S zart a + és - miveletre,

(2) S tartalmazza R additiv egységelemét, valamint

(3) S tartalmazza minden elemének az additiv inverzét is.

akkor az (S;+,-) algebrat az (R;+, ) gytrd részgytirijének nevezziik.

43. Definicid. Legyen (T;+,-) egy test, akkor az olyan részgytirtit, melyek 6nmagukban is testek,
a (T;+,-) test résztesteinek nevezziik.

44. Példa. Az (R;+,-) testnek részgytrtje a (Z;+,-) gytrd (de nem részteste), a (Q;+,-) pedig
résztestet alkot az (R;+,-) testben.

5. LAGRANGE-TETEL

45. Definicié. Legyen (G;-) csoport, (H;-) egy részcsoportja és g € G. A Hg = {hg: h € H}
halmazt a g elem H szerinti jobb oldali mellékosztalyanak nevezziik. Hasonléan definidlhatok a bal
oldali mellékosztalyok.

46. Példa. A (Zg;+) csoport és H = [6] = {0,2,4,6}, akkor az 1 elem H szerinti jobb oldali
mellékosztélya: H+1 = {1,3,5,7}. Mivel (Zg; +) csoport kommutativ, igy a bal oldali és jobb oldali
mellékosztalyok megegyeznek.

47. Definicio. Legyen (G} ) véges csoport és (H;-) egy részcsoportja, H indexe G-ben a G csoport
H szerinti jobb (bal) oldali mellékosztalyainak szama. Jele: [G: H]. A G elemszamat a G rendjének
is szokés hivni.

48. Tétel (Lagrange-tétel). Ha (G;-) véges csoport és (H; ) tetszbleges részesoportja, akkor |G| =
[G: H]-|H].

49. Példa. A (Zs;+) csoport a H = [6] esetén a H+0 és H + 1 osztalyokra bomlik, igy [Zg: H| = 2,
valamint |Zg| = 8 és |H| = 4 (lasdf46] példa).

50. Kovetkezmény. Véges csoport barmely részcsoportjanak rendje osztoja a csoport rendjének.
4



51. Kovetkezmény. Véges csoport barmely elemének rendje osztdja a csoport rendjének.
52. Példa. Az el6z6 kovetkezmény alapjan a (Zr;+) csoportban a 0-n kiviil minden elem rendje 7.

53. Definicio. Legyen (G} -) tetszdleges csoport, a (H;-) részesoportja normalosztoja (G +)-nek, ha
barmely g € G-re gH = Hg.

54. Tétel. Ha (G;-) Abel-csoport (kommutativ csoport), akkor barmely részcsoport normaloszto.

6. HOMOMORFIZMUS, KONGRUENCIARELACIO, DIREKT SZORZAT

Diszkrét matematika I. tantargybol a halmazokon definialtuk a leképezés, ekvivalenciarelacio és a
Descartes-szorzat fogalmat. A kovetkezdkben algebrdkon fogunk megadni hasonlé definicidkat gy,
hogy a miivelettel is ,,jol viselkedjenek”.

55. Definicid. Legyen (A;o0) és (B;x) két grupoid. A ¢: A — B leképezést homomorfizmusnak
nevezziik, ha ¢ felcserélhetd a miveletekkel, azaz Vaq,as € A-ra (a; o az)p = ajp x azp.

56. Definicio. A bijektiv homomorfizmust izomorfizmusnak nevezziik. Az (A;o) algebra izomorf a

~

(B;x) algebraval, ha létezik kozottiik izomorfizmus, jele (A;0) = (B;*).
57. Példa. (RT;-) = (R;+), mert a ¢: RT — R, 2+ lgz leképezés izomorfizmus.

58. Megjegyzés. Természetesen a homomorfizmus nem csak grupoidokon, hanem tetszéleges algeb-
rakon is értelmezhetd, ehhez a két algebranak azonos tipustnak kell lennie, azaz egyforma szamu és
egyforma valtozoszamu miiveletet kell tartalmaznia. Az egymésnak megfelels miveletekre érvényes-
nek kell lenni a felcserélhetGségnek. A fejezet tobbi algebrai strukturai is értelmezheték altalanosan
algebrakon, nem csak grupoidokon.

59. Definicid. Legyen (A;o) egy grupoid, o C A x A ekvivalenciarelacio, C pedig a hozza tar-
tozd osztalyozés. A ¢ ekvivalenciarelaciot kongruenciarelacionak nevezziik, ha Va1, as, by,bo € A-ra
ai0b1, agpbs = (a1 0az)o(by o ba). A C-t ekkor kompatibilis osztélyozasnak nevezziik.

60. Példa. Az A = {a,b,c,d} halmazon definialjunk egy o-val jellt miveletet a kovetkezs miivelet-
tabla szerint:

ola b ¢ d
ala b a b
bla a b a
cle d a b
dlc d b b

Az A-n értelmezett C = {{a,b},{c,d}} osztalyozas kombatibilis osztalyozas az (A;o) algebran, a
hozza tartozo g ekvivalenciarelacié pedig kongruenciarelacio.

61. Definici6. Legyen (A;o) grupoid, ¢ pedig egy kongruenciarelacioja. Tetsz6leges a € A-ra jeldlje
a a o relacio a-t tartalmazo osztéalyat. Az osztalyok halmazat faktorhalmaznak nevezziik, és A/p-val
jeloljik, és a kovetkezGképp definidljuk rajta a o miveletet: Vay,a2 € A-ra @y o @z = aj; oagz. Az
(A/p;0) algebrat az (A;o) algebra p szerinti faktoralgebrajanak nevezziik.

62. Példa. A [60] példdban megadott (A;o) algebra és o ekvivalenciarelacio esetén az A/p = {a, ¢}
faktorhalmazon o miivelet az alabbi miivelettablazattal adhaté meg:

al | o
ol Q| 2l
l Qf| ol

63. Példa. Ha a Z halmazon tekintjiik a modulo 3 szamelméleti kongruenciat, akkor a (Z; +) algeb-
ran kongruenciarelaciot kapunk, a faktoralgebra a (Zs; +) algebra (lasd: [2| tétel).

64. Definici6. Tetszdleges A, B halmazok esetén a p: A — B leképezés magjan a
ker p = {(a1,a2): a1p = a2} C A x A

relaciot értjiik.



65. Tétel (Homomorfiatétel). Legyenek (A;0) és (B;x) grupoidok, és ¢: A — B tetszbleges
homomorfizmus, ekkor

(1) ker ¢ kongruenciarelacié (A;o)-n;

(2) ha ¢ sziirjektiv, akkor (B;*) = (A/ ker ¢;0).
66. Definicio. Legyenek (Aq;0), (Ag;0) és (As; o) grupoidok. Az Ay x As x A3 Descartes-szorzaton
értelmezzitk a o miveletet a kovetkezdképpen V(ay,as,as), (by,be,b3) € Aj x Ay x As elemekre
(a1,a2,a3)0(by,b2,b3) = (aj0by,az0be,azobs). Az (A X As X As;0) grupoidot az eredeti grupoidok
direkt szorzatanak nevezziik.

67. Megjegyzés. Az el6z§ definicié grupoidok helyett méas algebrakra is megadhatd, és nem csak
harom, hanem tetszdleges (véges) szamu algebra esetén is érvényes.

68. Példa. A (Zy;+) és (Zs3;+) grupoidok direkt szorzata esetén az alaphalmaz:
Zy x Z3 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)},

az + miveletet gy végezziik el, hogy a megfelel§ komponenseket 0sszeadjuk az adott algebraban.
A (Zy x Z3;+) grupoid izomorf a (Zg; +) grupoiddal.



	1. Muvelet
	2. Grupoid, félcsoport, csoport
	2.1. Hatványozás
	2.2. Elem rendje

	3. Gyuru, test
	4. Részalgebra
	5. Lagrange-tétel
	6. Homomorfizmus, kongruenciareláció, direkt szorzat

