DISZKRET MATEMATIKA I. GYAKORLAT

1. feladatsor — Itéletkalkulus elemei

1.1. Feladat. Formalizaljuk az alabbi allitasokat a megadott primitéletek felhasznalasaval:
A Siit a nap.” B : Kimegyek az uszodaba.” C : ,Hamburgert ebédelek.”

(a) Kimegyek az uszodaba, vagy hamburgert ebédelek.
(b) Kimegyek az uszodéba, de nem ebédelek hamburgert.
(c) Nem siit a nap.

(d) Ha kimegyek az uszodaba, hamburgert ebédelek.

(e) Pontosan akkor megyek ki az uszodéba, ha siit a nap.

1.2. Feladat. Adjuk meg az alabbi formula Osszes részformulajat.

(AV (=B)) < ((=C) = B)

1.3. Feladat. Dontsiik el, hogy az

(a) (A< B)V ((ﬁB) AC (b) (A< B)V ((ﬁB) — C)
(c) A+ (BV((-B)AC) (d) A— (BV((~B)AC))

formulak koziill — a primitéletek alkalmas megvalasztasaval — melyik formalizélja a kovetkezd
iteletkalkulusbeli itéletet:

Gombdc Artir akkor és csak akkor tud Afrikdba utazni, ha elbirja a repildgép, vagy ha nem birja
el a repildgép, de indul hajo Afrikdba.

1.4. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezd itéletkalku-
lusbeli itéleteket.

(a)

(b)
(c)

(d)
(e)

(f)
(2)

Ha ezt a mondatot jol formalizalom, vagy a gyakorlatvezetdnek jo kedve van, akkor kapok egy
piros pontot, és orilhetek.

Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az esd, vagy ha esik, de van ndlam esernyd.

Ha esik az esd és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha
zh-t irunk.

Pontosan akkor érem el a zh-t, ha nem esik t6bb ho, vagy ha esik, de eltakaritjdak.

Akkor és csak akkor jon a télapé szdnnal, ha esik a hd, nem olvad el, és nem sériil le egyetlen
TENSZATVAS SEM.

Ha eqy szelet kenyér eqyik fele lekvdros, és leejtjik, akkor a fold, vagy az asztal lekvdros lesz.
Ha sikeril a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomori, ha nem
stkeril a vizsgam.



(h) Ha megbukunk, akkor nem kapunk diplomdt, és ha nincs mdr sok pénzink, akkor nem fogunk
tudni mibél fagyit venni.

(i) Ki kell taldlnom még formalizdlandé mondatokat, vagy kirignak az dllisombdl, és mehetek
utcdt soporna.

(j) Szeretek utcdat sopirni, de mondatokat formalizdlni csak akkor szeretek, ha nincs mds vdlasz-
tasom.

(k) Ha még egy *** mondatot formalizalnom kell, akkor kitépem a hajamat, vagy megdrilok és
utdna tépem ki a hajamat.

1.5. Feladat. Formalizaljuk a kovetkezé itéleteket, és dontsiik el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az {télet igaz vagy hamis. (A primitéletek mindig pozitivak legyenek, azaz ne tartal-
mazzanak tagadast, és a mondatban valo el6fordulasuk szerint jeloljiik A, B, C, ... betiikkel.)

(a) Ha nem fdj a ldbam és nincs rossz kedvem, akkor pontosan abban az esetben megyek el sordzni,
ha a haverom is velem jén. A:h, B:h, C:i, D: h.

(b) Ha Micimackd mézet akar enni, de a méz a fan van, akkor a mézszerzés pontosan akkor
stkeres, ha Malacka nem fél a méhektdl, vagy Tigris fel tud mdszni a fdra.
A:i, B:h, C:i, D:h, E:i.

(c) Ha a rdka okos, és megkérdezi a holldt, akkor ha a hollo buta, akkor vagy kinyitja a csdérét,
vagy leejti a sajtot. A1, B:i, C:1, D:h, E:h.

1.6. Feladat. Formalizaljuk a kovetkez§ itéleteket. Mit mondhatunk a (2) {téletek igazsagértékérol,
ha igaznak fogadjuk el az (1) itéleteket?

(a)
(b)

(1) Esik az esd, de nem fazom meg.

(2) Ha hideg van, vagy esik az esd, akkor megfdzom.

(1) Piroska szereti a Farkast, de ha Nagyi nem evett epret, akkor a Farkas megeszi a Nagyit.
Ha a Farkas megeszi o Nagyit, akkor Piroska nem szereti a Farkast.

A Vaddsz lelétte a Farkast.

(2) Ha a Vaddsz lelétte a Farkast, akkor a Nagyi pontosan akkor evett epret, ha nem igaz az,
hogy Piroska szereti a Farkast vagy a Farkas megeszi a Nagyit.

(c) (1) Hdfehérke pontosan akkor eszi meg a mérgezett almdt, ha egyedil marad otthon.

Ha Hdfehérke megeszi a mérgezett almdt, akkor nem f6z ebédet és nem takarit.

Hofehérke egyediil marad otthon.

(2) Ha Hdfehérke egyedil marad otthon, akkor pontosan abban az esetben féz ebédet, ha nem
takarit.

Ha Hofehérke eqyedil marad otthon, akkor megeszi a mérgezett almdt, ha viszont nem marad
eqyediil otthon, akkor nem fdz ebédet és nem takarit.

1.7. Feladat. Formalizaljuk a kovetkez6 itéleteket, és dontsiik el, hogy logikailag ekvivalensek-e.

(a)
(b)

(1) Ha nem tanulsz vagy puskdzol, akkor megbuksz.

(2) Ha nem tanulsz, akkor megbuksz, valamint ha puskdzol, akkor is megbuksz.

(1) A Sdrkdnyfidrus pontosan akkor tud drulni a piacon, ha sem Sisi, sem Kirdlyfi nincs a
vdrosban.

(2) Stsi vagy Kirdlyfi a vdrosban van, vagy a Sdrkdnyfidrus tud drulni a piacon, valamint
ha Stist vagy Kirdlyfi nincs a vdrosban, akkor a Sdrkdnyfidrus nem tud drulni a piacon.



(c) (1) Kriszta csak akkor nem bukik meg, ha Mézga Géza pontosan akkor lesz dithds, ha Aladdr
szivarozni kezd.
(2) Kriszta megbukik vagy Aladdr nem kezd el szivarozni vagy Mézga Géza dihds lesz, va-
lamint ha Kriszta nem bukik meg és Aladdr sem kezd el szivarozni, akkor Mézga Géza nem
lesz diihds.

1.8. Feladat. Igazoljuk az aladbbi logikai ekvivalenciakat:

(a) (ANB) - C=A— (B—C(C);

(b) (FA) = (AANB)ANC = (A C)NA4

(c) A-C)N(B—-C)=(AVB)—C,

(d) (A= B)— ((ANC)—= (BAC))=A— (AVDB);

(e) (A—=B)—= ((AVC)— (BV(C))=(AAB) = A

() (AAB) = AN (A= (2C) = (=C)V B) VC) & (=(CAA)).

1.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az aldbbi formuldk koziil melyik tautologia, és melyik nem:

(a) (AA-A) < (2(A— (-4))); (e) (AVB) = ((AV (=B)) = A);
(b) (A — B) < ((=A)V B); (f) (BV(-A)) = (BV (24));
(c) A— (AAB); (8) (((mA4) = (AAB))AC) < ((A + C)AA).

(d) Av (B — (ﬁA));
1.10. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy kielégithetGek-e a kovetkezs formula- és itélethalmazok.

(a) (A— B) <+ (mAV B)

(b) (AVB)— (CAD), (DVE)—G, AV (-G)

(c) A szerzédést akkor és csak akkor teljesitik, ha a héazat februarban befejezik. Ha a héazat
februarban befejezik, akkor marcius 1-én bekoltozhetiink. Ha méarcius 1-jén nem koltoziink
be, akkor marciusra lakbért kell fizetniink. Ha a szerz6dést nem teljesitik, akkor marciusra
lakbért kell fizetniink. Nem kell marciusra lakbért fizetniink.

1.11. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik az A, B, C valtozokbol felépitett
teljes diszjunktiv normalforma:

FF=(ANBAC)V (AN (=B)), F,=(AvVBV(—-C)AN(AV (-B)V(0),
Fs=(ANBAC)V(ANBA(—()), Fy=(-A)ANBAC.

1.12. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C' valtozokbol felépitett aladbbi formulak teljes diszjunktiv
norméalforméajat:

(@) (A< B)A(=C); (d) (AV(=B)) = (C < B);
(b) ((=4) = (AAB))AC; (e) (ANC) & (A= (=B)) V(AN B));
(c) (AVB) = (=(C = B)); (f) (=(A—= B) A (((-4) < C) v B).



2. feladatsor — Predikatumkalkulus elemei

2.1. Feladat. Jelolje M (z) az .,z négyzetszam”, P(x) az ,x pdros szam”, O(x,y) az ,x osztdja y-
nak’, N(z) az ,x negativ szam” predikdtumokat, individuumtartomany az egész szamok halmaza.
Forditsuk kéznapi nyelvre az alabbi formulakat.

(a) P(7)
(b) M(
(c) (Vx

4) A =N(9 + 3)
(Vz)
(d) (I)
(V)
(V)
)

0(2,4-x))

P(z) N O(z,6))

O(4,2) = P(x))

(2) = (3y) (P(y) A O, ) )

(@) (30) (PG 1 () (P A V) = (-00:2)) )

2.2. Feladat. Legyen () egyvaltozos predikdtum, P kétvaltozos predikatum, f kétvaltozos fiigg-
vényjel és a individuumkonstans. Adjuk meg a kovetkezd formula részkifejezéseit és részformuléit.
Melyek a szabad, illetve a kotott valtozok?

(v2)P(f(z,0),2) = By) (P(fy,2),9) A Q).

2.3. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket. Individuumtartomany az
emberek halmaza, a predikdtumok, fiiggvényjelek és individuumkonstansok a kévetkezdk:

)
(
(
(e) (Vx)(
(f) (Ve (

H(z): ,x hallgats”, V(z): ,x felkészilt a vizsgdra”,
B(z,y): ,x az y bardtja”, C(z,y): ,x csoporttdrsa y-nak”,
T(z,y): ,x hdzatdrsa y-nak”, F(x): ,x férfi”,

A(x): ,x anya”, p: ., Péter”,
a(x): ,x anyja”, S(x): ,x szeret fézni”.

(a) Néhdny hallgats nem készilt fel a vizsgdra.

(b) Minden hallgaté felkészilt a vizsgdra.

(c) Néhdny hallgatonak nincs bardtja.

(d) Bizonyos hallgatok csak a csoporttirsaikkal hdzasodnak dssze.
(e) Vannak ndtlen férfiak.

(f) Minden anya nd, de van olyan nd, aki nem anya.

(g) Péter dsszes bardtja hallgato.

(h) Néhdny hallgaté anyja nem szeret fézni.

(i) Péter anyja szeret fozni.

2.4. Feladat. MegfelelGen valasztott predikdtum- és fliggvényjelek segitségével formalizéljuk az
alabbi mondatokat elsérendii nyelven. Adjuk meg a kapott formula tagadasat gy, hogy negacio
csak predikdtumjelre vonatkozzon. Az individuumtartomany legyen az egész szamok halmaza.

(a) Minden egész szamnak osztdja az 1 és dnmaga.
(b) Minden egész szamndl létezik kisebb.
(c) Minden 10-zel oszhaté szam 0-ra végzddik.



(d) Van olyan negativ szam, amely négyzete pozitiv.
(e) Minden szam pozitiv vagy negativ.

2.5. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban a kévetkezé itéleteket. Adjuk meg a formulak
tagadasat is ugy, hogy kvantort nem tagadunk, és fogalmazzuk meg a megfelels itéletet koznapi
nyelven. (Individuumtartoméany az emberek halmaza.)

(a) Minden informatikus éhes.

(b) Ha egy szakdcs éhes, f6z magdnak.

(c) Az éhes informatikusok kedvelik a szakdcsokat.

(d) Van olyan szakdcs, aki csak informatikusnak foz.

(e) Minden informatikus kedveli a neki f626 szakdcsokat.

(f) Mézga Géza szerencsétlen, de gyermekei szerencsések.

(g) Ha Mézga Géza szakdcs, és senki sem éhes, akkor mindenki szerencsés.

2.6. Feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e az alabbi formuldk az (A; N, K, P) interpretacional,
ahol A =7, N a négyzetszamok, K a kdbszdmok, P pedig a primszamok halmaza.

(a) ((EI:E)N(x) A (EIx)K(x)) — (Jz)(N(x) N K(x))
(b) (Fx)(N(x)V P(x)) — ((Hx)N(x) V (EIx)P(x))

2.7. Feladat. Dontsiik el, hogy tautologidk-e a kovetkezd formulak.

(a) (Vo) (Vy)A(z, )—>(V:c)A(:v :c)

(b) ((32)A(x) A (3)B(x)) — Al‘ A B(x))

(c) (Bx)A(z) v (3x)B(x)) — A vV B(z))

(d) ~(Fz)(vy)((~ ( ))V(ﬂB( ))) <—>( x)(ﬂy (A(z) A B(y))



3. feladatsor — Halmazok

3.1. Feladat. Legyen A = {0, {0},{0,{0}}}. Dontsiik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és
melyik hamis.

(a) DeA (c) {0} eA (e) {{0}}eA (g) {0,{0}}cA
(b) DC A (d) {0y cA (1) {0} cA (h) {0.{0}} c A

3.2. Feladat. Legyen az alaphalmaz U = {a,b,c,d, e} és tekintsiik a kovetkez6 halmazokat: A =
{a,b,c,d}, B=1{d,e} és C = {a, b, e}. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmazok elemeit:

AUB, ANB, B, A\B, AAB, (AAC)\B, P(B).

3.3. Feladat. Legyen A = P({a,b}) és B = P({b,c}). Hatarozzuk meg a kovetkezé halmazok
elemeit:
AUB, ANB, A\B, B\ A, AAB.

3.4. Feladat. Hatarozzuk meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit.

3.5. Feladat. Dontsiik el, hogy az A = {a,b, ¢, d, e, f} halmaz hatvainyhalmazanak alabbi részhal-
mazai osztalyozasai-e az A halmaznak.

(@) C1 = {{a}, {c,d}, {be f}} (d) Ci={0.{a,c,d},{be, f}}
(b) C2 = {{a.b}. {c.d,e}. {/}} (e) Cs ={0.{a},{d},{b.e, [}}
(c) Cs = {{a,c}, {d}, {b,c,e, [}} (£) Cs = {{a, ¢}, {d}, {b, [}}

3.6. Feladat. Adjunk meg az {1,2,...,7} halmazon egy olyan osztalyozast, melynek

(a) legalabb 3 osztalya van;

(b) pontosan 3 osztalya van;

(c) két osztalya van és mindegyik legalabb kételemdi;

(d) héarom osztélya van és mindegyik legaldbb haromelemii.

3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszleges A, B,C' halmazok esetén a kovetkezd
egyenlgségek.

(a) (A\B)\B=A\B () AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(b) A=(AUB)\ (B\ A) (f) (ANB)\ (B\(AUC)) = ANB
(c) A\ (B\C)=(A\B)\C (8) (AAB)A(ANB) = AUB

(d) AN(BUC)=(AUB)N(AUC)

3.8. Feladat. Adjuk meg az AU (BN (C'U D)) halmaz komplementerét az A, B, C, D halmazok
és komplementereik segitségével.

3.9. Feladat. Van-e olyan A, B, C halmaz, melyre AC B e C és A€ B C (' is teljestl?

3.10. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és melyik nem igaz, tetszdleges
olyan A, B halmazokra, amelyekre AU B C B.



(a) ACB (b) A=B (c) B\A=10
3.11. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B, C, D halmazokra teljesiil, hogy

(a) (AUB)N(CUD) 2 (ANC)U (BN D);
(b) (ANC)\ (B\ (CUD)) 2 (ANCN D).

3.12. Feladat. Vezessiink be egy 1j miiveletet a halmazok korében: legyen A és B az U univerzum
részhalmaza, és legyen AN B := AN B. Igazoljuk, hogy A = AMAés ANB=(ANB)M(ANB).
Hogyan fejezhet6 ki az egyesités a M miivelet segitségével?

3.13. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A és B halmazok esetén A x B-t. Abrazoljuk a kapott
halmazt Descartes-féle koordinata-rendszerben.

(a) A={1,3}, B={-1,0,2}
(b) A= {1’3}’ B = [1;3)
(c) A=(-1;2], B=11;3)

3.14. Feladat. Eldallnak-e a kovetkez6 (kék) ponthalmazok a valos szdmok részhalmazainak
Descartes-szorzataként?

3 | 2 |
1 1
1
| 9
1 5
3
2 1
1 |
1 1 2
- L




4. feladatsor — Relaciok
4.1. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5} és o, 8 C A x A relaciok, melyre

a=1{(1,2),(3,2),(3,4),(4,4),(5,5)} s 5 ={(1,2),(2,2),(3,2),(4,3),(4,5)}.

Hatarozzuk meg a kovetkezd relaciokat:

o', af,  Pa,  Pa”l,  pnal.

4.2. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi a és 3 relaciok esetén az ™!, aff és Ba relaciokat. (Az
E az emberek halmazat jeloli.)

(a) a={(r,y) € E*: z az y gyermeke}, 8 = {(z,y) € E*: y az x apja}
(b) a={(z,y) e R*: x =2y}, B ={(z,y) € R*: x = 2V}
(c) a={(z,y) eR*: y =2}, B={(z,y) eR*: y — 1 = 3a}

4.3. Feladat. Adjuk mega H = {—2,1,2, 3,4} halmazon értelmezett p = {(a,b): a osztoja b-nek}
relacio grafjat. Vizsgaljuk meg reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas és dichotémia
szempontjabol.

4.4. Feladat. Adjunk meg a grafjaval az A = {a, b, ¢, d} halmazon egy olyan relaciot, amely

(a) reflexiv, tranzitiv de nem szimmetrikus;
(b) antiszimmetrikus, tranzitiv de nem dichotom;
(c) dichotom de nem reflexiv.

4.5. Feladat. Vizsgaljuk meg az alabbi relacidkat reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tranzi-
tivitas és dichotomia szempontjabol. Ezek alapjan allapitsuk meg, hogy melyik relacié ekvivalencia,
részbenrendezés vagy teljes rendezés.

): |z| = |y|} az R halmazon

): 2| 2 +y} az N halmazon
b): 4| b—a} a Z halmazon
b): a®> < b*} a Z halmazon

4.6. Feladat. Adjon meg olyan osztalyozast az A = {1,2,3,4,5} halmazon, melynek harom
osztalya (blokkja) van. Adja meg az osztélyozashoz tartozé ekvivalenciarelaciot.

4.7. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez6 ekvivalenciarelaciokhoz tartozo osztalyozast.

(a) {(a,b): ab >0} az A ={-3,—-2,—1,1,2,3} halmazon
(b) {(a,b):3|b—a} az A={-3,-2,—1,0,1,2,3} halmazon

8



(c) {(H,G): |H| =|G|} az A= {0,{1,2},{0},{0},{a,b},{1,2,3}} halmazon

(d) {(z,y): z-nek és y-nak van kozos primosztoja} az A = {2,3,8,9,14,15,19,26} halmazon

(e) {(z,y): = és y szamjegyeinek Osszege egyenls} az A = {71,301,216,4, 121, 54,602,315} hal-
mazon

(f) {(a,b): |a] = |b|} a Z halmazon

(g) {(z,y): z* + y* paros} a Z halmazon

4.8. Feladat. Adjuk meg az alabbi részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat. Melyek a mini-
malis, maximalis, legkisebb és legnagyobb elemek?

(a) (4;C), ahol A ={0,{a},{b},{a,b,c},{a,b,d}}

(b) (B:C). ahol B = {0, {1}, {2}, {3}.{L,2}. {14}, 2,3}, {1,2.3}}

(c) (C;|), ahol C = {2,3,4,5,6,12, 24, 36}

(d) (D;]), ahol D = {0,1,2,4,7,14, 28,32}

(e) (E;C), ahol E = {123,211, 321,467,512,861,999} és a C b pontosan akkor teljesiil, ha a
mlnden szamjegye kisebb vagy egyenld, mint b megfelel§ szamjegye

(f) (F;<),ahol F ={(1,1),(3,2),(0,-1),(3,3),(2,2)} és < a komponensenkénti részbenrende-
768

4.9. Feladat. Adjuk meg a kovetkezé graf altal meghatarozott p relacié reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv, reflexiv és tranzitiv lezartjat.

4.10. Feladat. Legyen p = {(a,b) | a — b = 2} relacio az A = {1,2,3,4,5} halmazon. Rajzoljuk
fel a p grafjat és adjuk meg (ne csak a grafjaval)

(a) p reflexiv lezéartjat;

(b) p szimmetrikus lezartjat;

(c) p tranzitiv lezartjat;

(d) p reflexiv és tranzitiv lezartjat.

4.11. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs relaciok tranzitiv lezartjat:
(a) {(a,b) € A%: |a — b| = 2}, ahol A = {1,2,3,4,5};
(b) {(a,b) € Z*: a — b= 0};
(c) {(a,b) € R?: b= a?};

(d) {(z,y) eR*1y —x =1},



5. feladatsor — Leképezések, szamossagok

5.1. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi megfeleltetések értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
Melyik leképezés?

(a) a={(z,y):y=|z]} CR?
(b) B={(z,y): 2=y} CR?
(c) v={(z,y): z =2} CR?

5.2. Feladat. Hatarozzuk meg az af és fa leképezéseket.

(a) a: R> R, za=2% SRR, z8=3x+1
(b) a:R—-R, za=2*—-1, B:R—-R, z8=3""
() Q= Q, (v,y) = T F: Q= Q% v (2,2 - 1)

5.3. Feladat. Vizsgiljuk meg, hogy az aldbbi leképezések injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve
bijektivek-e. (A feladatokban H jeloli a sikbeli nemelfajulé haromszogek halmazat és E jeloli az
emberek halmazat.)

(a) a: R — R, za = z*

(b) 3: R—=RTU{0}, 28 =22

(¢) y={(z,y): zanyjay} CE X E

(d) d ={(z,y): az x haromszog keriilete y méter} C H x R
(e) e: N>R, ze=1

(f) : N=>N, z¢(=|n—-3|+1

(g) 7: N—= N, n+— n pozitiv osztéinak szama

(h) 0:ZXZ—Z, (x,y) —z+y

(1) v:Z—->ZXZ, z— (x—1,1)

1, ha z =1,

() »: N=N, z+—
r—1, hazx>1.
5.4. Feladat. Adjunk minél egyszeriibb példat olyan leképezésre, amely

(a) nem sziirjektiv,

(b) sziirjektiv, de nem bijektiv,
(c) injektiv, de nem bijektiv,
(d) bijektiv.

Igazoljuk is a fenti tulajdonsagokat.

5.5. Feladat. Ellendrizziik, hogy az alabbi leképezések valoban bijektivek, és adjuk meg az inver-
ziiket.

(a) a: R=>R, za=3x—1
(b) B:RT - RY, 28 = (v +2)>—4

5.6. Feladat. Adjunk meg bijekcidt a kovetkez6 halmazok kozott.
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(a) (1,6) és (4,7) (b) R és R* (c) (0,1) és R

5.7. Feladat. Dontsiik el, hogy megadhato-e A — B bijektiv leképezés, azaz megegyezik-e az A
és a B halmaz szamossaga.

(a) A=N,B=7 (f) A=ZxQ,B=R
(b) A=N, B=Q (g) A=N3, B=7
(c) A=7Z, B=R (h) A=Q* B=N?
(d) A=Q\Z, B=N (i) A=R2, B=178

(e) A=R\Q, B=7

5.8. Feladat. Képzeljiink el egy szallodat, amelynek megszamlalhatoan végtelen sok szobaja van,
de mar minden szoba foglalt.

(a) Egy ujabb vendég szeretne megszallni a szallodaban. Hogyan tud a portas helyet biztositani
neki?

(b) Ujabb 999999 vendég érkezik. Hogyan lehetne ket elszallasolni?

(c) A szomszéd utcaban 16v6 hasonlo végtelen szallodéaban tiiz itott ki, és onnan mindenki ebbe
a szallodaba menekiil. Hogyan tudja Gket elhelyezni a portéas?
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6. feladatsor — Komplex szamok, polinomok

6.1. Feladat. Kanonikus alakban szamolva hatarozzuk meg az alabbi mt’iveletek végeredményét:
- ’ 1430
(8) @ i (b) (34502 - T (0) (BFO A=) i (d) T (&) 5o
i
(f) (=2 +3i)(8+1) (g) Re(3 + 51) — (4 — 2i)
—4-7)(1—4) ¥ B3-2)+Im6+i)
6.2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok halmazan:
(a) (1—3i)z =2+ 5
(b) B3+4i)z+ (1+2i) =14+ 113;
(c) 22+ 4z = |z|> + 6;
(d) iz = 22
6.3. Feladat. Az alabbi kanonikus alakban adott komplex szamokat irjuk at trigonometrikus és
exponencialis alakba, és abrazoljuk azokat a Gauss-féle szamsikon:

(a) 3; (c) 4 (e) vV2+v2; (8) 2—-2V3i;
(b) —5; (d) —8i; (f) 1—14; (h) —/3 —i.

6.4. Feladat. Az alabbi trigonometrikus vagy exponenciélis alakban megadott komplex szamokat
irjuk at kanonikus alakba, és abrazoljuk azokat a Gauss-féle szamsikon:

1+4

(a) 2(cos0 +isin0); (c) 2ei; (e) cos T 4 isin 7T
(b) 3e%7; (d) \/_(COS °F +isin 5F); (f) ¥
(g) Z(COS %’T + isin 2F).

6.5. Feladat. Trigonometrikus alakkal szdmolva hatdrozzuk meg az alabbi miveletek eredményét:

(a) <f—z)(2+2fz> (d) @'
(b ) 1- (e)
( ')(\/_H') . ()
(—1+i)(—V3+1)

6.6. Feladat. Adjuk meg trigonometrikus és kanonikus alakban a kdvetkezé gydkvonasok ered-
ményét.

(a) vV—1: (c) Vi (e) V=8i;
(b) V=8 (d) V/64; (F) vV/—1— /3.

6.7. Feladat. Szamoljuk ki és dbrézoljuk Gauss-féle szamsikon a

)1222

3\/_2)1526

~
[
N

/\/\/\
[u—

w +
o~

(c)

(a) harmadik (b) negyedik (c) hatodik (d) nyolcadik

egységgyokoket, és allapitsuk meg, melyek koziiliik rendre a primitiv harmadik, negyedik, ha-
todik, nyolcadik egységgyokok.

6.8. Feladat. Hatarozzuk meg a kdvetkez6 polinomok gyokeit. Adjuk meg a gyoktényezds felbon-
tasukat is.
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(a) z* + 6z +10 (c) 2°+38
(b) 22° + 16i (d) z*+1+3i

6.9. Feladat. Lagrange-interpolacioval adjunk meg egy polinomot, melyre illeszkednek a kévetkezd
pontok:
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7. feladatsor — Determinansok, matrixok

7.1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs determinansokat:

4 —1 2 -3 100 ;121 01 -i_jié
(a) ; (b) |0 =2 4 (c)|-1 2 0f; (d) ; (e) :
2 3 P 535 2 3 -1 2 -2 2 1 3
0 0 1 3 -3 2 11

7.2. Feladat. Hatarozzuk meg az a = (1,2, —3), b = (2,1, —4) és ¢ = (1,0, 3) helyvektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat.

7.3. Feladat. Adjuk meg az x értékét tgy, hogy teljesiiljon az aldbbi egyenlGség.
1 3 —4
2 0 3|=8
1 -1 =z
7.4. Feladat. Szdmitsuk ki a kovetkezé matrixokat: A + B,3A, BT, BC,CA.
1 2
1 0 =2 13 -1
A_Q -1 3) B‘Q()1)’ ¢= é:i

7.5. Feladat. Legyen A = (1 —1 3) métrix. Hatdrozzuk meg az A- A" és AT A szorzatmatrixok
determinansat.

7.6. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez$ matrixhatvanyokat (n nemnegativ egész szam).

1111 n n
0 1 1 1 01
@ (%) o) @)
7.7. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd matrixok inverzét:
1 3 1 2 =3 1 3 4
(a) (2 8); (o 1 3 |; (¢)f0 1 4
-2 =2 11 2 5 5

7.8. Feladat. Teljesiilnek-e az alabbi egyenléségek tetszéleges A, B n X n-es matrixok esetén?

(a) (A— B)(A+ B) = A2 — B (c) AnA™ = Anm
(b) (AB)T = ATBT (d) (AB)"' = B-1A~!
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8. feladatsor — Linearis egyenletrendszerek, matrixegyenletek

8.1. Feladat. Oldjuk meg Gauss-eliminaci6 segitségével az alabbi linearis egyenletrendszereket.

(a)
T1 + 229 + dx3
xr1 — Tg + 31’3 =
333'1 — 6.1'2 — T3 =
(b)

dxy 4+ 4x9 4+ dry =
xr1 -+ To + 2&73
7ZL’1 + 7ZE2 + 8%3 =

25

3
10

(c)
T1 + 3x9 — 4x3 + x4
2[E1 + 6%2 - 71‘3 +x4 =
—3$1 — 91’2 -+ 10.%3 — T4 =
(d)
a—b+u =
at+c—v =
b+v+w =

—11

8.2. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi egyenletrendszernek hany megoldésa van az a valos

paraméter fiiggvényében.

$1—2ZE2+$3 =1

T —Tg+2x3 = 3

r) —2xy+ (a* —8)zs = a+4

8.3. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez6 matrixegyenleteket.

(a) ((1) - §>-X: 5

1 3
(b) @ ;)'X: (160 (1J)
@x(33)-(53)

1 0 2 10 1
@2 -1 7] x=1[2 5

-3 2 2 8 5

1 -1 21 1 21
e [-1 2 10]-x=[-211

0 31 —1 3 2
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9. feladatsor — Vektorok

9.1. Feladat. Hatarozzuk meg a kivetkez6 a, b vektorok belss (skalaris) szorzatat, illetve vekto-
ridlis szorzatat.

(a) a = (]-a _2a 3)7 [_) = (27 _47 ]-)7

(b) Q = (_17 4’ 2)’ b = (17 _57 3);
9.2. Feladat. Dontsiik el, hogy a kiovetkezs vektorrendszerek linearis fiiggetlenek-e, illetve gene-
rétorrendszert, bézist alkotnak-e a megfelels R™ vektortérben.

,4), b—( —2);
24) (351)

/\

) a (1
(C) a = (17 )> 14 (47170>> (07070);
(d) a = (17 ) b= (27 -3, 1)7 c= (_47575);
(e) Q:(la ) ) :(3’571)722( .3, 2)761_( 1747—3)7
(f) a = (L ’ ) l_) (37 1’4)a €= (2a37 _1);

(8) a=(1,-2,3,4), b= (0,-3,1,2), c = (2,—4,5,9).

9.3. Feladat. Az x valos paraméter mely értékeire alkotnak a megfelels R™ vektortérben az alabbi
vektorok linearisan fiiggd, illetve linearisan fliggetlen vektorrendszert?

(a) a = (27 3)> b= (33, _6);

(b) a=(1,-4,3,2),b=(—-1,4,-2,—4), c = (3,—-12, 2, 10);

(c) a=(-1,-3,2,1,-1), l_)— (— -8,7,3,—-1), ¢ (1,9, 11, -4, x);

(d) a=(1,-1,2),b=(2,-1,-1),c=(1,0,a®), d = (2,—1,a + 4).
9.4. Feladat. Hatarozzuk meg hany dimenzi6s a kovetkezG homogén linearis egyenletrendszerek
megoldéstere, valamint adjuk meg a megoldastér egy bazisat.

(a) (b)

$1+ZE2—21’3 =0 T +x4 = 0
Ty —x3—23 = 0 T+ 205 +23 = 0
25(]1 — 3[L’3 = 0 21’2 + T3 —Ty4 = 0

9.5. Feladat. Dontsiik el, hogy a kdvetkez6 halmazok alteret alkotnak-e a megfelel6 R"-ben. Ha
igen, akkor adjuk meg az altér dimenziodjat.

(a) {<~’Uay,2)€R3:x—2y:z,y+z:x};

(b) {(z,y,2) €R®: 22—y + 3z = 2};

(c) {(z,y,2) e R3: 22 +¢? + 22 = 0};

(d) {($17$2,$3,$4) ERY: z1 + x4 + T3+ x4 = 0};

(e) {(z1, 22, x3,24) € R*: w1 + x4 = 0,21 + 229 + 23 = 0,205 + 25 — 24 = 0}.

9.6. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi valos matrixok sajatértékeit, majd adjunk meg bazist a
sajatértékekhez tartozo sajatalterekhez.

@ (7)) o) © i —Zz § (@ —11 :42 :73
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