LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

1. Alapfogalmak

1. Definici6é. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer altaldnos
alakja:

1121 + 1209 + ... + ATy = b1
(9101 + Q999 + ... + Aonly, = bQ (1)
Am1T1 + QmoXo + ...+ GnTyy, = by
Az egyenletrendszer felirhaté Ax = b formaban is, ahol
aiq ai12 ... QA1p b1 I
Q21  dg2 ... d2p by o)
A= , b= , I =
A1 Gm2 - Gmn b, T

Az A matrix az egyenletrendszer (egyiitthato)matrixa, az egyenletrendszer bovitett matrixa
pedig

a1;  Aa12 Ay | by
21 Q22 Aoy | by

(Alp) = : .
Am1  Am2 Amn bm

T sz

2. Definicid. Az (1) egyenletrendszer megoldasanak neveziink egy (c1,ca, ..., ¢,) szam n-
est (azaz vektor), ha azt az (1)-be visszahelyettesitve minden egyenldség teljesiil.

3. Példa. Az

r—2y =

20 -3y = T
egyenletrendszernek a (11,5) vektor megoldasa.

Egy egyenletrendszer lattan tobb kérdés is felmeriil (teljesen) jogosan. Megoldhato-e? Ha
igen, hany megoldésa van? Ha esetleg végtelen sok megoldasa van, akkor meg tudjuk adni az
Osszeset. A kovetkezGkben ezeket a kérdéseket fogjuk megvalaszolni linearis egyenletrendsze-
rekre.



2. (Gauss-eliminacid

A Gauss-eliminéci6 egy algoritmus, mellyel tetsz6leges linearis egyenletrendszernek meg-
kaphato az 0sszes megoldasa. Az ereje abban rejlik, hogy egy lineéris egyenletrendszernek az
egyenletei modosithatok tgy, hogy az 1j egyenletek ugyanazt az informaciot hordozzak, mint
a régiek.

4. Definicié. Egyenletrendszer elemi atalakitéasai (b&vitett matrix elemi atalakitésai):

(1) Két egyenletet (sort) felcseréliink.

(2) Egy egyenletet (sort) megszorzunk egy tetszéleges nemnulla skalarral.

(3) Valamelyik egyenlethez (sort) hozzaadjuk egy méasik egyenlet (sort) skalarszorosat.

(4) Ha az egyik egyenletben minden egyiitthato és a jobb oldali konstans is nulla, akkor az
egyenletet elhagyjuk. (A csupa nulla sort elhagyjuk.)

Az tény, hogy ezzel tudjuk modositani az egyenletrendszer alakjat, de valamilyen célra is
sziikségiink van, mert egyébként vég nélkiil alkalmazhatnank az elemi atalakitasokat. A cél
az, hogy az egyenletrendszer (matrixa) lépcsds alaka legyen.

5. Definicio. Egy egyenletrendszer (matrixa) 1épcsds alaku, ha a bévitett matrixanak

1. nincs csupa nulla sora és
2. minden soranak elsé nemnulla eleme hatrabb van, mint a folotte allo sor elsé nemnulla
eleme.

6. Tétel (Gauss-eliminacio). Bdrmely nem azonosan nulla bévitett mdtrizi egyenletrendszer
lépcsds alakra hozhato elemi dtalakitdasokkal, és ebbdl az eqyenletrendszer megolddsa kénnyen
kiolvashato.

7. Példa. Az el6z6 példa megoldasa ezzel a modszerrel a kovetkezSképpen alakul:
1 =211 ER 1 =21
2 =3\7 0 1|5

& : A 2. sorhoz hozzdadjuk az els6 sor (—2)-szeresét.

A megoldds visszafejtése:

e Also sor: y = 5.
e Els6 sor: x — 2y = 1. Ebbe behelyettesitjiik az y = 5-0t, tehat x = 11.

8. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert.

2 + 3y — 2z =1
-r + y - 2z =1
r — 2y + z = 2
4

2v 4+ 2y — 3z =



2 3 =211 1 -2 1 ]2 1 -2 1|2
-1 1 =2|1 ﬁ) -1 1 =-2|1 ﬂ 0 -1 —-11]3
1 -2 1 |2 2 3 —2|1 2 3 =211
2 2 =34 2 2 -3|4 2 2 =34
1 -2 1 2 1 -2 1 2 1 -2 1 2
ﬂ 0O -1 -1 3 (;4)> 0 1 1 |-3 (_5)> 0 1 1 |-3
0 7 —4|-3 0 7 —4|-3 0O 0 -—11|18
0 6 —=5|0 0 6 —=5|0 0 0 -—11|18
1 -2 1 2 1 —9 1 9
(6) 0 1 1 -3 (7)
— — 1 0 1 1 | -3
0 0 —11|18 0 0 —1118
0 0 0 0

) : 1. és 3. sor cseréje.

) : A 2. sorhoz hozzdadjuk az 1. sort.

3) : A 3. sorhoz hozzdadjuk az 1. sor (-2)-szeresét. A 4. sorhoz hozzdadjuk az 1. sor (-2)-
)
)

6) : A 4. sorbdl levonjuk a 3. sort.
7) : Elhagyjuk a 4. sort.

Megoldas wvisszafejtése:

o —llz=18= 2= —7;
0y+z:—3:>y—%2—315:>y=1g3+%=—% 18 _ 30 _ 10
° x—2y+z:2:>x—2(—ﬁ)+(—ﬁ):2:>:L‘:2-|—ﬁ—ﬁ:ﬁ

Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat: (%, —%, —i—f) .

Az el6z6 mondatban az egyetlen sz ki van emelve. Ugyanis honnan tudjuk, hogy nincs
tobb? Ha jol megnézziik, akkor harom lehetséges modon érhet véget az algoritmusunk.

9. Tétel. Ha az elemi dtalakitdsokkal az (A|b) egyenletrendszert (B|d) lépcsds alakra hozzuk,
akkor a kovetkezd valamelyike teljestil.

(1) A (B|d) mdtriz tartalmaz ellentmondd sort, azaz olyan sort, melyben a vonaltsl balra
minden egytitthato nulla, a jobboldali elem pedig nemnulla.

(2) A (B|d) mdtriz nem tartalmaz ellentmondd sort, és B négyzetes.

(3) A (B|d) mdtriz nem tartalmaz ellentmondd sort, és B-nek t6bb oszlopa van, mint sora.
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10. Tétel. Az eldzd tétel eredménye mellett a linedris eqyenletrendszernek a kovetkezd lehet-
séges megoldasar lehetnek.

(1) Az egyenletrendszernek nincs megolddsa.

(2) Az egyenletrendszernek pontosan egy darab megolddsa van (melyet a lépcsds alakbdl
visszafejtve kaphatunk meg.)

(3) Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van (melyet a lépcsds alakbdl vissza-
fejtve kaphatunk meg.)

A végtelen sok megoldas esetében a lépcsGs alakban van olyan valtozo (oszlop), mely
nem tartalmazza egyik sornak sem az elsé nemnulla elemét. Ez lehetGséget teremt a valtozok
osztalyozasara.

11. Definici6. Az (1) egyenletrendszer bévitett matrixanak lépesds alakjaban a soronkénti
elsé nem nulla elemek oszlopainak megfelel§ valtozokat kotott valtozoknak nevezziik.

12. Definicio. Az (1) egyenletrendszer nem kotott valtozoit szabad valtozoknak nevezziik.

13. Példa. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert.

r + 2y + 3z = 4
br + 6y + Tz = 8
9 + 10y + 11z = 12
13z + 14y + 152 = 16
1 2 3|4 1 2 3 4
5 6 7|8 o, 0 —4 -8 |-12
9 10 11|12 0 -8 —16|—-24
13 14 15|16 0 —12 —24|-36
1 2 34
@ | 01203 | (1 2 34)
01 2|3 01 2|3
01 2|3

(1) : Az 1. sor (-5)-szor6sét hozzdadom a 2. sorhoz. Az 1. sor (-9)-szeresét hozzaadom a 3.
sorhoz. Az 1. sor (-13)-szorosat hozzaadom a 4. sorhoz.

(2) : A 2. sort elosztom (-4)-gyel. A 3. sort elosztom (-8)-cal. A 4. sort elosztom (-12)-vel.
(3) : A 3. sorbol kivonom a 2. sort. A 4. sorbdl kivonom a 2. sort. Mivel csupa nulla sorokat
kapunk, el is hagyjuk azokat.

Megoldas visszafejtése:

e A harmadik oszlopnak megfelel6 z valtozo szabad valtozo, tehat z € R tetszéleges
értéket felvehet.



o y+2z=3=—y=3-2z2
e 1 +2y+3z=4=—=0=4-32—-2y=4-32-2383-22)=4—-32—6+42=-2+z2

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldasit. A képlethe behelyettesitve egy
tetsz6leges z értéket, megkapunk egy rogzitett megoldast. Az altalanos megoldas felirhato

(=24 2,3—22,2)
alakban, ahol z € R.
14. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert.

r + y + 2z = 3
dr + 4y + Hz = 6
v 4+ Ty + 8z = 10

11 23 @ 11 2 3
4 4 5|6 —= 1 0 0 —-3| —6
7 7 8110 0 0 —6|-11
@ 1 1 2 3 @) 11 23
— 00 1 2 — 0 0 1|2
0 0 —6|-—-11 0 0 0|1

(1) : Az 1. sor (-4)-szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz. Az 1. sor (-7)-szeresét hozzdadjuk a 3.
sorhoz.

(2) : A masodik sort elosztom (-3)-mal.
(3) : A 3. sorhoz hozzdadom a 2. sor 6-szorosat.

Megoldas visszafejtése:
e Utolso sor: 0 =1 = Ellentmondas.
Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Tehat osszefoglalva az eddigi eredményeinket:

15. Tétel. Barmely linedris eqyenletrenszernek 0, 1 vagy végtelen sok meg-
olddsa van.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megolddsa, ha a bovitett mdt-
rixzdnak lépcsds alakjaban van ellentmondo sor:

(00 ... 0[c), aholc#0.
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o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van végtelen sok megolddsa, ha van
szabad vdltozoja.

o Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megolddsa, ha a bévi-
tett mdtrizanak lépcsds alakjdnak ugyanannyi sora van, mint ahdny isme-
retlen, azaz nincs szabad vdltozo.



