VEKTOROK, VEKTORTER

Vektorok, vektormiiveletek, vektortér,
linearis fiiggetlen vektorrendszerek.

1. Vektormiiveletek

1. Definici6. Legyen az a = (ay,as,a3) és a b = (b1, by, b3) két R3-beli vektor, és ¢ € R
tetszéleges skalar. Ekkor definidlhatjuk a vektorok osszeadasat és skalarszorosat:

o a+b=(a1+b,ay+byaz+bs) € R,
e ca = (cay,cay, caz) € R3.

2. Megjegyzés. Természetesen a fenti definiciok nem csak harom koordinataji vektorokra
igazak, hanem tetszGleges véges dimenzioju vektorokra. Ugyanigy mint métrixok, és mint
minden 1) objektum esetében érdemes megemlékezni a miiveletek legfontosabb tulajdonsé-
gairol.

3. Tétel. A sik vagy a tér tetszdleges a,b, c szabadvektoraira és tetszdleges c,d € R skaldrokra

eat(b+tco)=(a+b)+g e at0=ug, e ¢(da) = (cd)a,
e at+b=0b+a, e c(a+b)=ca+cb, la = a,
e a+(—a)=0, e (c+d)a=ca+da, 0a=c0=0

A fenti tétel azért van kis betiivel szedve, mert igazabol nem is tételek, hanem kénnyen
atgondolhato trivialitasok. Féleg, ha egy n-dimenzids vektort egy (1 x n)-es matrixnak kép-
zeliink el, mert akkor ezekkel a tulajdonsagokkal mér talalkoztunk.

4. Definicié. Legyen az a = (a1, a9, a3) egy R3-beli vektor. Ekkor az a hosszat |a|-val
jeloljiik, és a kovetkezd modon szamoljuk ki:

la| = y/a? + a3 + a3.

5. Megjegyzés. Természetesen az el6z6 definicidhoz hasonlé megfogalmazhat6d 2-dimenzios
vektorokra, és 3-nal magasabb dimenzios vektorokra is.

6. Definicié. Az a és b vektorok skalaris szorzatén a
(a,b) = |a| - b] - cos(a, b)

szorzatot értjiik, ahol cos(a,b) az a és a b vektor altal bezart sz6g koszinusza.



7. Tétel. Legyen az a = (a1, as,a3) és a b= (by, by, bs) két R3-beli vektor. Ekkor

by
@_b = <Qu Q> = ( ai G2 as ) by = a1by + agby + a3b3.
bs

8. Megjegyzés. A skalaris szorzasra vonatkozo tétel természetes moédon atalakithaté6 magasabb
dimenzidra is.

Tegyiink kiilonbséget a definicio és a tétel kozott. Ha meg van adva két vektor, példaul
(1,2,3) és (=5, 2, 1), akkor hogy szamitjuk ki a skalaris szorzatukat? Hat nem definicié szerint,
mert nem ismerjiik a koztiik 1évd szoget. Ha azonban tudjuk a vektorok hosszat és a szogét,
akkor nyugodtan alkalmazhatjuk a definicibban szerepls képletet.

9. Definici6. Legyen az a és a b két R3-beli

vektor. Ekkor a x b jeloli azt a vektort, amely

a két vektor vektorialis szorzatanak ered- axb
ménye. Erre az a x b vektorra teljesiil, hogy

la x b| = |a| |b] sin(a, b),

valamint, hogy a x b meréleges az a és a b vek-
torra is, és az irdnyat a jobbkézszabdaly hata-
rozza meg.

10. Tétel. Legyen az a = (a1, as,a3) és a b= (b1, ba, bs) két R3-beli vektor. Ekkor
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= i (azby — azba) — j (a1by — azby) + k (ar1bs — aghy) .
by by b3

= (a253 — asby, agby — a1bs, a109 — a2b1) .

11. Megjegyzés. A skaléris szorzattal ellentétben a vektoridlis szorzat nehezen terjeszthets ki
magasabb dimenziokra.

12. Definicié. Legyen az a,b és a ¢ harom R3-beli vektor. Ekkor az
abc = (a x b, ¢)
mennyiséget a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.

13. Megjegyzés. A vegyes szorzat geometriailag az a, b, ¢ helyvektorok altal kifeszitett para-
lelepipedon ,elGjeles térfogatat” adja meg.



14. Tétel. Legyen az a = (ay,as,a3), b = (b1, ba, b3) és a c = (c1, o, c3) hdrom R3-beli vektor.
Ekkor

a1 as as
(axb,c)=1|b by bs
Ci Co C3

15. Példa. a = (2,6,—1), b= (—3,-9,8), ¢ = (5,3, —2)
ea+b=(2-36-9-1+8)=(-1,-3,7)

o da=(4-2,4-6,4-(—1)) = (8,24, —4)
ab=2-(=3)+6-(=9) +(—1)-8 = —68
v gk B B
eaxb=| 2 6 —1|=d| o 02 ikl 2 01230130
—9 8 | Ll -3 8 —3 —9
-3 -9 8
2 6 -1
e (axbe)=|-3 -9 8 |=36+9+240 — 45— 36 — 48 = 156
5 3 -2

2. Vektortér

Ebben a fejezetben bevezetjiik az absztrakt vektortér fogalmaét.

16. Definicié. A T szamtest feletti vektortér egy olyan (V,+, ) struktura, melyre tetszdleges u,v,w € V
és c¢,d € T esetén teljesiil az alabbi 8 axiéma.

1. u+v=v+u. 5. ¢lu+v) =cu+ cv.
2. (u+v)+w=u+(v+w). 6. (c+d)u=cu+du.
3. Létezik 0-vektor. 7. (cd)u = c(du).

4. Létezik additiv inverz (ellentett). 8. lu=u.

Egyszertien csak meg kell probalni elengedni azt a berdgziilést, hogy a vektor sz6 hallatan
egy (v1,v2,v3) alaka valamire gondolunk. Példaul gondoljunk bele, hogy legfeljebb masod-
fokt polinomokat ugyantugy Ossze tudunk adni egymassal, meg valos szdmmal megszorozni,
mint vektorokat. Teh&t akkor joggal nevezhetnénk a legfeljebb masodfokd polinomokat is
vektoroknak, halmazukat pedig vektortérnek. (Ehhez az is kell, hogy a fenti nyolc tulajdon-
sag teljesiiljon, de tényleg teljesiil.) Ettdl fiiggetleniil mi ugyanugy csak ,igazi” vektorokkal
fogunk dolgozni.

17. Definici6. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. Legyen tovibban € Ny, vy,...v, €
V,éscy,...c, €T. Ekkor a

n
V=CU + ... +cpu, = E C;V;
i=1

o 40,

vektort a vy, ..., v, € V vektorok ¢y, ... c, egyiitthatokkal képzett linearis kombinacidjanak
nevezziik. Ha minden ¢; egyiitthato nulla, akkor trivialis linearis kombinaciéroél beszéliink.
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18. Példa. Legyenek 7,7,k a tér x,y,z tengely irdnyéba esG egységvektorai. Ekkor a tér
tetszbleges a = (ay, asg, as) vektora felirhato ezen egységvektorok linearis kombinaciojaként:
a = aii+ azj + ask.

19. Definici6. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. A V' elemeib6l képzett véges
rendszereket vektorrendszereknek nevezziik. Egy ilyen vy, . .., v vektorrendszer linearisan

fiiggetlen, ha a zérusvektor csak trivialis linearis kombinacioként allithato els, azaz barmely
C1y...,¢cx €T esetén,

ha civ1 + ... v = 0, akkor ¢; = ... ¢, = 0.
Ellenkez6 esetben a vektorrendszert linearisan fiiggének nevezziik.

20. Példa. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a nullvektort, vagy egynél t6bbszor valamely
vektort, akkor linedrisan fiiggs. A térbeli 4, j, k vektorrendszer linearisan fliggetlen.

21. Tétel. Legyen aza = (a1, as,a3), b= (by, by, b3) és a c = (c1,ca,c3) hdarom R3-beli vektor.
Az a, b, c vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fliggd, ha a vektorrendszerbdl alkotott

a; az ag
by by b3
Ci Co C3

determindns nulla.

22. Példa. Fiiggetlen-e az alabbi harom vektor?
a=(-21;0), b= (4;0;2), c= (0;—1;-5)

-2 1 0
4 0 2 :—2‘_01 _25‘—1‘3_25'
0 -1 =5

= —2(0—(-2))—1(-20—-0)=—-4+20=16
Mivel a determinéns nem nulla, a harom vektor linearisan fiiggetlen.
23. Példa. Linearisan fiiggs-e az alabbi harom vektor?
a=(-3012), b=(-1;200), c=(-2-212)

Ez determinéns szamoléssal nem doénthetd el, tehat Gauss-eliminacioval kell megoldani fel-
adatot.

~3 0 12\ (-1 2 00 1 2 00
1 2 00|%9[(=3 0 12|%[0 -6 1 2
9 21 2 9 2 1 2 9 21 2
1 2 00 1 2 00

Dlo -6 12|00 —61 2 @(_01_26?g>
0 -6 1 2 0 0 00



) : Az 1. és 2. sort megcseréljiik.

) : Az 1. sor (-3)-szorosat hozzdadom a 2. sorhoz.

) : Az 1. sor (-2)-szeresét hozzaadom a 3. sorhoz.

) : A 2. sor (-1)-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.

(5) : Elhagyom a 3. csupa nulla sort.

Mivel kevesebb sorunk maradt (a vektorrendszer rangja kett3), mint ahany vektorral indul-
tunk, ezért a vektorrendszer linearisan fiiggo.

24. Példa. Linearisan fiiggd-e az alabbi harom vektor?
= (=1;20;0), b=(-2-212), c=(1212)

Ez determinéns szamoléassal nem donthetd el, tehat Gauss-eliminacioval kell megoldani fel-
adatot.

-1 2 00\ /-1 2 00) /-1 2 00
-2 212 |~ 0 —612]~| 0 —6 12
1 2 12 1 2 12 0 4 12
w1 200\ /-1 2 00

Slo g elo g

0 4 1 2 o o 2 2

) : Az 1. sor (-2)-szeresét hozzdadom a 2. sorhoz.

) : Az 1. sor 1-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.

) : A 2. sort osztom 6-tal.

) : A 2. sor 4-szeresét hozzaadom a 3. sorhoz.

Mivel ugyanannyi sorunk maradt (a vektorrendszer rangja harom), mint ahany vektorral
indultunk, ezért a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
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