MATRIXOK

Matrixok. Matrixmiiveletek és tulajdonsagaik. Sajatérték, sajatvektor.

Ebben a részben a matematika olyan részét targyaljuk, melynek elGszor nem latszik,
hogy mi haszna lehet. Elég szamolasigényes, de legalabb konnyen algoritmizalhatoak ezek a
szamolasok. A kurzus kereteibe sajnos nem fér bele, hogy ezek a matematikai objektumok
hogyan segitenek (f6leg egy informatikusnak) problémakat modellezni, de probéaljuk meg
elfogadni, hogy a sok szdmolas mogott értelem és alkalmazés is van.

1. Matrixok

1. Definici6. Az M-mel jelolt mxn-es matrix egy T test elemeibdl (a mi esetiinkben ez valos
szamokat jelent) allo tablazat, m darab sorral és n darab oszloppal. Az ilyen paraméterekkel
rendelkezd matrixot M, ,-nel jeloljik. Az M matrix i-edik sordnak j-edik elemét m,;-vel
jeloljiik.

Talédn ezt a fogalmat gy ismeri mindenki a programozéas kurzusrél, hogy kétdimenzios
tomb. Ugyanarrdl van szo.

2. Példa. Legyen M az alabbi méatrix:

-2 0 2 075
M3><4: T % O 1
6 —-72 95 5

Ekkor példaul mq3 = v/2.
Van két specialis matrix, melyet mérettdl fiiggetleniil mindig ugyanigy neveziink.

3. Definicio. Az (n x n)-es egységmatrix olyan matrix, amelynek a fGatloja 1-eket tartal-
maz, a tobbi eleme, pedig nulla:

10 ...0
01 ...0
I,=E, =
00 ...1

Az (n x n)-es nullmatrix olyan méatrix, amely csak nulla elemeket tartalmaz:

00 ... 0
00 ... 0
0 0 . 0



2. MAtrixmiiveletek

Mar tobbszor talalkoztunk azzal a jelenséggel, hogy 1j objektumot definidltunk. Most is
ez tortént, tehat azt is definidlni kell, hogyan tudunk veliik dolgozni.

4. Definici6 (Matrixok Osszeadasa és skalarral szorzasa). Legyen A = (ay;), ., és
B = (bij),,«, két T szamtest feletti (m x n)-es métrix. Ekkor

A+ B = (ai; + bij)

mX

n 68 CA = (cagj), . .

Az el6z6 definicio viragnyelven azt jelenti, hogy csak két azonos méretii matrixot tudunk
Osszeadni, és ez az Osszeadas pozicionkénti Osszeadast jelent.

5. Megjegyzés. Csak azonos méretd méatrixokat lehet 6sszeadni, kiilonb6z6 méretiieket sosem.

6. Példa.

1 0 =3 2 -6 —1
A=| =5 9 2 |.B=| =3 1 7
-1 -3 8 2 2 9
3 —6 —4 -4 12 2
A+B=| -8 10 9 |, (-2-B=| 6 -2 -14
1 -1 17 —4 —4 —18
7. Definicié (Matrixok szorzasa). Legyen A = (ajj), .. ¢ B = (b;), ., két T szdmtest

feletti matrix. Ekkor
AB = (Z ailblj> .
=1 mxk

A fenti szummaés képletet szovegesen is elmagyarazzuk. Egy (m xn)-es és egy (n X k)-s matrix
szorzata (m X k)-s meéretdi. Tovabba a szorzat i-edik soranak j-edig eleme Y )" | a;b;;, azaz
az A matrix i-edik sordnak és a B matrix j-edik oszlopanak skalaris szorzata.

8. Megjegyzés. Két matrix csak akkor szorozhatod Gssze, ha az elsé métrix oszlopainak szama
megegyezik a méasodik matrix sorainak szamaval.

9. Megjegyzés. Az AB szorzat altaldban nem egyezik meg a BA szorzattal, s6t még lehet,
hogy a méretiik miatt valamelyik nincs is értelmezve.

10. Példa.
6 —1
A:(i_o?’g),B: 2 =2
-3 0

Az AB matrix (2 x 2)-es méreti lesz. A szamolast végezziik ugy hogy az A megfelel§ sorvek-
torait szorozzuk Ossze skalarisan B megfelel6 oszlopvektoraval. A skalaris szorzas a kovetkezGt
jelenti:

((a,b,c,d), (e, f,g,h)) =ae+bf + cg+ dh.

2



Tehat AB megkaphato az aldbbi modon:

((2,—3,5),(6,2,—3)} ((2,-3,5),(—-1,-2,0))
15 = (o 6as Ghos 1—20»)
- (12—6—15 —2+6+0> < )
B 64+0—-24 —14+0+0 -18 -1
11. Példa.
5 4 2 3
A= -9 4 6 3
3 1 ( 9
<(57 4, _2) ) (_17 0, _5>> <(5> 4, 2) ( 2,8, 7)> <(57 4, _2) ) (37 3, 9)>
AB = ((=9,4,6),(—1,0,=5)) ((—9,4,6),(—2,8,7)) ((—9,4,6),(3,3,9))
((3,1,-2),(=1,0,-5)) ((3,1,—-2),(-2,8,7)) ((3,1,—2),(3,3,9))
—-5+0+10 —-10+32—-14 15+12—18 ) 8 9
= 9+0—-30 18+32+42 -27+12+54 | =| —21 92 39
-3+0+10 —-6+8—-14 9+3—-18 7 =12 —6

12. Definicié (Transzponalas). Legyen A = (ay), ., egy T szamtest feletti (m x n)-es
matrix. Ekkor AT egy (n x m)-es méatrix, melynek egy tetszéleges eleme a kivetkezdképpen
szamithato ki:
T
(A )ij = Aji'

Ez azt jelenti, hogy a matrix sorait felcseréljiik az oszlopaival, vagy masképpen fogalmazva
tiikrozziik a matrixot a ,f6atlora”. (Igazi f6atlorol csak négyzetes matrixok esetében szoktunk
beszélni.)

13. Példa. b
-2 3 a c
A:(g‘f:;),B: 8 3|.c=(de f
79 g h 1
5 3 a d g
AT = 4 1 ,BT—(_;?;),CT— b e h
-2 =2 c f 1

Ugyantigy, mint szamoknal, a méatrixoknal is vannak a mtveleteknek bizonyos tulajdon-
sagai. Némelyik oroklgdik a szamoknéal 1évGkbél, némelyeket a definicié alapjan kell igazolni.

14. Tétel (Miiveletek tulajdonsagai.). Legyenek A, B,C egy tetszdleges T test feletti mdtri-
zok, és c,d € T skaldrok. Ekkor



e A+B=B+A e ((A+B)=cA+cB
e (A+B)+C=A+(B+0O) e ¢(AB) = (cA)B

e A(BC) = (AB)C o (A7) =

e A(B+C)=AB+ AC o (AB)T = BT AT

e (A+B)C=AC+ BC o (A+B)T = AT + BT
o (c+dA=cA+dA ° (CA)T—C(AT)

ha a megfeleld miveletek elvégezhetdek. (Ha az egyenldség valamelyik oldaldt nem lehet
elvégezni, akkor semmi értelme egyenldségrdl beszélni.)

3. Sajatérték

15. Definici6. Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ha xA = Az valamely A € R szamra és
valamely nemnulla 2 € T1*" sorvektorra, akkor \-t az A matrix sajatértékének, az x vektort
pedig az A matrix A-hoz tartoz6 baloldali sajatvektornak nevezziik.

16. Definicié. Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ha Ax = Az valamely X\ € R szadmra és
valamely nemnulla x € T™*! oszlopvektorra, akkor \-t az A matrix sajatértékeének, az x
vektort pedig az A matrix A-hoz tartoz6 jobboldali sajatvektornak nevezziik.

17. Definici6. Legyen A egy (n X n)-es métrix, és A egy sajatértéke A-nak. Ekkor a A-
hoz tartoz6 bal- és jobboldali sajatvektorok halmazat a nullvektorral kiegészitve bal- illetve
jobboldali sajataltérnek nevezziik.

18. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es métrix. A
xa(z) = (=1)"-det (A —z- E,)
polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

19. Tétel. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es mdtriz. Ekkor az A mdtriz sajdtértékei
pontosan a x o(x) karakterisztikus polinom gydkei.

9 4
+=(53)
matrix sajatértékeit.

XA(@Zdet((g g)_(é 2)):‘9gx 5%36

xa(z) gyokei: 1 =3, o = 11.

20. Példa. Hatarozza meg az

= (9-2)(5—2)—12 = 2* — 141 +33,

Igy a matrixnak két kiilénbozo valos sajatértéke van: A\ = 3 és Ay = 11.
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21. Példa. Hatarozza meg az

1 -1
=0
matrix sajatértékeit.

XA(x):det<(i —51)_(3 2)):’1;@« 5_—19@

xa(x) gyoke: x = 3.

=(1—2)(5b—2)+4=2"—62+9,

Igy a matrixnak egy darab valés sajatértéke van: A = 3.
1 2
=(43)
méatrix sajatértékeit.

XA@):da:(( _11 ?))—(95 2)):’1__135 g’:(l—x)(3—x)+2:902—4x+5,

xa(z) gyoke: x1 =2 — i, x9 =2 +14.

22. Példa. Hatéarozza meg az

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste f5lott dolgozunk, viszont a komplex
szamok teste esetén két gyok van, igy az A matrixnak két kiilonbozé komplex sajatértéke van:
)\1:2—iéS )\2:2+Z

23. Példa. Hatéarozza meg az

8 5 9
A=1 0 -9 -1
0 0 5
méatrix sajatértékeit.
8—=x ) 9
xalz) = 0 -9-z -1 |=@—2)(-9—2)5—1)
0 0 oO—
xa(x) gyoke: x1 =8, x9 = =9, 23 = 5.
Tgy a matrixnak harom kiilonbo6z6 valos sajatértéke van: Ay = 8, \g = —9 és A3 = 5.

24. Példa. Hatarozza meg az

1 -1 1
A= 1 1 -1
2 -1 0



matrix sajatértékeit.

l—2 -1 1 -z -1 1 0 -1—-(1-2)? 1+ (1—-2)
xa(z) = 1 l—z -1 |= 1 l—z -1 |=]1 11—z -1
2 -1 -z 2 -1 -z 0 2z -3 2—x

B ~“1-(1-2)* 2—z | —1-(1-2)% 1
Sl R _(x_Q)‘ 20 -3 1

= (z-2)(-1-14+22—2>-22+3)=(z—2)(1 —2?)

xa(x) gyoke: 11 =2, 29 =1, 3 = —1.

gy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van: A\; =2, Ay = 1 és A3 = —1.

4. Inverz

25. Definici6é. Egy A négyzetes matrix inverzének nevezziik azt az A~!-gyel jeldlt matrixot,
melyre A- A~ = A7'. A =1, ahol I a megfelels méretii egységmétrix. (A definicié alapjan
egyértelmii, hogy az inverz mérete megegyezik az eredeti matrix méretével.)

A definicié azonban semmit nem mond arrél, hogy milyen matrixoknak van inverze, és ha
van, akkor hogyan szamolhatjuk ki. A kovetkezSkben két kiszamitasi moédot fogunk ismer-
tetni.

4.1. Tétel szerinti kiszaAmitas

26. Definici6. Egy A = (ay),,.,
terminanst A;;-vel jeloljiik és az

négyzetes matrix a;; eleméhez tartozé adjungalt alde-

Ay = (1) Dy

képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartoz6 aldeterminéns, vagyis annak a mat-
rixnak a determinansa, melyet Gigy kapunk, hogy az A matrixbol elhagyjuk az i-edik sorét és
j-edik oszlopat.

27. Tétel. Tetszileges A = (ay;), ., négyzetes mdtriznak akkor és csak akkor van inverze,
ha det(A) # 0. Ha van inverze, akkor pontosan egy van, és erre érvényes az aldbbi képlet:

1
4—1 _ A
det(A) (Aji) e

28. Példa. A = J ATl =7

[ )
N = =
=~ W N

det(A) =3+4-2-4=1
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Ay = (-1)0+D
Apz = (—1)(1H3)
Agg = (_1)(2+2)

Ag = (—=1)B+D

1 All
= 4y
det(A) Ay

; i =4-6=-2 Ap=(-1)0+2 1 i =—(4-23)

1 ; =2-1=1, Ay = (-1 ; i =—-(4-4) =

(1) i =0-2=-2, Ap= (-1 (1) ; =—(0-1)=

1 g =3-2=1, Azp=(-1)6 (1) g =—(0-2)=
Asz = (—1)B+3) (1) 1‘—01:1

A A\ [ An An Ay —2

) Twe ) Ty

4.2. Gauss—Jordan-eleminacio

_1,
0,
L,

2,

29. Definici6. Egy adott M maétrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az

alabbiakat értjiik:

e két sor cseréje,

e cgy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e cgyik sor konstansszorosdnak hozzaadasa egy masik sorhoz.

30. Tétel. Ha A egy n X n-es négyzetes mdtriz, I pedig az n X n-es eqységmdtriz, akkor
tekintsiik a B = (A | I) mdtrizot. Az A mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a sor-
vektorrendszer elemi dtalakitdsainak sorozatdval a B mdtriz (I | C) alakra hozhato. Ekkor

Al =

01 2
31.Példa. A= [ 1 1 3|, a1=2

12 4
012[100[T13[010|[1T13[0 1 0],
113010/ o12]100™ o121 0 0%
124001 124001 0110 -11
rot1[ -1 1 0|[10 1 -1 1 0][1T01][]-110
012 1 0091 2 1 00012 1 0 o0
01 1] 0 —11 00 —1 | -1 -1 1 001 | 1 1 -1
[TooT =0 1| [T00] -2 0 1 2 0 1
OlTo1201 100 @o10] -1 -2 2 |=Aa1=| -1 -2 2
001 | 1 1 -1 001 /| 1 1 -1 1 1 -1




és 2. sor cseréje.

sorbol kivonom az 1.-t.

sorbol kivonom a 2.-at.

sorbol kivonom az 2.-at.

sor megszorzasa (—1)-gyel.

sorbol kivonom a 3.-at.

sorhoz hozzdadom a 3. sor (—2)-szeresét.

e N e T N
— —
N

7

32. Megjegyzés. Hasonloan a determindns kiszdamitdisihoz nagyobb méretd mdtrizok ese-
tén itt is a Gauss—Jordan-elimindcio sokkal gyorsabb, mint a tétel szerinti aldetermindnsos
modszer.

5. Informatikai alkalmazasok

e A kiilonb6z6 geometriai transzforméciok tulajdonképpen linearis leképezésnek tekint-
hetSk, és kifejezheték egy alkalmas matrixszal torténd szorzés segitségével. Példaul
tiikrozziik az (a; b) pontot az y tengelyre. Ekkor a kapott vektor (—a, b). Ha jol meg-
nézziik, konnyen megtalaljuk az y tengelyre vald tiikrézés matrixat:

A:(_Ol (1)) mert (—a; b) = (a: b) - A,

Ilyen matrixok megadhatok tiikrozésekre, forgatésokra, vetitésekre, akar tobb dimenzi-
6ban is. LASD: Diszkrét matematika I1I. és Szamitogépes grafika tantargyakbol.

e A grafok egyértelmiien kodolhatok szomszédsagi és pont-él illeszkedési maéatrixukkal.
Mivel a matrix szinte minden programnyelvben jol kezelhet6 egy 2-dimenzids témbként,
igy ennek a kodolasnak is vannak elényei. A grafok az informatika tobb teriiletén is
el6keriilnek, akir programozési algoritmus, akar hardverszinten, példaul beszélhetiink
erGforrasgrafrol, vagy a szamitogép-halozat is felfoghato egy (iranyitott) grafként.

o Képzeljlink el egy épiiletet, ahol kiillonb6z6 helyiségekbe kiilonb6z6 embereknek van
belépési jogosultsaguk. Ez nagyon jol kédolhatoé egy matrixszal: sorok=emberek, osz-
lopok=ajtok, és a megfelel§ pozicibban 1-es van, ha az adott embernek van belépési
jogosultsaga, 0, ha nincs.

e Linearis egyenletrendszer esetén elég az egyenletrendszer b&vitett matrixaval dolgozni.
Sokszor kell megoldani linearis egyenletrendszert, és érdekes kérdések meriilnek fel a
numerikus precizitds és a szamolas idigénye kapcsan, LASD: Kozelit6 és szimbolikus
szamitasok.

o Kodolaselméletben bizonyos kddok esetében a kodolés és a dekddolas is egy-egy matrix-
szorzassal kivitelezhetd. Ide kapcsolodik a generatormatrix és a paritas-ellenérzé matrix
fogalma is, LASD: Diszkrét matematika TTI.



