PREDIKATUMKALKULUS

Predikdtumkalkulus alapfogalmai, formalizalas,
tagadés, logikailag igaz formulak.

1. Bevezetd

Vizsgaljuk meg a kovetkezd két kijelentést.

e Minden alméahoz tartozik egy fa, amirdl leesett.
e Barmely két racionalis szam koz6tt van irracionélis szam.

Az eddig tanult itéletkalkulusbeli lehet&ségek szerint ezek primitéletek lennének, de érez-
ziik rajtuk, hogy tobb informéaciét hordoznak. Ezen probléma kikiiszobolése miatt ismerked-
jiink meg a predikdtumkalkulussal. A predikatumkalkulust az itéletkalkulus kiegészitésének
is tekinthetjiik. A predikdtumkalkulus eszkozeivel az allitasok precizebben formalizalhatok,
logikailag jobban vizsgalhatok.

2. Predikatumkalkulus, formalizalas

1. Definici6. Az elsérendii predikatumkalkulus szimboélumai:

o - A, V, =, 4> (,) és a yvesszd’;

e 1 azaz egzisztencialis kvantor:  létezik”, van olyan”, ,talalhatd”, ,néhany”,  bizo-

nyos”, ,valamely”, ...;

V, azaz univerzalis kvantor: ,barmely”, ,minden”, ,tetszéleges”, ,,az 0sszes”, ...;

® 11,Ty,...,7, (n €N) individuumvaltozok, ezekre mint vizsgaland6 objektumegye-
dekre kell gondolni, ezen individuumvaltozok halmaza az individuumtartomany;

e predikdtumjelek nemiires halmaza: a predikdtum olyan fiiggvény, amely individuum-
valtozokbol logikai allitast készit;

e fiiggvényjelek (esetleg iires) halmaza: olyan fiiggvényekre kell gondolni, amely t6bb
objektumbol egy 1j objektumot készit, azaz ezek szolgalnak a miiveletek kifejezésére.

2. Definici6. Az elsérendii predikatumkalkulus kifejezései az alabbi rekurzio szabalyai
szerint megadhato jelsorozatok.

e Az z; individuumvaltozok és individuumkonstansok énmagukban kifejezések;
e ha ky,... k, kifejezések, akkor barmely f fliggvényjelre f(ki, ..., k,) is kifejezés, ha az
f fiiggvény n-valtozos;



e az elsérendi predikatumkalkulus minden kifejezése elGall az el6z6 két szabaly véges
sokszori alkalmazasaval.

3. Definicié. Az els6rendl predikatumkalkulus atomi formulai a P(ky,...,k,) alakd
jelsorozatok, ahol P egy n-valtozds predikdtumjel, ky, ..., k, pedig kifejezések.

4. Definici6. Az elsérendii predikatumkalkulus formulai

e az atomi formulék;

e ha F és G formulak, akkor (FVG), (FAG), (F < G), (F— G), (=F) is formulak;

e ha F formula és z; individuumvaltozo, akkor (Vz;) F és (3x;) F' is formula;

e az elsérendd predikdtumkalkulus minden formulaja el6all az el6z6 harom szabaly véges
sokszori alkalmazasaval.

FONTOS: a kvantor mindig az utana allo legrévidebb részformulara vonatkozik!
Most mar megvannak a formalizalashoz sziikséges eszkdzeink és szabalyaink. Lassunk néhany
példat.

5. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden strucc madéar.”

e Legyen U = {allatok} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjelek: S(x) : ,x strucc”, M(x) : ,x madar”.

e Formalizalt allitas: (Vz) (S(x) — M(x)).

Mint a fenti példaban is lathato, egy predikatumjel egy adott objektumbol allitast készit.
6. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Minden strucc madér.”

e Legyen U = {struccok} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: M (z) : ,x madar”.

e Formalizalt allitas: (V) (M (x)).

Az el6z6 két példa ravilagit arra, hogy fontos hogyan valasztjuk meg az individuumtar-
toményt. Az elsé konnyebben bévithets, példaul 4j predikatum jelek bevezetésével konnyen
formalizélhato a ,Minden hal vizben él.” mondat, mig a masodik individuumtartomany nem
engedi meg az allitas formalizalasat. Konkrét feladatoknél altalaban az individuumtartomany
és a predikatumjelek elére adottak, ha nem, akkor szabadon megvalaszthatoak. A valos élet-
ben ez mindig modellfiiggs.



7. Példa. Formalizaljuk az aldbbi mondatot: ,Minden szentnek maga felé hajlik a keze.”

e Legyen U = {emberek} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: Sz(z) : ,x szent”, H(x,y) : ,ax-nek y felé hajlik a keze”.

e Formalizalt allitas: (Vz) (Sz(z) — H(z,x)).

8. Példa. Formalizaljuk az alabbi mondatot: ,Ha egy gyerek kék szemi, akkor az édesapja
is kék szem.”

e Legyen U = {emberek} az individuumtartomany; az elemei azok az objektumok, me-
lyekkel az allitasban foglalkozunk.

e Predikdtumjel: G(z) : ,,x gyerek”, K(z) : ,,z kék szemi”.

e Fiiggvényjel: a(x) : ,x édesapja”.

e Formalizalt allitas: (Vo) (G(z) — (K(z) = K(a(z)))).

3. Tagadas

Gyakran van sziikségiink arra, hogy pontosan megfogalmazzuk egy allitas tagadasat. Al-
litdsok tagadéséra van sziikség példaul kontrapozicios, indirekt bizonyitasok és elemi logikai
atgondolasok soran is. Ha ismerjiik egy allitds tagadasanak logikai értékét, akkor az eredeti
allitasét is tudjuk, és néha konnyebb vizsgalni egy allitas tagadasat. Vizsgaljuk meg, hogy
miként tudjuk egy predikdtumkalkulusbeli allitas tagadasat felirni pusztan az allitas formu-
lajabol. Ezt két tétel alkalmazasaval végezhetjiik el.

9. Tétel. Predikdtumkalkulusban teljesil az aldbbi két logikai ekvivalencia:

~ (Vo) F) = (Bx) (=F),
~((3)F) = (Va)(=F).

10. Tétel. Tetszdleges A és B formula esetén teljesiilnek az aldbbi ekvivalencidk:

- (AAB)=(-A)V (-B)

- (AV B) = (—A) A (—B)
A— B=(-A)VB
—|(A—>B)EA/\(—|B)

A< B=(A— B)AN(B— A)

Az el6z6 két tétel egy szabalyt ad a tagadasra. Mindig részformulanként kell tagadni,
és ha a negaciojel egy kvantorral talalkozik, akkor a kvantor megvaltozik, és a tagadéas a
részformulaban beljebb cstszik.



11. Példa. Formalizaljuk az alabbi allitds tagadasat: ,Minden strucc madar.”

o Az allitast mar formalizaltuk egy korabbi példaban: (Vz) (S(z) — M(x)).
e Tagadjuk a formulét:

= (Vo) (S(z) = M(x)) = () (= (S(2) = M(2))) = () (S(x) A (M (2))).

e Ha jelentéstartalmilag tagadjuk az allitast, akkor azt kell formalizélni, hogy ,Létezik
olyan strucc, ami nem madar.” Ez pontosan az el6bb kapott negalt formulaval forma-
lizalhato.

Az el6bbi példa ramutat arra, hogy egy allitast kétféleképpen is lehet tagadni. Megal-
kothatjuk a tagadasnak megfelel§ allitast, és azt formalizdlhatjuk, vagy az eredeti allitast
formalizaljuk, és azt tagadjuk a szabalyok szerint. Logikailag ekvivalens formulékat kell kap-
nunk.

12. Példa. Adjuk meg a kovetkez6 formula negéltjat.

(V) (=P(x)) A By) (Q(z,y) = R(y)))

= (V) (=P(2)) A (Fy) (Q(z,y) — R(y))) y) (Q(z,y) = R(y))))
V(= (F) (Qx,y) = R(y))))
Q(z,y) — R(y)))))

z,y) A (=R(y)))))

4. Logikailag igaz formulak (tautologiik)

Az itéletkalkulusbeli formuldktoél eltérGen nincs altalanos algoritmus arra, hogy egy predi-
katumkalkulusbeli formularol eldontsiik azt, hogy tautologia-e. SG6t, mar a tautologia fogalma
sem definidlhato olyan konnyen, mint az itéletkalkulus esetén.

13. Definici6. Az elsérendd predikatumkalkulus interpretaciéjahoz a kovetkezd lépé-
seket kell véghezvinni.

(1) Véalasztunk egy nemiires A halmazt, ez lesz az interpretacios tartomany.

(2) Minden P predikdtumjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi valtozos
predikdtumot.

(3) Minden f fiiggvényjelhez hozzarendeliink egy A-n értelmezett ugyanannyi valtozos fligg-
vényt.



Az el6z6 definicio tulajdonképpen arrél szol, hogy egy adott formulanak értelmet adunk,
azaz egy karaktersorozat helyett mér egy konkrét allitds formalizaldsaként tekintiink ra. Tech-
nikailag barmely a = (ay,as,...), a1, as,... € Asorozat esetén az a;-t a formulaban x; helyére
beirva el tudjuk dénteni, hogy a formula igaz-e vagy sem, az adott interpreticié esetén.

14. Definicié. Egy predikatumkalkulusbeli formula tautolégia, azaz logikailag igaz formula,
ha barmely interpretacidja esetén tetszéleges a = (a1, as,...), ay,as, ... € Asorozatra az z;-k
helyére a;-ket irva logikailag igaz értéket kapunk.

Még egyszer fontos kihangsilyozni, hogy predikatumkalkulus esetén nincs algoritmus,
amivel el tudnank donteni egy formulardl, hogy tautologia-e, eltéréen az itéletkalkulustol.
Fiiggetleniil ett6l néhany egyszerd feladatot azért mi is meg tudunk oldani.

15. Példa. Tautoloégia-e az alabbi formula?
(Fz) (P(x)) = (Vz) (P(x))

Megoldas: nem. Ha intuici6 alapjan akarjuk indokolni a dolgot, akkor csak annyi az egész,
hogy ha létezik olyan objektum, amire valami teljesiil, az nem jelenti azt, hogy minden
objektumra teljesiil. Nagyon egyszertien meg tudjuk adni a formalis valaszt is: legyen az
interpretacios tartomany a természetes szamok halmaza, és P(x) jelentse azt, hogy x prim.
Ekkor egy ¢ — h implikaciot kapunk, melynek értéke hamis. Talaltunk egy interpretéiciot,
mely esetén a formula hamis, ezért nem tautologia.

16. Példa. Tautologia-e az alabbi formula?
(= (F2) (Vo) (mA(x) V =B(y))) < (V) (Fy) (Alz) A B(y))

Megoldas: a formula tautoldgia, mert az <+ jel bal és jobb oldalan all6 formula egymaéassal
ekvivalens, a jobb oldali adja meg mi lesz akkor, ha a bal oldaliban a negacidjelet beljebb
vissziik a formuldban. Ha az <+ két oldalan ekvivalens formulék allnak, akkor az tautologia,
mint ahogy ezt mar itéletkalkulusbol tanultuk.

17. Példa. Tautoloégia-e az alabbi formula?
(32) (B(r,y) = 2 = y)  (v2) (~ (Blz.y) — « = 9))

Megoldés: megsejtjiik, hogy a formula nem tautologia, ezért keresiink olyan interpreticiot,
melynél van olyan kiértékelés, amelynél hamis értéket kapunk. (Megsejthetjiik példaul agy,
hogy észrevessziik, hogy az ekvivalenciajel jobb oldalan all6 formula pontosan a bal oldali
tagadasa.) Legyen A egy tetsz6leges legalabb kételemd interpretacios tartomany, B pedig az
azonosan hamis predikdtum. Ekkor a bal oldal azt mondja, hogy 1étezik egy olyan objektum,
amely ha B-kapcsolatban all y-nal, akkor x = y. Viszont B azonosan hamis, ezért az imp-
likdci6 mindig igaz, igy a bal oldal annyit mond, hogy létezik olyan objektum, melyre igaz.
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Szandékosan ért véget az el6z6 mondat. Hasonldéan lathato, hogy a jobb oldal azt mondja,
hogy barmely objektum esetén hamis. Ha 1étezik egy objektum, amelyre igaz, akkor ebbdl
nem kovetkezhet az, hogy minden objektumra hamis. Igy ezen interpretéacio esetén barmely
Jkiértékelés” esetén hamis értéket kapunk.

Elsfordulhatnak olyan feladatok, melyekben a kdvetkezs egyszerii ekvivalencidk ismerete
is segithet.

18. Tétel. Tetszdleges F' és G formula esetén

o (Vz)(Vy) F = (Vy) (Vo) F, o (Vz)(FAG)= (V) F A (Vx)G,
e (Jz) (Jy) F = (Fy) (Fx) F, e (Ax)(FVG)=3x)FV(Ix)G.
o (Vz)F =—(3x)(—F),
o (Fr) F =~ (Va)(=F),

5. Informatikai vonatkozasok

e Bonyolultsagelmélet kurzus: polinomialis hierarchia, foldrajzi jaték, kvantifikalt Boole-
formula, PSPACE problémék.
e Logika és informatikai alkalmazasai kurzus:

— Az itéletlogika és predikdatumlogika kiterjesztése masodrendd logikara.
— Logikai programozas és PROLOG nyelv (levezetések).
— Helyesség, teljesség, eldonthetség (1asd Bonyolultsagelmélet kurzus).

Bizonyités elmélet.

Modell elmélet.

Rezolucios kalkulus, automatikus tételbizonyitas.
Mesterséges intelligencia.

Szamitogépes nyelvészet, példaul beszédfelismerés.



