KOMPLEX SZAMOK

Komplex szamok és alakjaik,
szamolas komplex szamokkal.

1. Komplex szamok

A komplex szamokra a valos szamok kiterjesztéseként van sziikség. Ugyanis mér kozép-
iskolaban elGkeriilnek olyan mésodfokt egyenletek, melyeknek a valds szamok kozott nincs
megoldéasa. Felmeriilhet tehéat a kérdés, hogyan kell a valos szdmokat kiterjeszteni tigy, hogy a
méasodfoku egyenleteknek mindig legyen megoldésa, de a valos szamoknak az eddig megismert
tulajdonsagai az 1) szdmok kozott is érvényesek maradjanak. A komplex szdmok hasznélata
tobbek kozott ezt a problémét oldja meg.

1. Definici6. A komplex szamok halmazat Im
C-vel jeldljiik, és C = R x R. |

2. Definicié. Legyen z € C, z = (a,b) egy
komplex szam. Ekkor a z kanonikus alakja

z=a-+b-1.

A 2z komplex szam trigonometrikus
alakja

2= (cos(p) +i-sin(p)).

ahol r = |2| = Va2 + b2, és p = arg(z) az a
sz0g, amivel a valos tengely pozitiv felét el kell
forgatni az origd koriil ugy, hogy atmenjen a
z-nek megfelel§ ponton.

3. Példa. (2,2) =2+ 2i =2v/2(cos T +i-sinT)
A kanonikus alakban szerepld ¢ egy kitlintetett komplex szam.

4. Definicié. A z = (a,b) komplex szam z = a + bi kanonikus alakjaban szereplé a valos
szamot z val6s részének, b valos szamot z képzetes részének nevezziik. Mas jeloléssel
z = Re(z) + i -Im(2). Az i a képzetes egység. Az i olyan komplex szam, amelynek a
négyzete —1, azaz i° = —1.



Az el6bbi definiciokbol 1athato, hogy ez az Gj szamfogalom valéban a valos szamok kiter-
jesztésekeént értelmezhets. Ugyanis minden r valos szam egy (r,0) alaka komplex szamnak
felel meg, azaz olyan komplex szamnak, melynek a képzetes része nulla. Az ismert szaimhal-
mazok viszonyat a kdvetkezd Venn-diagram mutatja. A kurzus keretében nem targyaljuk,
hogy miként bévithetGk a komplex szamok, ha egyaltalan lehetséges ilyen bévités.
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Ha méar szamoknak nevezziik a komplex szamokat, akkor jogosan elvart a résziinkrdl,
hogy szamolni is tudjunk veliik. A kévetkez6ben definialjuk, hogyan végezhetjiik el a komplex
szamok kozott a jol ismert miiveleteket. (Természetesen ezt valahogy gy kell megtenni, hogy
a valos szamokon ugyanaz legyen a miivelete eredménye.)

5. Definicid. Legyenek z; és 25 a kovetkez§ kanonikus alakt komplex szamok:
Z1 :a—i—bi, 29 = c+ di.
Ekkor definidlhatjuk a kdvetkezé miiveleteket.

Osszeadds: 21 + 2o = (a + bi) + (c +di) = (a +¢) + (b + d)i.

FEllentett: —z1 = —a — b.

Kivonds: z1 — 20 = 21 + (—22) = (a — ¢) + (b — d)i.

Szorzds: z12z9 = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi* = ac + adi + bci — bd =
(ac — bd) + (ad + be)1.

o Konjugdlt: zi = a — bi.

o Abszolitérték: |z1| = 2121 = Va? + b2

o (sztds:

21 zm7Z  (a+bi)(c—di)  ac—adi+bci+bd ac+bd be—ad.

= = =+ 1.
29 29%o 2 + d? 2+ d? 2+d2 24+d?

A definiciéban lathato, hogy komplex szamok kanonikus alakjaval pontosan gy szamo-
lunk, mint az algebrai kifejezésekkel. Tehéat a képzetes egységre gondolhatunk gy, mint egy
valtozo, de fontos, hogy ki kell hasznalnunk az i azon tulajdonsagat, mely szerint i2 = —1.



Tehat ha a képzetes egységnek egy magasabb hatvanyaval talalkozunk, akkor fel kell hasz-
nalnunk az el6bb emlitett tulajdonsidgot, mert egy kanonikus alakban nem szerepelhet i-nek
magasabb hatvanya. A képzetes egység minden magasabb hatvanya atirhato az 1,—1,4, —1
komplex szamok valamelyikére.

6. Példa.

o ;221 — ;220 , _ (2.2)110 i = (_1)110 i=1-1=1.
o B =i = ()" i=(=1)"i=(=1)-i=—i
o ;1262 — (2-2)6 L (_1)631 - 1

A kovetkez6 példaban bemutatjuk, hogyan torténik a fent definidlt miiveletek elvégzése
adott komplex szdmok esetén.

7. Példa. 21 = (1, —1), Z9 = (—4, 5)

e Kanonikus alak: z; =1 —1i, 29 = —4 + bi.
e Trigonometrikus alak: z; = /2 (cos (%’r) + 7sin (%T)) . (A 2z, trigonometrikus alakja
nem szép, ugyanis nem latjuk a nevezetes szoget.)
e Miiveletek:
— Osszeadds: 21 + 25 = (1 —4) + (=1 +5)i = —3 + 4i.
— FEllentett: —zy = 4 — 51.
Kivonds: zo — 2z = (=4 —1)+ (5 — (=1))i = —5 + 6i.
Szorzds: 2129 = (1 —4)(—4+5i) = —4+5i+4i+5=1+ 9.
Konjugdlt: zZ1 = 1 + 1.

— Abszolutérték: |z| = /12 + (—1)2 =+/2.

— Osztds:
% —A+5i 1+i —A—4dit5i—5 —9+i 9 1
o 1-i 1+i r-# T2 T a2tat

8. Megjeqyzés. Fontos, hogy a végeredményt valamelyik ismert alakban adjuk meg. A % hidba
rovid, nem kanonikus (vagy trigonometrikus) alakban van. El kell végezni ezt az osztést, és
a végeredmény —3i.

9. Tétel. Ha z1 = a; + b1i €s zo = as + bai két komplex szam, akkor z1 = z9 pontosan akkor
teljestil, ha ay = as és by = bs.

A komplex szamok trigonometrikus alakja megengedi, hogy geometriai szempontbol vizs-
galjuk a komplex szamokat. A kiévetkezd tételben Osszefoglaljuk, hogyan torténik a fentebb
mar definidlt miiveletek elvégzése trigonometrikus alak esetén.

10. Tétel. Legyenek z1 és zo a kévetkezd trigonometrikus alakid komplex szamok:
z=r(cosp+ising), w=s(costy+isiny).
Ekkor



o z-w =rs(cos(p+ 1) +isin(p+));

e === (cos(p— ) +isin(p — )

o - =1(cos(—p)+isin(—y));

e Z=r(cos(—p) +isin(—yp));

o tetszdleges n € Ny szdmra z™ = r™ (cos(ny) + isin(nyp)) ;

e haz#0, akkor tetszdlegesn € N szdmra /z = Y7 (cos (%2]”) + isin (%2’”)) , k=
0,1,2,...,n—1, azaz minden nemnulla komplex szamnak pontosan n darab n-edik gyoke

van.

A tételben szerepls allitasok geometriai jelent&séggel birnak. Minden komplex szamnak a
Gauss-féle szamsikon megfelel egy pont. Példaul egy komplex szdm konjugaltjanak megfelel
pont, az eredetinek a valos tengelyre vett tiikorképe. Egy komplex szam n-edik gyokei, pedig
egy meghatarozott sugari kérvonalon vannak és egy szabalyos n-szoget hataroznak meg.

11. Példa. Legyen z = (\/3, 1) és w = (1,—1) két komplex szam.

oz:\/§+i:2(cos%+isin%) 1—2'—\/5(008—"‘@5111%)'
zw:2\/§(c0s(7r + 7”) + ¢sin (% %’r)) —2\/_(C05 Z3n —i—zsm213—2”)'

o 5= (cos () +isin (5 ) = V2 cos (—1F) + s (1)
o =3 (cos(=F) +isin(=F));

° @:ﬂ(cos(—%)—i—zsm —%T ;

o Wl = (\/5)6 (COS (6-%) + ¢ sin (6- 7”)) =38 (COSE —|—z'sin72r) = 81;

o Vz=u: x;=2(cos (£/3) +isin(%/3)) = V2 (cos & +isin &),
= V2 con ({£-+2) 13 s (5 + 20) /3)) = 0 (con B8+ s ).
w3 = V2 (cos ((§ +47) /3) +isin ((§ +47) /3)) = V2 (cos F +isin 57) .

2. Alkalmazasok

e Komplex szamok fizikai alkalmazasai: valtodramu korok lefrasa, rezgések és hullamok
lefrasa, komplex id6- és amplitudofiiggvény, kvantummechanikai szdmitasok.

o Vegyiik a kovetkezs rekurziv sorozatot: zg = 0, 2, = 22_, + c. Azon ¢ komplex szamok,
melyek esetén a sorozat korlatos a Mandelbrot-halmaz elemei, ami talan a legismertebb
fraktalalakzat.

e Hogy rajzoljunk egy szabélyos n-szoget a képernyére? Rogzitsiink egy pontot, és a
megadott képlettel szamoljuk ki a rogzitett pont altal reprezentalt komplex szdm n-edik
gyokeit (illetve csak azok kozelits értékeit). gy megkapjuk az n-szog Gsszes cstcsat.

e Komplex szdmokkal miikods Fourier-transzformaciot hasznélnak a képfeldolgozas kii-
16nb6z6 teriiletein, példaul az arcfelismerésben, vagy a tomoritésben.

e A Wolfram Alpha ingyenes, internetes szoftverrel a komplex szamokkal torténd elemi
szamitasok konnyen elvégezhets. A http://www.wolframalpha.com/ honlapon, vagy a



Wolfram Mathematica nevi offline programban (10+41)/((2-31)*(-9-1)) formaban
lehet megadni komplex szamokat és mitiveleteket. Szinte mindegyik komputeralgebrai
szoftver képes a komplex szamokat kezelni, példaul a Maple és a MatLab is.



