LEKEPEZESEK

Leképezések tulajdonsigai. Szamossagok.

1. Leképezések tulajdonsagai
A tovabbiakban legyen A és B két tetszéleges halmaz. Idézziink fel néhany definiciot.

1. Definicié (Emlékeztets). Relacidknak nevezziik az A x A részhalmazait, azaz o relécio,
ha 0 C A x A(= A?). Egy A-bol B-be mens megfeleltetés az A x B részhalmaza, azaz o
egy A — B megfeleltetés, ha 0 C A x B.

Tehét a relacié egy adott halmazon beliili elemek kozott allit fel kapcsolatot, mig a meg-
feleltetés két kiilonb6z6 halmazt kapcsolhat 6ssze. Egy jol ismert fogalmat fogunk most be-
vezetni, ami egy specialis megfeleltetés.

2. Definicié. Az f C A x B megfeleltetést leképezésnek nevezziik, ha barmely a € A-hoz
létezik pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € f. A b elemet az a elem képének nevezziik,
az a-t pedig a b Gsének.

Ezt a fogalmat eddig talan mindenki fliggvény néven ismerte. Minden értelmezési tar-
tomanyhoz tartozo z-hez tartozott egy f(z) érték. Tehat az (z, f(x)) parok alkottik a le-
képezést. Ugye, hogy senki sem gondolt eddig a fliggvényre gy, mint rendezett szamparok
halmaza? Na akkor épp itt az ideje elkezdeni.

A tovabbiakban tekintsiik at a leképezések legfontosabb tulajdonsagait.

3. Definici6. Az f : A — B leképezés injektiv, ha barmely aq, as € A-ra teljesiil, hogy ha
a1 f = asof, akkor a; = as. Més széval, kiilonb6z6 elemek képe kiilonbo6zo.

Az el6z6 definicioban szerepld aq f kifejezés azt jelenti, hogy az a; képe az f leképezés
mellett. Szandékosan nem a fiiggvényeknél megszokott f(a;) jelolést hasznéaljuk, de azzal
egyenértékid. De még egyszer szeretnénk hangsilyozni, hogy az f leképezés egy elemparokbol
allo halmaz, tehat az af = b jelolést ekvivalens az f(a) =0 és (a,b) € f jelolésekkel.

4. Definici6é. Az f : A — B leképezés sziirjektiv, ha barmely b € B-hez létezik olyan
a € A, amelyre f(a) =b. Mas szoéval, minden B-beli elemnek van Gse A-ban.

5. Definicié. Az f: A — B leképezés bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.



6. Példa. Az f: R — R, zf = 2? leképezés nem injektiv, mert (—2)f = 2f = 4. A
g: Rt — R, zg = logx leképezés injektiv, mert a logaritmus egy szigortian monoton nové
fiiggvény, ezért kiillonbo6z6 elemek képe is kiillonbo6zd.

Tovabba az f leképezés nyilvanvaléan nem sziirjektiv. Van olyan szam, melynek a leké-
pezés melletti képe —57 Nincs, tehat nem sziirjektiv. (Ha a h: R — R, zf = 2? leképezést
tekintenénk, akkor méar sziirjektiv lenne.) A g leképezés sziirjektiv. Tetszbleges y € R elem
Ose az €Y, mert e — y.

7. Példa. Vizsgaljuk meg a g : N — N, n+— |n — 3| + 1 leképezés tulajdonséagait.

Injektivitas: Tegytik fel, hogy |n —3| + 1 = |m — 3| + 1. Ez ekvivalens azzal, hogy
In — 3| = |m — 3|, vagyisn—3 = £(m —3). Két eset van: n—3 =m —3, vagy n—3 =3 —m.
Az els6 esetben azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen, de
meg kell vizsgalni a masik esetet is. A méasodik eset azzal ekvivalens, hogy n + m = 6, azaz
m = 6 — n. Ez azt jelenti, hogy ng = (6 — n)g, természetesen csak akkor, ha 6 —n € N. De
van olyan (elég) kicsi n € N, amelyre még 6 —n € N, példaul n = 5. Ekkor azt kaptuk, hogy
bg = 1g, viszont 5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv. A kapott ellenpélda ranézésre is
megmondhatd, nem fontos végig levezetni.

8. Megjegyzés. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor kész vagyunk, egyetlen ellenpél-
da is bizonyitja, hogy a tulajdonsag nem &ll fenn.

9. Megjegyzés. A tulajdonsag vizsgalataban segithet az abrézolas és a vizszintes vonal teszt.

Sziirjektivitas: Rogzitiink egy tetsz6leges y € N szamot, és keresiink hozza egy megfelels
n € N szamot, amelyre ng = y. Keressiik az n szdmot a kovetkez6 egyenlet megoldasaként:
|n — 3|+ 1 =y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y — 1. Nekiink nem az Gsszes olyan szam
kell, aminek a képe y, elég csak egyet talalnunk, ezért elhagyhatjuk az abszolutérték jelet.
Ekkor azt kapjuk, hogy n — 3 = y — 1, azaz n = y + 2. Mit kaptunk? Azt hogy béarmely
y € N szamra teljesiil, hogy (y + 2)g = y. Tehat minden y-hoz talalhato 6s, ezért a leképezés
sziirjektiv.

10. Megjegyzés. A tulajdonsag vizsgalataban segithet az abrazolés és a vizszintes vonal teszt.

Bijektivitas: A fenti g leképezés nyilvan NEM bijektiv, mivel nem injektiv.

2. Szamossagok

Ebben a fejezetben egy olyan fogalomkort vesziink gorcsd ald, ami a mindennapi alkal-
mazasok soran elég kevéssé jelenik meg. Ezek a végtelen halmazok. (Vegyiik észre, hogy a
fizikusok jelenlegi allaspontja alapjan véges sok atom van a vildgegyetemben. A szamitdgép
véges sok adat tarolasara képes. Ettsl fliggetleniil a végtelen halmazok vizsgalata elméleti
szinten kikeriilhetetlen, és egyébként meg érdekes is.) Végtelen halmazok esetén az elemszam
helyett a szamossidg fogalmat hasznaljuk. Minden halmaznak van szamossaga, ami véges
halmaz esetén természetesen megegyezik a jol ismert elemszam fogalommal.



11. Példa. Az A = {0,a} halmaz véges, elemszama ketts, azaz |A| = 2.

Talalkoztunk mar végtelen szdmossagi halmazokkal. Ilyen volt példaul az egész szamok
halmaza, vagy éppen a valos szamok halmaza. Eddig nem nagyon gondolkoztunk azon, hogy
tulajdonképpen sehol nem tudjuk az egész halmazt realizalni. (Ezt ne is tegyiik, mert gyakor-
latban lehetetlen.) Ami fontosabb kérdés, hogy mindkettdre azt mondjuk végtelen a szdmos-
sdga. De ugyanannyi, vagy nem? Esetleg van ,kisebb” és ,nagyobb” végtelen? Van. ElGszor
azonban lendiiljiink til azon a probléman, hogy két halmaz szamossagat mikor tekintjiik
azonosnak.

Véges halmazok elemszdma pontosan akkor egyenld, ha mindegyiknek ugyanannyi eleme
van. Ez végtelen halmazok esetén is igy lesz, csak nem mondhatjuk, hogy két halmaz szamos-
sdga pontosan akkor egyenld, ha szamossaguk végtelen. A halmazok szamossigat bijekciok
segitségével tudjuk Gsszehasonlitani, ugyanis egy bijekcié tulajdonképpen péarba allitja két
halmaz elemeit.

12. Definici6é. Az A és B halmazok szamossaga egyenls, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

Most mér van értelme bizonyos szdmossigokat elnevezni, mert meg tudjuk mondani, hogy
egy halmaz szédmossiga mikor egyezik meg ezzel.

13. Definici6é. Az N halmaz szamossagat megszamlalhatéan végtelennek nevezziik, és
No-lal jeloljik, azaz |[N| = .

14. Definici6é. Az R halmaz szamossagat kontinuum szamossagnak nevezziik, és c-vel
jeloljiik, azaz |R| = c.

15. Példa. A B = {pozitiv paros szamok} halmaz végtelen szamossaga |B| = Ny. Az f :
N — B, xf = 2x leképezés bijekci6 az N és B halmazok kozott, igy szamossdguk megegyezik.

Els§ olvasasra kicsit meglepd lehetett az el6zé példa. Pontosan ,fele annyi” paros szam
van, mint pozitiv egész szam. Mégis megegyezik a szamossaguk? (Ugye, milyen érdekes?)

Vizsgaljuk meg akkor, hogy vannak-e kiilonboz6 végtelenek? (Eddig csak két elnevezésiink
van: Xy és c. Azt még nem tudjuk, hogy kiilénbozéek.) Be kell vezetni egy relaciot, ami két
szamossagot megkiilonboztet nagysag szerint.

16. Definicié. Az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenld, mint a B halmaz szamos-
saga, azaz |A| < |B|, ha létezik A — B injektiv leképezés.

Barmennyire is absztraktnak tiinik, ez van véges esetben is. Ha |A| < | B|, akkor megpro-
balunk minden A-beli elemhez hozzarendelni egy B-beli elemet. Es azt tapasztaljuk, hogy
B-ben van még parositatlan elem (JA| < |B|) vagy nincs (|A] = |B]).

17. Tétel. Ha A egy tetszdleges halmaz akkor |P(A)| = 24l (Ez végtelen A halmazokra
1s 1gaz, azonban ennek megértéséhez mar magasabb foki halmazelméleti ismeretekre lenne
sziikség, ami nem tartozik a tantdrgy keretei kozé.)
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18. Példa. Mivel [0 = 0, gy [P(0)] = 1 & [P(P(P(P(1))))] = 8.
Amiért felemlegettiik a hatvanyhalmazt, az a kovetkezs allitas.

19. Tétel. Tetszdleges A halmaz esetén |A| # |P(A)|, sét |A] < |P(A)].

20. Tétel. |N| < |R]|.

Tehat vannak kisebb-nagyobb szamossagok. Legnagyobb nincs, mert ha lenne, akkor a
hatvinyhalmaza nagyobb szamossagi lenne. A legkisebb szdmossagi halmaz az iires halmaz.

21. Allitas. |N| = |Z| = |Q| = |A| =R, R| = R\ Q| = |C| =|T| =
22. Tétel. Az Ny a legkisebb végtelen szamossdg.

Mint emlitettiik a bevezetett < egy relacio. Tehat vizsgalhatjuk a tulajdonsagait, mint
relacio.

23. Tétel.

(1) (Dichotomia) Tetszdleges A és B halmazok esetén|A| < |B| vagy |B| < |A|.
(2) (Antiszimmetria) Tetszdleges A és B halmazok esetén ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor
Al =B

A gyakorlaton f6leg az alabbi fontos tételt fogjuk masszivan hasznélni.

24. Tétel (Szamossagaritmetika alaptétele). Ha az A és B halmazok kozil valamelyik vég-
telen szamossdgu, akkor

|AUB| = |A x B| = max (|4],|B]).

25. Példa.
(] No + N() == No.
[ ] NO . NO == No.

3. Alkalmazasok

e Egy programnyelvben a beépitett véletlenszam-generator a [0;1] intervallumbol ad
vissza értéket (egyenletes eloszlassal). Nekiink a dobokocka imitélasara van sziikségiink.
A feladat egy leképezéssel konnyen megoldhato, ahol a [0; 1] intervallum szamait kell
leképezni az {1,2,3,4,5,6} szamhalmazra. (A leképzés itt egy programozastechnikai

fiiggvény.)



Digitalizalas: egy analog jel digitalizalasakor végtelen sok kiilonb6z6 allapotrol kell leké-
pezniink véges allapothalmazra, mivel a szamitogép diszkrét miikodést. Példaul a szem-
mel érzékelhetd szineket (termeészetesen annak csak egy sokkal , kisebb” méretti részhal-
mazat) RGB-koddal jelenithetjiik meg a szamitogépen. (A (7r, V2, e) szint meg tudjuk
jeleniteni? Miért igen, vagy nem? Milyen tulajdonsagu akkor az ,RGB-leképezés’?)
Kodolas (titkositas): olyan leképezés, mellyel egy tizenet képe csak a leképezés inverzével
egyiitt olvashato, azaz a kddold és dekoddolod leképezés szorzata az identikus leképezés.
Nem kell a leképezésnek bijektivnek lennie, de az injektivitast meg kell kovetelni.
Programozés: szintaktikai és szemantikai szabalyok szerint leképezziik a végrehajtando
feladatot egy adott programnyelvre. (A compiler természetes még ezt is tovabb képe-
zi alacsonyabb szint programokra.) Itt a leképezés inkabb csak koéznyelvileg értendd,
ugyanis a leképezést a programoz6 végzi, mikozben a programot irja. Ez nem matema-
tikai leképezés, de bizonyos szinten ugyanarrél van szo.

Maga a nyelv is leképezés, a gondolatainkat képezziik le kiilénb6z6 nyelvi eszkdzokre. Ez
a leképezés nem injektiv, példaul a ,fog” sz6 bizonyitja ezt. Nyilvan nem is sziirjektiv.
Van barmi jelentése a ,,jksfdgiihlk” szénak?



