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@ Matrix inverze

@ Negacio (predikatumkalkulus)

@ Determinans

Q Osztalyozas

@ Linearis fliggetlenség

Q@ Halmazmiiveletek

@ Linearis algebra (elméleti kérdések)
@ Szamossagok

Q Leképezések tulajdonsagai

@ Itéletkalkulus
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(1) Jeldlje X az alabbi matrix inverzét:

)

Ikszelje be a kis téglalapban, hogy mennyi az X elemeinek az ¢sszege? (Azaz
x11 + X12 + Xo1 + x22 =7)

oo |10 1201|3040 | 10| —20

-3 | egyik sem O | !
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(1) Jeldlje X az alabbi matrix inverzét:

)

Ikszelje be a kis téglalapban, hogy mennyi az X elemeinek az ¢sszege? (Azaz
x11 + X12 + Xo1 + x22 =7)

oo |10 1201|3040 | 10| —20

-3 | egyik sem O | !
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Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat 2014. december 3. 4 /73



(1) Jeldlje X az alabbi matrix inverzét:
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(1) Jeldlje X az alabbi matrix inverzét:

)

Ikszelje be a kis téglalapban, hogy mennyi az X elemeinek az ¢sszege? (Azaz
x11 + X12 + Xo1 + x22 =7)

oo |10 1201|3040 | 10| —20

-3 | egyik sem O | !
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(1) Jeldlje X az alabbi matrix inverzét:

)

Ikszelje be a kis téglalapban, hogy mennyi az X elemeinek az ¢sszege? (Azaz
x11 + X12 + Xo1 + x22 =7)

110010120304 | -10]| -20

-3 | egyik sem O | !

Megoldas:
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(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(y)) formula negaltjaval az alabbi
F (VX)(HY)gﬂA(X) A ﬁB(Y);
G : (3x)(¥y) (A(x) V =B(y)
H: (3x)(Vy) (—A(x) A =B(y))

formulak kozil?

FMFO | GO | HO | egyik sem | !
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(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(y)) formula negaltjaval az alabbi
F (VX)(HY)gﬂA(X) A ﬁB(Y)g
G : (3x)(¥y) (A(x) V =B(y)
H: (3x)(Vy) (—A(x) A =B(y))

formulak kozil?

FMFO | GO | HO | egyik sem | !

Megoldas:

~(vx)(By)(A(x) A B(y))
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(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(y)) formula negaltjaval az alabbi

F (VX)(HY)gﬂA(X) A=B(y)

G: (3x)(Vy) (=A(x) v =B(y)

H: (3)(Vy) (~A(x) A —B(y))
formulak koziil?

FTFO | GO | HO | egyik sem
Megoldas:
~(V)EY) (A A B(y)) = (3x)-Cy)(Ax) A B(y))
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y)) formula negaltjaval az alabbi

(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(
F (VX)(HY)gﬂA(X) A ﬂB(Y)g
G: (3x)(Vy) (=A(x) v =B(y)
H: (3)(¥y) (—A(x) A —B(y))
formulak koziil?
FMFO | GO | HO | egyik sem | !
Megoldas:
(3x)=By)(Ax) A B(y))

~(vx)(By)(A(x) A B(y))
(3x)(Vy)~(A(x) A B(y))
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y)) formula negaltjaval az alabbi

(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(
F: (VX)(HY)gﬂA(X) A ﬁB(Y)g
G: (3x)(Vy) (-A(x) vV =B(y)
H - (3x)(Yy) (—A(x) A ~B(y))

formulak kozil?

FTFO | GO | HO | egyik sem

Megoldas:
=(V)(3y)(A(X) A B(y))

o
—~~
LU
X

SN N N
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(2) Melyik ekvivalens a (Vx)(3y)(A(x) A B(y)) formula negaltjaval az alabbi
F (VX)(HY)gﬂA(X) A ﬁB(Y)g
G: (3x)(Vy) (=A(x) v =B(y)
H: (3)(Vy) (~A(x) A —B(y))

formulak kozil?

LNEFO |G | HO | egyik sem | |

Megoldas:
—(Vx)3y)AX) AB(y)) = (3x)=(3y)(A(x) A B(y))
= (3I)(Vy)~(A(x) A B(y))
= (3x)(Vy)(-A(x) V =B(y))
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(3) Mennyi az alabbi determinans értéke a kis téglalapban felsoroltak kéziil?

N O -

w = W

o1 O N

00

10

20

20

50

60
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(3) Mennyi az alabbi determinans értéke a kis téglalapban felsoroltak kéziil?

N O -

w = W

o1 O N

00

10

20

20

50

60

Megoldas:

N O
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w = W

o1 O N
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(3) Mennyi az alabbi determinans értéke a kis téglalapban felsoroltak kéziil?

N O -
w = W
1 O N

oo |10 |-10 20| 20|50 -60

120 | egyik sem O | !

Megoldas:
1 3 2 1 9
01
2 35
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(3) Mennyi az alabbi determinans értéke a kis téglalapban felsoroltak kéziil?

N O -
w = W
1 O N

oo |10 |-10 20| 20|50 -60

120 | egyik sem O | !

Megoldas:
1 3 2
1 2
01 0/ =+1.|3 o|=5-4
2 35
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(3) Mennyi az alabbi determinans értéke a kis téglalapban felsoroltak kéziil?

N O -
w = W
1 O N

100 |1®|-10(20]| 20|50 -60

120 | egyik sem O | !

Megoldas:
1 3 2
1 2
01 0 =+1|; o[=5-4=1
2 35
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(4) Legyen A={0,1,2,3,4,5}. Minek valasszuk a téglalapban felsoroltak
koziil az X halmazt, hogy C = {{0, 1,4}, X, {2}} osztélyozas legyen az A
halmazon?

0O | {3,500 | {45 O | AO | {1,3,5 O | egyiksem O | !
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(4) Legyen A={0,1,2,3,4,5}. Minek valasszuk a téglalapban felsoroltak
koziil az X halmazt, hogy C = {{0, 1,4}, X, {2}} osztélyozas legyen az A
halmazon?

0O | {3,500 | {45 O | AO | {1,3,5 O | egyiksem O | !

Megoldas: Mikor lesz C osztalyozas?
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(4) Legyen A={0,1,2,3,4,5}. Minek valasszuk a téglalapban felsoroltak
koziil az X halmazt, hogy C = {{0, 1,4}, X, {2}} osztélyozas legyen az A
halmazon?

OO | {3,500 | {450 | AO | {1,3,5} O | egyik sem O

Megoldas: Mikor lesz C osztalyozas?
@ Az A minden eleme benne legyen egyen blokkban.
@ Az A minden eleme pontosan egy blokkban legyen.

o Egyik blokk sem lehet az iires halmaz.
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(4) Legyen A={0,1,2,3,4,5}. Minek valasszuk a téglalapban felsoroltak
koziil az X halmazt, hogy C = {{0, 1,4}, X, {2}} osztélyozas legyen az A
halmazon?

OO | 3,5 Q| {450 | AO | {1,3,5} O | egyik sem O

Megoldas: Mikor lesz C osztalyozas?
@ Az A minden eleme benne legyen egyen blokkban.
@ Az A minden eleme pontosan egy blokkban legyen.

o Egyik blokk sem lehet az iires halmaz.
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

PTEQ|FO|IGO | egylksem(O | ?
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

PTEQ|FO|IGO | egylksem(O | ?

Megoldas:
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

PTEQ|FO|IGO | egylksem(O | ?

Megoldas:
o & fiiggs: 1vi + 1vo + 0v3 = (0,0,0)
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

PTEQ|FO|IGO | egylksem(O | ?

Megoldas:
o & fiiggs: 1vi + 1vo + 0v3 = (0,0,0)
o F fliggetlen: valamilyen értelemben ez mar |épcsés alaki
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

PTEQ|FO|IGO | egylksem(O | ?

Megoldas:
o & fiiggs: 1vi + 1vo + 0v3 = (0,0,0)
o F fliggetlen: valamilyen értelemben ez mar |épcsés alaki

o G fiiggs: tartalmazza a nullvektort
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(5) Tekintsiik az alabbi vektorrendszereket az R3 vektortérben:

& (757 757 73)? (57 5a 3)7 (]'Oa ]-Oa 6)’
F (17131)’ (1,1a0)7 (17070);
g (17070)7 (07170)7 (07070)

Melyek linearisan fligg6ek koziiliik?

7T1ER|IFO |G QR | egyiksem (O | ?

Megoldas:
o & fiiggs: 1vi + 1vo + 0v3 = (0,0,0)
o F fliggetlen: valamilyen értelemben ez mar |épcsés alaki

o G fiiggs: tartalmazza a nullvektort

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 8 /73



(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

00

10

20

30

40

egyik sem O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3.

9 /73



(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

00

10

20

30

40

egyik sem O

Megoldas:

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

A=1{0,1}

Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3.

9 /73



(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

7100110120130 140 | egyiksem(O | ?
Megoldas:
A=1{0,1}
AN(AAB)=AN((AUB)\ (AN B))
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(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

00

10

20

30

40

egyik sem O

Megoldas:

A=1{0,1}

AN(AAB)=AN((AUB)\ (ANB))=1{2,3,4} N ({0,1,2,4}\ {0})
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(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

7100110120130 140 | egyiksem(O | ?

Megoldas: B
A=1{0,1}

AN(AAB)=AN((AUB)\ (ANB))=1{2,3,4} N ({0,1,2,4}\ {0})

=1{2,3,4} n{1,2,4}
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(6) Legyen U = {0, 1,2, 3,4} alaphalmaz (mas széval univerzum), és
tekintsiik az A = {2,3,4} és B = {0, 2,4} részhalmazait. Melyek az

AN (AAB)

halmaz elemei? (Ezeket ikszelje be az alabbi téglalapban!)

7100110 12Q (|30 14Q | egyiksem(O | 7

Megoldas: B
A=1{0,1}

AN(AAB)=AN((AUB)\ (ANB))=1{2,3,4} N ({0,1,2,4}\ {0})

=1{2,3,4} n{1,2,4} = {2,4}
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(7) Déntse el, igazak-e az alabbi kijelentések! (Természetesen az &sszes
magatdl értet6ds feltevést — mint pl. azt, hogy v, ..., v, egy vektortér elemei —
hozzagondolva, valamint a roviditéseket értelmesnek feltételezve.)

Ha két sorat felcseréljiik, akkor a determinans értéke nem valtozik.

I'ligen O | nem (O | !
Ha vi + ...+ v, =0, akkor a v, ..., v, vekt.rendsz. lin. fiiggé.

'ligenO | nem (O | !
Ha A négyzetes matrix és invertalhat6, akkor det(A) # 0.

'ligenO | nem (O | !
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F'ligen(O | nem ) | !
Ha vi + ...+ v, =0, akkor a v, ..., v, vekt.rendsz. lin. fiiggé.

'ligenO | nem (O | !
Ha A négyzetes matrix és invertalhat6, akkor det(A) # 0.

'ligenO | nem (O | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 10 / 73



(7) Déntse el, igazak-e az alabbi kijelentések! (Természetesen az &sszes
magatdl értet6ds feltevést — mint pl. azt, hogy v, ..., v, egy vektortér elemei —
hozzagondolva, valamint a roviditéseket értelmesnek feltételezve.)

Ha két sorat felcseréljiik, akkor a determinans értéke nem valtozik.

F'ligen(O | nem ) | !
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(7) Déntse el, igazak-e az alabbi kijelentések! (Természetesen az &sszes
magatdl értet6ds feltevést — mint pl. azt, hogy v, ..., v, egy vektortér elemei —
hozzagondolva, valamint a roviditéseket értelmesnek feltételezve.)

Ha két sorat felcseréljiik, akkor a determinans értéke nem valtozik.

F'ligen(O | nem ) | !
Ha vi + ...+ v, =0, akkor a v, ..., v, vekt.rendsz. lin. fiiggé.

I'ligen @ | nem O | !
Ha A négyzetes matrix és invertalhat6, akkor det(A) # 0.

I'ligen® | nem (O | !
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(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN)O

N\ {1,2} O

egyik sem O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3.

11 /73



(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN)O

N\ {1,2} O

egyik sem O

Megoldas:
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(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN)O

N\ {1,2} O

egyik sem O

Megoldas:
o Rl=c
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(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN)O

N\ {1,2} O

egyik sem O

Megoldas:
o Rl=c

e |Z U (N x N)| = max(Ro, max(No, Rg)) = Ng

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN)O

N\ {1,2} O

egyik sem O

Megoldas:
o Rl=c

e |Z U (N x N)| = max(Ro, max(No, Rg)) = Ng

o N\ {1,2} =X
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(8) Melyek Ro szamossagiak (azaz megszamlalhatéan végtelenek) az alabbi

halmazok koziil?

7RO

ZUNxN) ®

N\{1,2} ®

egyik sem O

Megoldas:
o Rl=c

e |Z U (N x N)| = max(Ro, max(No, Rg)) = Ng

o N\ {1,2} =X

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika 1. gyakorlat
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PO | pszirQ | pbjO [ ninjO | nszirQ | nbijO | ?
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PO | pszirQ | pbjO [ ninjO | nszirQ | nbijO | ?

Megoldas:

2014. december 3.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PO | pszirQ | pbjO [ ninjO | nszirQ | nbijO | ?

Megoldas:

%
Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PO | pszirQ | pbjO [ ninjO | nszirQ | nbijO | ?

Megoldas:
%

Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.

Nem sziirjektiv: a —2-nek nincs Gse.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba

n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:

Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PlpinjO | pszirQ | pbijO | ninj O

n szir O | n bijO

Megoldas:
%

Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.

Nem sziirjektiv: a —2-nek nincs Gse.

7
Injektiv: ha —x = —y, akkor x = y.

2014. december 3.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba

n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:

Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PlpinjO | pszirQ | pbijO | ninj O

n szir O | n bijO

Megoldas:
%

Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.

Nem sziirjektiv: a —2-nek nincs Gse.

7
Injektiv: ha —x = —y, akkor x = y.

Sziirjektiv: minden y € A-hoz van olyan x, hogy xn = y. (x = —y)

2014. december 3.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

PO | pszirQ | pbjO [ ninjO | nszirQ | nbijO | ?

Megoldas:
%

Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.

Nem sziirjektiv: a —2-nek nincs Gse.

n:
Injektiv: ha —x = —y, akkor x = y.

Sziirjektiv: minden y € A-hoz van olyan x, hogy xn = y. (x = —y)
Bijektiv: injektiv és sziirjektiv.
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(9) Legyen A= {737 7277150517273}7

w: A=A x +— |x|, tovabba
n: A=A, X = —X.

Jeldlje be az igaz kijelentéseket az alabbiak koziil (a hasznalt roviditések:
Jinj'=,injektiv’, | szlir'=,sziirjektiv’, ,bij'=, bijektiv".)

7l pinfO | pszirQ | pubijOQ | ninj@Q | nszir@® | nbij@ |7

Megoldas:
%

Nem injektiv: —3 — 3, 3 — 3.

Nem sziirjektiv: a —2-nek nincs Gse.

n:
Injektiv: ha —x = —y, akkor x = y.

Sziirjektiv: minden y € A-hoz van olyan x, hogy xn = y. (x = —y)
Bijektiv: injektiv és sziirjektiv.
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(10) A téglalapban felsoroltak kdziil melyek Iépnek fel részkifejezésként az
(-A) > B

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Természetesen pl. ,(—A)" helyett
.—A" is irhato, ez a feladat lényegét nem érinti.)

Y AABO | AA(B)O | (FAYABO | (mA)A(=B) O

egyiksem O | ?
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(10) A téglalapban felsoroltak kdziil melyek Iépnek fel részkifejezésként az
(-A) > B

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Természetesen pl. ,(—A)" helyett
.—A" is irhato, ez a feladat lényegét nem érinti.)

Y AABO | AA(B)O | (FAYABO | (mA)A(=B) O

egyiksem O | ?

Megoldas:
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(10) A téglalapban felsoroltak kdziil melyek Iépnek fel részkifejezésként az
(-A) > B

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Természetesen pl. ,(—A)" helyett
.—A" is irhato, ez a feladat lényegét nem érinti.)

Y AABO | AA(B)O | (FAYABO | (mA)A(=B) O

egyiksem O | ?

Megoldas:
(- A — B
h i i
h i i h
i h i i
i h h h
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(10) A téglalapban felsoroltak kdziil melyek Iépnek fel részkifejezésként az
(-A) > B

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Természetesen pl. ,(—A)" helyett
.—A" is irhato, ez a feladat lényegét nem érinti.)

Y AABO | AA(B)O | (FAYABO | (mA)A(=B) O

egyiksem O | ?

Megoldas:
(- A — B
h i i
h i i h
i h i
i h h h

(mA) = B=(AAB)V(AAN(=B))V ((-mA) A B)
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(10) A téglalapban felsoroltak kdziil melyek Iépnek fel részkifejezésként az
(-A) > B

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Természetesen pl. ,(—A)" helyett
.—A" is irhato, ez a feladat lényegét nem érinti.)

P AAB R | AAN(-B) ® | (FA)AB ® | (A A(=B) O

egyiksem O | ?

Megoldas:
(- A — B
h i i
h i i h
i h i
i h h h

(mA) = B=(AAB)V(AAN(=B))V ((-mA) A B)
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© dmnv1-12.C1-D
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dmnv1-12.C1-D

@ Relaciészorzas

© Leképezések szorzasa, tulajdonsagai

© Relacié tulajdonsagai

Q@ Vektorialis szorzat

@ Matrix inverze

@ Matrixok szorzasa

@ Linearis fiiggetlenség (elméleti kérdések)
Q Teljes diszjunktiv normalforma

@ Matrix inverze és szorzas

@ Negacié (predikatumkalkulus)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3.



(1) Legyen A = {07 1>2}a o = {(07 1)7 (0a2)7 (172)} - A? és B = {(072)} - A2,
Melyik az af3 relacié az alabbiak koziil?

LIA2O | A2\aO |00 | a0 | BO | egyiksem O | !
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(1) Legyen A = {07 1>2}7 o = {(07 1)7 (0a2)7 (172)} - A? és B = {(072)} - A2,
Melyik az af3 relacié az alabbiak koziil?

LIA2O | A2\aO |00 | a0 | BO | egyiksem O | !

Megoldas

oe e 0 o0

le ol ol

/]

20 02 02
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(1) Legyen A = {07 1>2}7 o= {(07 1)7 (0a2)7 (172)} - A? és B = {(072)} - A2,
Melyik az af3 relacié az alabbiak koziil?
LIA2O | A2\aO |00 | a0 | BO | egyiksem O | !

Megoldas

0.\.0 ®0

1 .\. 1 o1

20 o2 o2

af =10

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(1) Legyen A = {07 1>2}7 o= {(07 1)7 (0a2)7 (172)} - A? és B = {(072)} - A2,
Melyik az af3 relacié az alabbiak koziil?
A0 | A2\ | 0Q | a0 | BO | egyiksem O | !

Megoldas

0.\.0 ®0

1 .\. 1 o1

20 o2 o2

af =10

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv O | fg injektiv O | g injektiv O

g sziirjektiv O | egyik sem O | 7

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 17 / 73



(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv O | fg injektiv O | g injektiv O

g sziirjektiv O | egyik sem O | 7

Megoldas

o f injektiv, mert kiilonbdz8 elemek képe kiilonbozé
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(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv O | fg injektiv O | g injektiv O

g sziirjektiv O | egyik sem O | 7

Megoldas
o f injektiv, mert kiilonbdz8 elemek képe kiilonbozé

@ g nem injektiv, mert 1g =1 =2g
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(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv O | fg injektiv O | g injektiv O

g sziirjektiv O | egyik sem O | 7

Megoldas
o f injektiv, mert kiilonbdz8 elemek képe kiilonbozé
@ g nem injektiv, mert 1g =1 =2g
o g sziirjektiv, mert 1g =1 és 4g = 2, azaz minden A-beli elemnek van Gse
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(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv O | fg injektiv O | g injektiv O

g sziirjektiv O | egyik sem O | 7

Megoldas
o f injektiv, mert kiilonbdz8 elemek képe kiilonbozé

@ g nem injektiv, mert 1g =1 =2g
o g sziirjektiv, mert 1g =1 és 4g = 2, azaz minden A-beli elemnek van Gse

o fg:1— 1,2+ 2, igy az fg injektiv

2014. december 3. 17 / 73
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(2) Legyen
A= {172}7 B = {1a273>4}a

f:A—= B, x— x+2, g:B—>A,x»—>Hy:y€Bésy2§X}’.

Melyek igazak az alabbi kijelentések koziil?

7 | finjektiv @) | fg injektiv @ | g injektiv O

g sziirjektiv @ | egyik sem O | ?

Megoldas
o f injektiv, mert kiilonbdz8 elemek képe kiilonbozé

@ g nem injektiv, mert 1g =1 =2g
o g sziirjektiv, mert 1g =1 és 4g = 2, azaz minden A-beli elemnek van Gse

o fg:1— 1,2+ 2, igy az fg injektiv

2014. december 3. 17 / 73
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(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus O | egyik sem O | ?
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(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus O | egyik sem O | ?

Megoldas

o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ «.

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 18 / 73



(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus O | egyik sem O | ?

Megoldas
o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ «.
@ Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € a és (2,1) € @, de (1,2) # (2,1).

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 18 / 73



(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus O | egyik sem O | ?

Megoldas
o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ «.
@ Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € a és (2,1) € @, de (1,2) # (2,1).
o Nem tranzitiv, mert (1,2) € « és (2,3) € , de (1,3) ¢ .
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(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus O | egyik sem O | ?

Megoldas

o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ «.

@ Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € a és (2,1) € @, de (1,2) # (2,1).
o Nem tranzitiv, mert (1,2) € « és (2,3) € , de (1,3) ¢ .
°

Szimmetrikus, mert barmely x, y € A elemekre
(x,¥) € @ < |x — y| paratlan < |y — x| paratlan <= (y, x) € a.
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(3) Legyen A=1{0,1,2,...,9}, a = {(x,y) : |x — y| paratlan szam} C A2. Az
alabbiak kozil mely tulajdonsagokkal rendelkezik az A halmazon értelmezett «
relacio?

7 | reflexiv O | antiszimmetrikus O | tranzitiv O

szimmetrikus Q) | egyik sem O | ?

Megoldas

o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ «.

@ Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € a és (2,1) € @, de (1,2) # (2,1).
o Nem tranzitiv, mert (1,2) € « és (2,3) € , de (1,3) ¢ .
°

Szimmetrikus, mert barmely x, y € A elemekre
(x,¥) € @ < |x — y| paratlan < |y — x| paratlan <= (y, x) € a.
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

(767 757 9) O

(67 93 77) O

(767 77; 9) O

Diszkrét matematika 1. gyakorlat

(3,5,9) O

egyik sem O
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (76,7579) O (679a 77) O (767 77a9) O

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
1 3 3
-2 3 1
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (76,7579) O (679a 77) O (767 77a9) O

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
133 .1 3 1 3
1033 = ‘ ’_1.‘ ‘+k-’ ’
31 3 1 -2 1 -2 3
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (76,7579) O (679a 77) O (767 77a9) O

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
133 .1 3 1 3
¥ § PSR
31 3 1 -2 1 -2 3

— i (—6)—j - T+k-9
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (76,7579) O (679a 77) O (767 77a9) O

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
133 .1 3 1 3
¥ § PSR
31 3 1 -2 1 -2 3

= i (—6)—j-T+k-9=—6i—7+9k
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (76,7579) O (679a 77) O (767 77a9) O

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
133 .1 3 1 3
¥ § PSR
31 31 2 1 -2 3

— i (=6)—j-T+k-9=—6i—7j+9k = (—6,-7,9)
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(4) Melyik az (1,3,3) x (—2,3,1) vektorialis szorzat értéke az alabbiak kdziil?

! (767 757 9) O (67 97 77) O (76, 777 9) ®

(3,5,9) O | egyik sem O | !

Megoldas
i j ok
133 .1 3 1 3
¥ § PSR
31 3 1 -2 1 -2 3

— i (=6)—j-T+k-9=—6i—7j+9k = (—6,-7,9)
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1 -2 -1
(5) Melyikaz A= |1 —1 —1] matrix inverze az alabbiak kéziil?
0o 0 -1
-1 0 4 -1 2 -1 -1 2 -1
1o -1 10| [-11 o 11 0| 0O
1 0 0 0 0 1 0 0 -1

egyik sem O | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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5

1 -2 -1
Melyik az A= |1 —1 —1 | matrix inverze az aladbbiak koziil?
0 0 -1
-1 0 4 -1 2 -1 -1 2 -1
| 0 -1 1|10 -1 1 0 -1 1 0
1 0 O 0 0 1 0 0 -1

egyik sem O | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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1
1
0

-2
-1
0

-1
-1
-1

O O

o~ O

= O O
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1
1
0

-2
-1
0

-1
-1
-1

O O

o~ O

= O O

N
LN
0

-2
1
0

-1
0
-1

[ay

o

o = O

= O O

(1) : A 2. sort kivonom az 1. sorbdl.
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1 -2 -1 1 00 L 1 -2 -1 1 0O
1 -1 -1 010 | o1 0o | 110
0 0 -1 0 01 0 0 -1 0 01
) 1 -2 -1 1 0 0
@01 0 | 11 0
0 O 1 0 0 -1
(1) : A 2. sort kivonom az 1. sorbdl.
(2) : A 3. sort megszorzom (—1)-gyel.

Bogya Norbert

(SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3.

21/ 73



1 -2 -1 1 00 ) 1 -2 -1 1 0O

1 -1 -1 010 |— 0 1 0 -1 1 0

0 0 -1 0 01 0 0 -1 0 01
@ 1 -2 -1 1 0 O ) 1 0 -1 -1 2 0
— 0 1 0 -1 1 0 — 0 1 0 -1 1 0
0 O 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1

(1) : A 2. sort kivonom az 1. sorbdl.
(2) : A 3. sort megszorzom (—1)-gyel.

(3) : A 2. sor 2-szeresét hozzdadom az 1. sorhoz.
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1 -2 -1 1 00 L 1 -2 -1 1 00
1 -1 -1 010 %0 1 0o | 110
0 0 -1 0 01 0 0 -1 0 01
@) 1 -2 -1 1 0 O @) 1 0 -1 -1 2 0
— 0 1 0 -1 1 0 — 0 1 0 -1 1 0
0 O 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1
@ 1 00 -1 2 -1
— 0 1 0 -1 1 0
0 0 1 0 0 -1
(1) : A 2. sort kivonom az 1. sorbdl.
(2) : A 3. sort megszorzom (—1)-gyel.
(3) : A 2. sor 2-szeresét hozzaadom az 1. sorhoz.
(4) : A 3. sort hozzaadom az 1. sorhoz.
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I 2 1 [100 | [1 2 1 i 00

1 -1 -1 ] o010 %o 1 o 110

0 0 -1 ] 00 1 00 -1 ] 0 01

N i 0 0 T T 120

@l o 1 o0 110 | & o1 o 11 0
0 0 1 0 0 -1 00 1 0 0 -1

J T o0 12 1 102 -1

Wl o 10| 211 0 |=—Al=|-11 0
001 /| 0 0 -1 0 0 -1

: A 2. sort kivonom az 1. sorbdl.

: A 2. sor 2-szeresét hozzaadom az 1. sorhoz.

(1)

(2) : A 3. sort megszorzom (—1)-gyel.
(3)

(4) : A 3. sort hozzaadom az 1. sorhoz.
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(6)

1 -2 -1
Melyik az A= |1 —1 —1 | matrix négyzete az alabbiak koziil?
0 0 -1
-1 0 4 -1 0 O -1 0 2
1o -1 1l0| [0 -1 0o -1 1|0
1 0 O 0 0 0 0 1
egyik sem O | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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1 -2 -1
(6) Melyikaz A= |1 —1 —1] matrix négyzete az alabbiak koziil?
0 0 -1
1 0 4 -1 0 0 -1 0 2
! o -1 1|00 -1 1]0|l0o -1 1]0
1 0 O 0 0 1 0 0 1
egyik sem O | !
Megoldas:
1 -2 -1
1 -1 -1
0 0 -1
1 -2 -1/-1 0 2
1 -1 =110 -1 1
0o 0 =110 0 1

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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(6) Melyik az A= (

Megoldas:

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intéze

t)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

1 -2 -1
1 —1 —1| matrix négyzete az alabbiak koziil?
0 0 -1
-1 0 4 -1 0 O -1 0 2
1o -1 1]0|[o0o -1 1]0o][0o -1 1|®
1 0 O 0 0 1 0 0 1
egyik sem O | !
1 -2 -1
1 -1 -1
0O 0 -1
1 -2 -1/-1 0 2
1 -1 -1,0 -1 1
O 0 -1{0 0 1

2014. december 3.




(7) Legyen n > 2, és legyen vq,...,v, egy vektorrendszer. Az alabbi jel6léseket
hasznalva

@ : valamelyik vektor az el6z8ek linearis kombinacidja
W mindegyik vektor az eléz&ek linearis kombinacidja
e . a zérusvektort csak a trivialis linedris kombinacidjuk allitja el

igazak-e a tekintett vektorrendszerre vonatkozé alabbi kijelentések?

Ha a vektorrendszer linearisan fliggs, akkor @. 'ligen(O | nem O | !
Ha e, akkor a vektorrendszer linearisan fliggetlen. 'ligenO | nem(QO | !
Ha W, akkor a vektorrendszer linearisan fliggd. 'ligenO | nem(QO | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 23 /73



(7) Legyen n > 2, és legyen vq,...,v, egy vektorrendszer. Az alabbi jel6léseket
hasznalva

@ : valamelyik vektor az el6z8ek linearis kombinacidja
W mindegyik vektor az eléz&ek linearis kombinacidja
e . a zérusvektort csak a trivialis linedris kombinacidjuk allitja el

igazak-e a tekintett vektorrendszerre vonatkozé alabbi kijelentések?

Ha a vektorrendszer linearisan fliggs, akkor @. I'ligen @ | nem O | !
Ha e, akkor a vektorrendszer linearisan fliggetlen. 'ligenO | nem(QO | !
Ha W, akkor a vektorrendszer linearisan fliggd. 'ligenO | nem(QO | !
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(7) Legyen n > 2, és legyen vq,...,v, egy vektorrendszer. Az alabbi jel6léseket
hasznalva

@ : valamelyik vektor az el6z8ek linearis kombinacidja
W mindegyik vektor az eléz&ek linearis kombinacidja
e . a zérusvektort csak a trivialis linedris kombinacidjuk allitja el

igazak-e a tekintett vektorrendszerre vonatkozé alabbi kijelentések?

Ha a vektorrendszer linearisan fliggs, akkor @. I'ligen @ | nem O | !
Ha e, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggetlen. I'ligen @ | nem O | !
Ha W, akkor a vektorrendszer linearisan fliggd. 'ligenO | nem(QO | !
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(7) Legyen n > 2, és legyen vq,...,v, egy vektorrendszer. Az alabbi jel6léseket
hasznalva

@ : valamelyik vektor az el6z8ek linearis kombinacidja
W mindegyik vektor az eléz&ek linearis kombinacidja
e . a zérusvektort csak a trivialis linedris kombinacidjuk allitja el

igazak-e a tekintett vektorrendszerre vonatkozé alabbi kijelentések?

Ha a vektorrendszer linearisan fliggs, akkor @. I'ligen @ | nem O | !
Ha e, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggetlen. I'ligen @ | nem O | !
Ha W, akkor a vektorrendszer linearisan fliggd. I'ligen @ | nem O | !
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ((ﬁ(A—> B)) - c)

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a
diszjunkciés tagok szamal)

FTOO 11O 120130140 |50(160 |70 |egyiksem(O |!
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ((ﬁ(A—> B)) - c)

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a
diszjunkciés tagok szamal)

FTOO 11O 120130140 |50(160 |70 |egyiksem(O |!

J
2
—
J
>
1

B)) —

a
N——

—~ = = =3 3 = =,

i i
i i
h i
h h
i i
i i
h i
h i

>SS TS T T

>SS -S> >
> > > > -~ O> >
>SS 3 S —- - -~
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ(CﬂA—%BU—%C>

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a

diszjunkciés tagok szamal)

oo |10 12030

40150160 |70 | egyiksem(O | !

J
2
—
J
>
1

B)) —

a
N——

—~ = = =3 3 = =,

i i
i i
h i
h h
i i
i i
h i
h i

>SS -S> >
> > > > -~ O> >
>SS 3 S —- - -~

Csak 1 darab igaz sor van

>SS TS T T
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ(ch_+Bg-+c>

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a

diszjunkciés tagok szamal)

11001012030

40150160 |70 | egyiksem(O | !

J
2
—
il
>
1

B)) —

a
N——

—~ = = =3 3 = =,

i i
i i
h i
h h
i i
i i
h i
h i

>SS -S> >
> > > > -~ O> >
>SS 3 S —- - -~

Csak 1 darab igaz sor van,

azaz 1 kl6z van a TDNF-ban
=

5~ >~ 3~ 3~
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ(ch_+Bg-+c>

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a

diszjunkciés tagok szamal)

oo |10 12030

40150160 |70 | egyiksem(O | !

J
2
—
il
>
1

B)) —

a
N——

—~ = = =3 3 = =,

i i
i i
h i
h h
i i
i i
h i
h i

>SS -S> >
> > > > -~ O> >
>SS 3 S —- - -~

Csak 1 darab igaz sor van,
azaz 1 kléz van a TDNF-ban,
=

tehat nincs V-jel.

>SS TS T T
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(8) Hany V (diszjunkcidjel) van a

ﬁ((ﬁ(A_> B)) - c)

formula teljes diszjunktiv normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a
diszjunkciés tagok szamal)

FNO® [1O 1203014050160 |70 | egyiksemO |!

J
L
/
il
>
1
a
N

B)) —
Csak 1 darab igaz sor van,

azaz 1 kléz van a TDNF-ban,
=

tehat nincs V-jel.

—~ = = =3 3 = =,

i i
i i
h i
h h
i i
i i
h i
h i

5~ >~ 3~ 3~

>SS -S> >
> > > > -~ O> >
>SS 3 S —- - -~
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(__160 172> ® <§ 5) O | egyik sem O | 1
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(__160 172> ® <§ 5) O | egyik sem O | 1

Megoldas:
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(__160 172> ® <§ 5) O | egyik sem O | 1

Megoldas:
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(__160 172> ® <§ 5) O | egyik sem O | 1

Megoldas:

- GYEY-ARE DG
G
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(__160 172> ® <§ 5) O | egyik sem O | 1

Megoldas:

S N B o Y ) M G )
)
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(9) Az X matrixrdl tudjuk, hogy

(3 2)x=(2 )

Melyik X az alabbi matrixok kéziil?
-2 7 -1 7 2 11
|
G 9olz ol 5o

(‘_160 172> O (g ;) ® | egyik sem O | |

Megoldas:

S N B o Y ) M G )
)
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(10) Tekintsiik az alabbi formulakat:

Fi (303 (Dlay) = x =)
G: (Hx)ﬁ((ﬂy)(D(X,y)%X:}/)>

H:  (9)(7y)(D(x,y) A=(x = y))
K: (3x)(3)(-D(x,y) = ~(x = y)).

A téglalapban felsoroltak koziil melyik ekvivalens —F-fel, azaz az F formula

negaltjaval?

11 GO

HO

KO

egyik sem O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(10) Tekintsiik az alabbi formulakat:

Fi (303 (Dlay) = x =)
G: (Hx)ﬁ((ﬂy)(D(X,y)%X:}/)>

H:  (9)(7y)(D(x,y) A=(x = y))
K: (3x)(3)(-D(x,y) = ~(x = y)).

A téglalapban felsoroltak koziil melyik ekvivalens —F-fel, azaz az F formula

negaltjaval?

1 GO

HQ

KO

egyik sem O
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Matrixszorzas

Matrix inverze

Linearis fliggetlenség

Relaciok tulajdonsagai

Determinans

Tautoldgia (itéletkalkulus)

Determinans és matrixszorzas (elméleti kérdések)
Tautolégia (predikatumkalkulus)

Leképezések tulajdonsagai

600000000O0

Szamossagok

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 28 / 73



(1) Melyik az A= (

—_ =

: > matrix négyzete az alabbiak koziil?

b)olla)o

(

4 3

2 1ol 3)o

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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2 3

)o

egyik sem O
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-1

1G4 ol a)elGi)olG 3o

(3 g) O | egyik sem O | !

(1) Melyikaz A= ( :i) matrix négyzete az alabbiak koziil?

Megoldas:

-1 -2
-1 —1
—1 2|3 4
-1 -1, 2 3
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-1

1G4 ol a)elGi)olG 3o

(g g) &R | egyik sem O | !

(1) Melyikaz A= ( :i) matrix négyzete az alabbiak koziil?

Megoldas:

-1 -2
-1 —1
—1 2|3 4
-1 -1, 2 3
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(2) Jeldlie Baz A= (_1 _i) inverzét. Mennyi B elemeinek az dsszege

(azaz mennyi by1 + bya + by + b22)?

loo|10|30| 350|100
—40 go egyik sem O | !
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(2) Jeldlie Baz A= (_1 _i) inverzét. Mennyi B elemeinek az dsszege

(azaz mennyi by1 + bya + by + b22)?

loo|10|30| 350|100
—40 go egyik sem O | !

Megoldas:
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(2) Jeldlie Baz A= (_1 _i) inverzét. Mennyi B elemeinek az dsszege

(azaz mennyi by1 + bya + by + b22)?

loo|10|30| 350|100
—40 go egyik sem O | !

Megoldas:

(i f/)_l_adibc'(—dc ab>
(2 - (P 2)-(4 D
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1 _i) inverzét. Mennyi B elemeinek az Gsszege

(2) Jeldlje Baz A= 1
(azaz mennyi by1 + bya + by + b22)?
1 1
loo|10];0|30]-1® |90
3 .
—40 5@ egyik sem O | !
Megoldas:
a B\ _ 1 (d -b
c dJ ad—bc \—c a

-1 -1

G e )-G0)

2014. december 3. 30 /73
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(3) A téglalapban felsorolt x € R értékek koziil mikor lesz az R*-beli
(-1,2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,x,—-1,-2)

vektorrendszer linearisan fliggs?

7100110120 | egyiksem (O | ?
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(3) A téglalapban felsorolt x € R értékek koziil mikor lesz az R*-beli
(-1,2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,x,—-1,-2)

vektorrendszer linearisan fliggs?

7100110120 | egyiksem (O | ?

Megoldas:
-1 2 1 0 ) -1 2 1 0
0 01 1|=10 0 1 1
-1 x -1 =2 0 x—-2 -2 =2
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(3) A téglalapban felsorolt x € R értékek koziil mikor lesz az R*-beli
(-1,2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,x,—-1,-2)

vektorrendszer linearisan fliggs?

7100110120 | egyiksem (O | ?

Megoldas:
-1 2 1 0 ) -1 2 1 0
0 0 1 1 — 0 0 1 1
-1 x -1 =2 0 x—2 -2 =2
Ha x = 2, akkor
-1 2 1 0 -1 2 1 0
Q0011ﬂ>0011ﬂ>(_01(2)1(1))
o 0 -2 -2 0O 0 1 1

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat 2014. december 3. 31 /73



(3) A téglalapban felsorolt x € R értékek koziil mikor lesz az R*-beli
(-1,2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,x,—-1,-2)

vektorrendszer linearisan fliggs?

7100110120 | egyiksem (O | ?

Megoldas:
-1 2 1 0 ) -1 2 1 0
0 0 1 1 — 0 0 1 1
-1 x -1 =2 0 x—2 -2 =2
Ha x = 2, akkor
-1 2 1 0 -1 2 1 0
Q0011ﬂ>0011ﬂ>(_01(2)1(1))
0O 0 -2 =2 0 0 1 1
Ha x # 2, akkor
-1 2 1 0 -1 2 1 0

Blo o 1 1|0 cx0 2 -2
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(3) A téglalapban felsorolt x € R értékek koziil mikor lesz az R*-beli
(-1,2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,x,—-1,-2)

vektorrendszer linearisan fliggs?

71001012 Q | egyiksem(O | 7

Megoldas:
-1 2 1 0 ) -1 2 1 0
0 0 1 1 — 0 0 1 1
-1 x -1 =2 0 x—2 -2 =2
Ha x = 2, akkor
-1 2 1 0 -1 2 1 0
Q0011ﬂ>0011ﬂ>(_01(2)1(1))
0O 0 -2 =2 0 0 1 1
Ha x # 2, akkor
-1 2 1 0 -1 2 1 0

Blo o 1 1|0 cx0 2 -2
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(4) Aza={(x,y) € Z?: x> < y?} relacié mely tulajdonsiagokkal rendelkezik a
téglalapban felsoroltak koziil?

7 | tranzitiv O

antiszimmetrikus O

dichotom O

egyik sem O
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(4) Aza={(x,y) € Z?: x> < y?} relacié mely tulajdonsiagokkal rendelkezik a
téglalapban felsoroltak koziil?

Megoldas:

7 | tranzitiv O | antiszimmetrikus O) | dichotom () | egyik sem O | ?
e Tranzitiv, mert x> < y2-bél és y? < z2-b6| kdvetkezik, hogy x? < z2, mert

x?<y?< 722
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(4) Aza={(x,y) € Z?: x> < y?} relacié mely tulajdonsiagokkal rendelkezik a
téglalapban felsoroltak koziil?

Megoldas:

7 | tranzitiv O | antiszimmetrikus O) | dichotom () | egyik sem O | ?
e Tranzitiv, mert x> < y2-bél és y? < z2-b6| kdvetkezik, hogy x? < z2, mert

x?<y?< 722

e Nem antiszimmetrikus, mert (—1,1) € w és (1,—1) € o, de 1 # —1.
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(4) Aza={(x,y) € Z?: x> < y?} relacié mely tulajdonsiagokkal rendelkezik a
téglalapban felsoroltak koziil?

7 | tranzitiv O | antiszimmetrikus O) | dichotom () | egyik sem O | ?

Megoldas:
e Tranzitiv, mert x> < y2-bél és y? < z2-bé| kdvetkezik, hogy x? < z2
x?<y?< 722

e Nem antiszimmetrikus, mert (—1,1) € w és (1,—1) € o, de 1 # —1.

@ Dichotom, mert barmely két szam négyzete vagy egyenl8, vagy egyik nagyobb
mint a masik.

, mert
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(4) Aza={(x,y) € Z?: x> < y?} relacié mely tulajdonsiagokkal rendelkezik a
téglalapban felsoroltak koziil?

? | tranzitiv @ | antiszimmetrikus O | dichotom ) | egyik sem O | 7

Megoldas:
e Tranzitiv, mert x> < y2-bél és y? < z2-bé| kdvetkezik, hogy x? < z2
x?<y?< 722

e Nem antiszimmetrikus, mert (—1,1) € w és (1,—1) € o, de 1 # —1.

@ Dichotom, mert barmely két szam négyzete vagy egyenl8, vagy egyik nagyobb
mint a masik.

, mert
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(5) Mi az alabbi determinans

11 1
d=|1 3 9
1 6 36

értékének utolsé szamjegye a tizes szamrendszerben? (Pl. a -2006 utols6
szamjegye 6, a 2007 utols6 szamjegye 7, a 130 utolsé szamjegye pedig 0.)
(Utmutatas: az dtletes vizsgazé ki sem szamolja a determinanst!)

7100110120130 (140180190

d nem egész szam () | az el6z8ek egyike sem O | ?
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(5) Mi az alabbi determinans

11 1
d=|1 3 9
1 6 36

értékének utolsé szamjegye a tizes szamrendszerben? (Pl. a -2006 utols6
szamjegye 6, a 2007 utols6 szamjegye 7, a 130 utolsé szamjegye pedig 0.)
(Utmutatas: az dtletes vizsgazé ki sem szamolja a determinanst!)

7100110120 (|130(140 180

90

d nem egész szam () | az el6z8ek egyike sem O | ?

Megoldas: Vandermonde-determinans:
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(5) Mi az alabbi determinans

11 1
d=|1 3 9
1 6 36

értékének utolsé szamjegye a tizes szamrendszerben? (Pl. a -2006 utols6
szamjegye 6, a 2007 utols6 szamjegye 7, a 130 utolsé szamjegye pedig 0.)
(Utmutatas: az dtletes vizsgazé ki sem szamolja a determinanst!)

7100110120130 (140180190

d nem egész szam () | az el6z8ek egyike sem O | ?

Megoldas: Vandermonde-determinans:

11 1
1 3 9|=(3-1)(6-1)6-23).
1 6 36
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(5) Mi az alabbi determinans

11 1
d=|1 3 9
1 6 36

értékének utolsé szamjegye a tizes szamrendszerben? (Pl. a -2006 utols6
szamjegye 6, a 2007 utols6 szamjegye 7, a 130 utolsé szamjegye pedig 0.)
(Utmutatas: az dtletes vizsgazé ki sem szamolja a determinanst!)

20® |10 1201301408090

d nem egész szam () | az el6z8ek egyike sem O | ?

Megoldas: Vandermonde-determinans:

11 1
1 3 9|=(3-1)(6-1)6-23).
1 6 36
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(6) Tautolégiak-e az alabbi formulak?
(AN =A) & (2(A— A))

(A— B) + (B — —A)

(A= B) < (B— A)
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(AN =A) & (2(A— A))

(A— B) + (B — —A)

(A= B) < (B— A)
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(6) Tautolégiak-e az alabbi formulak?
(AN =A) & (2(A— A))

(A— B) + (B — —A)

(A= B) < (B— A)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat

igen @

nem O

igen @

nem Q)

igen O

nem &)
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1 00
(7) lgazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha E= [0 1 0

0 01
tovabba A = (ajj)3x3 és B = (bjj)3x3 valés szamokbdl all6 négyzetes matrixot
jelol?

)

Ha det(AB) = 2007, akkor B invertalhaté. L'l igen O | nem (O | !
BEA = AEB 'ligenO | nem (O | !
Ha det(AB) = 1, akkor A invertalhato. ['ligenO | nem QO | !
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1 00

(7) lgazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha E= [0 1 0

0 01

tovabba A = (ajj)3x3 és B = (bjj)3x3 valés szamokbdl all6 négyzetes matrixot
jelol?

)

Ha det(AB) = 2007, akkor B invertalhaté. ' igen@ | nem(O | !
BEA = AEB 'ligenO | nem (O | !
Ha det(AB) = 1, akkor A invertalhato. ['ligenO | nem QO | !
Megoldas:

o det(AB) = det(A) det(B) = 2007 = det(AB) = det(A) det(B) =
det(B) # 0 = B invertalhato.
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1 00
(7) lgazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha E= [0 1 0

0 01
tovabba A = (ajj)3x3 és B = (bjj)3x3 valés szamokbdl all6 négyzetes matrixot
jelol?

)

Ha det(AB) = 2007, akkor B invertalhaté. ' igen@ | nem(O | !
BEA = AEB I'ligen O | nem @ | !
Ha det(AB) = 1, akkor A invertalhato. ['ligenO | nem QO | !
Megoldas:

o det(AB) = det(A) det(B) = 2007 = det(AB) = det(A) det(B) =
det(B) # 0 = B invertalhato.

e BEA = BA, AEB = AB, és mivel a matrixszorzas nem kommutativ, igy
AB # BA minden A, B esetén

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 35 /73



1 00
(7) lgazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha E= [0 1 0

0 01
tovabba A = (ajj)3x3 és B = (bjj)3x3 valés szamokbdl all6 négyzetes matrixot
jelol?

)

Ha det(AB) = 2007, akkor B invertalhaté. ' igen@ | nem(O | !
BEA = AEB I'ligen O | nem @ | !
Ha det(AB) = 1, akkor A invertalhato. I'ligen® | nem (O | !
Megoldas:

o det(AB) = det(A) det(B) = 2007 = det(AB) = det(A) det(B) =
det(B) # 0 = B invertalhato.

e BEA = BA, AEB = AB, és mivel a matrixszorzas nem kommutativ, igy
AB # BA minden A, B esetén

o det(AB) = det(A)det(B) = 1 = det(AB) = det(A) det(B) = det(A) # 0
= B invertalhaté.
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(8) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(3)B() A BYICW)) = (3x)(B(X) A €()
~(vx)(3)B(x,y) & () (W) (~B(y. X))

(3X)(Vy)B(x,y) < (Fy)(vx)B(y, x)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(8) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(3)B() A BYICW)) = (3x)(B(X) A €()
~(vx)(3)B(x,y) & () (W) (~B(y. X))
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(8) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(3)B() A BYICW)) = (3x)(B(X) A €()
~(vx)(3)B(x,y) & () (W) (~B(y. X))

(3X)(Vy)B(x,y) < (Fy)(vx)B(y, x)
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y, iletve g:8— A% (x,y)— (v,x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv (O | egyik sem O | 7
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y, iletve g:8— A% (x,y)— (v,x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv (O | egyik sem O | 7

Megoldas:
a={(~1,1),(1,-1),(0,0)}
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y, iletve g:8— A% (x,y)— (v,x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv (O | egyik sem O | 7

Megoldas:
Q= {(_17 1), (17 _1)7 (070)}
6 = {(_17 _1)7 (_1’ 0)7 (_1’ 1)) (0,0), (07 1)7 (1’ 1)}
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y, iletve g:8— A% (x,y)— (v,x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv (O | egyik sem O | 7

Megoldas:
Q= {(_17 1), (17 _1)7 (070)}
6 = {(_17 _1)7 (_1’ 0)7 (_1’ 1)) (0,0), (07 1)7 (1’ 1)}

f‘
(-1,1) 1
(1,-1)— —1

(0,0) 0
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y, iletve g:8— A% (x,y)— (v,x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv (O | egyik sem O | 7

Megoldas:
Q= {(_17 1)7 (17 _1)7 (070)}
6 = {(_17 _1)7 (_1’ 0)7 (_1’ 1)) (0,0), (07 1)7 (1’ 1)}

f‘
(5—15) -1 ((—1 1) —1,1;)
,~1) > — -1, )=
(0,0) 0 (-1, 1)
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(9) Legyen A= {-1,0,1}, tekintsiik az o = {(x,y) € A% : x +y =0} és
B ={(x,y) € A%: x < y} relaciékat, valamint az

fra—=A (x,y)—y,

illetve g:5— A2, (x,¥) = (v, x)

leképezéseket. lkszelje be az alabbiak koziil az igaz allitasokat:

7 | finjektiv Q) | g sziirjektiv O | g injektiv @ | egyik sem O
Megoldas:
Q= {(_17 1)7 (17 _1)7 (070)}
6 = {(_17 _1)7 (_1’ 0)7 (_1’ 1)) (0,0), (07 1)7 (1’ 1)}
f g
(-1,1)—~1 (-1,-1)— (-1,1)
(1,-1)— -1 (-1,0) — (0,-1)
(0,0) — 0 (-1,1) —(1,-1)
0,0) — (0
0,1)— (1
1,1)— (1

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

AQO

RO

AXZ (O

NO

egyik sem O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3.

38 /73



(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

AQO

RO

AXZ (O

NO

egyik sem O

Megoldas:

o Mivel az A halmaznak végtelen sok eleme van, ezért |A| > Ro. De |Q?| = o,

ezért |A| = Ro.
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(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

AQO

RO

AXZ (O

NO

egyik sem O

Megoldas:

o Mivel az A halmaznak végtelen sok eleme van, ezért |A| > Ro. De |Q?| = o,

ezért |A| = Ro.
o Rl=c
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(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

AQO

RO

AXZ (O

NO

egyik sem O

Megoldas:

o Mivel az A halmaznak végtelen sok eleme van, ezért |A| > Ro. De |Q?| = o,

ezért |A| = Ro.
o Rl=c

o |A X Z| = maX(N(),No) = No
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(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

71 AO

RO

AXZ (O

NO

egyik sem O

Megoldas:

o Mivel az A halmaznak végtelen sok eleme van, ezért |A| > Ro. De |Q?| = o,

ezért |A| = Ro.
o Rl=c
o |A x Z| = max(No, Ng) = Ng
o N| =Ng
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(10) Legyen A= {(x,y) € Q x Q: x> +1 < y?}. Mely(ek) megszamlalhatéan
végtelen(ek) az alabbi halmazok kdziil?

7TIAQR RO |AXZ Q| N | egyiksem O | ?

Megoldas:

o Mivel az A halmaznak végtelen sok eleme van, ezért |A| > Ro. De |Q?| = o,
ezért |A| = Ro.

o Rl=c
o |A X Z| = maX(N(),No) = No
o |N| = NO
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Polinomosztas
Relaciétulajdonsagok
Leképezéstulajdonsagok
Osztalyozas

Tautoldgia

Sajatérték

Matrixmiiveletek, determinans
Altér

Linearis fliggetlenség

600000000O0

Matrix inverze
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !

Megoldas:
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !

Megoldas:

x3 —3x%2 45x -5 :(x—1)=

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 41 / 73



(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !

Megoldas:
x3 —3x2 45x -5 :(x—l):x2
B3 2
—2x2 +4bx —5
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !

Megoldas:
x3 —3x2 45x -5 (x—=1)= x2 — 2x
B3 2
—2x2 +4bx —5
—2x%  42x

3x -5
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x—=20 | x> =4x+4Q | egyiksem O | !

Megoldas:
x3 —3x2 45x -5 :(x—l):x2—2x—|—3
x3  —x?
—2x2 +4bx —5
—2x%  42x
3x -5
3x -3
-2
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(1) Az x®—3x%+5x — 5 polinomot maradékosan osztjuk az x — 1 polinommal.
Mi lesz az osztads maradéka az alabbiak koéziil?

150 | -3010020|10 |40

L x=20 | x2—4x+40 | egyiksem ® | !

Megoldas:
x3 —3x2 45x -5 :(x—l):x2—2x—|—3
x3  —x?
—2x2 +4bx —5
—2x%  42x
3x -5
3x -3
-2
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(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

7 | antiszimmetrikus () | reflexiv () | részbenrendezés O

tranzitiv O | egyik sem O | 7
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(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal

rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

?7 | antiszimmetrikus O

reflexiv O

részbenrendezés O

Megoldas

tranzitiv O

egyik sem O | ?

@ Antiszimmetrikus, mert nincs két olyan kiilonb6z8 x, y egész szam, melyekre

(x,y) € p é&s (y,x) € pis teljesiil.

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal

rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

?7 | antiszimmetrikus O

reflexiv O

részbenrendezés O

Megoldas

tranzitiv O

egyik sem O | ?

@ Antiszimmetrikus, mert nincs két olyan kiilonb6z8 x, y egész szam, melyekre

(x,y) € p é&s (y,x) € pis teljesiil.
o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ p.
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(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal

rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

?7 | antiszimmetrikus O

reflexiv O

részbenrendezés O

Megoldas

tranzitiv O

egyik sem O | ?

@ Antiszimmetrikus, mert nincs két olyan kiilonb6z8 x, y egész szam, melyekre

(x,y) € p é&s (y,x) € pis teljesiil.
o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ p.

@ Nem részbenrendezés, mert nem reflexiv.

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat

2014. december 3. 42 / 73



(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

7 | antiszimmetrikus () | reflexiv () | részbenrendezés O

tranzitiv O | egyik sem O | 7

Megoldas

@ Antiszimmetrikus, mert nincs két olyan kiilonb6z8 x, y egész szam, melyekre
(x,y) € p é&s (y,x) € pis teljesiil.

o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ p.

@ Nem részbenrendezés, mert nem reflexiv.

e Nem tranzitiv, mert (1,2010) € p és (2010,4019) € p, de (1,4019) ¢ p.
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(2) Legyen p={(x,y) €Z?:y — x =2009} C Z2. Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

7 | antiszimmetrikus Q) | reflexiv O | részbenrendezés O

tranzitiv O | egyik sem O | 7

Megoldas

@ Antiszimmetrikus, mert nincs két olyan kiilonb6z8 x, y egész szam, melyekre
(x,y) € p é&s (y,x) € pis teljesiil.

o Nem reflexiv, mert (1,1) ¢ p.

@ Nem részbenrendezés, mert nem reflexiv.

e Nem tranzitiv, mert (1,2010) € p és (2010,4019) € p, de (1,4019) ¢ p.
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv (O | g sziirjektiv O | g injektiv () | 7
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv (O | g sziirjektiv O | g injektiv () | 7

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv () | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv () | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
@ g injektiv, mert
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv () | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
@ g injektiv, mert

X8 = Y8
(X—l,X+1) = (y_17y+1)
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv () | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
@ g injektiv, mert

xXg = Y8
(X—l,X+1) = (y_17y+1)
x—1=y—-1 é x+1=y+1
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

? | finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv () | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
@ g injektiv, mert

X8 = Y8
(X—l,X+1) = (y_17y+1)
x—1=y—-1 é x+1=y+1

X=y és x=y
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(3) Legyenf:Z?—Z, (x,y) = x+yeésg:Z—7Z% x+— (x—1,x+1).
Melyek az igaz kijelentések az alabbiak koziil?

7| finjektiv O | g sziirjektiv O | g injektiv @ | ?

Megoldas
e f nem injektiv, mert (2,2)f = (1,3)f =4
@ g nem sziirjektiv, mert (5, 7)-nek nincs 6se
@ g injektiv, mert

X8 = Y8
(X—l,X+1) = (y_17y+1)
x—1=y—-1 é x+1=y+1

X=y és x=y

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3.




(4) Legyen A=1{0,1,2,3,4}, C = {{2}, A\ {2}},
D = {{0,2.3},{1,2,3}, {4}} & € = {P(0). {1}, {3.4}}. A teglalapban
felsoroltak koziil melyek osztalyozasai az A halmaznak?

2¢O PO EO|?
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(4) Legyen A=1{0,1,2,3,4}, C = {{2}, A\ {2}},
D ={{0,2,3},{1,2,3},{4}} &s & = {P(0),{1},{3,4}}. A téglalapban

felsoroltak koziil melyek osztalyozasai az A halmaznak?

2¢O PO EO|?

Megoldas
o C osztalyozas

2014. december 3. 44 / 73
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(4) Legyen A=1{0,1,2,3,4}, C = {{2}, A\ {2}},
D ={{0,2,3},{1,2,3},{4}} &s & = {P(0),{1},{3,4}}. A téglalapban

felsoroltak koziil melyek osztalyozasai az A halmaznak?

2¢O PO EO|?

Megoldas
o C osztalyozas
@ D nem osztalyozas, mert a 2-es két blokkban is szerepel
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(4) Legyen A=1{0,1,2,3,4}, C = {{2}, A\ {2}},
D ={{0,2,3},{1,2,3},{4}} &s & = {P(0),{1},{3,4}}. A téglalapban

felsoroltak koziil melyek osztalyozasai az A halmaznak?

2¢O PO EO|?

Megoldas
o C osztalyozas
@ D nem osztalyozas, mert a 2-es két blokkban is szerepel

@ & nem osztalyozas, mert egyik blokkban sincs benne a 2-es
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(4) Legyen A=1{0,1,2,3,4}, C = {{2}, A\ {2}},
D ={{0,2,3},{1,2,3},{4}} &s & = {P(0),{1},{3,4}}. A téglalapban

felsoroltak koziil melyek osztalyozasai az A halmaznak?

2c® PO O |7

Megoldas
o C osztalyozas
@ D nem osztalyozas, mert a 2-es két blokkban is szerepel

@ & nem osztalyozas, mert egyik blokkban sincs benne a 2-es
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(5) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(~E)E) (FAR) v =B(1)) )« ((v)(7) (Ax) A B(y))

(AVB) = C) < (A= C)Vv(B— ()

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

igen O

nem Q)

igen O

nem Q)
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(5) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(~E)E) (FAR) v =B(1)) )« ((v)(7) (Ax) A B(y))

(AVB) = C) < (A= C)Vv(B— ()

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

igen @

nem Q)

igen O

nem Q)
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(5) Tautolégiak-e az alabbi formulak?

(~E)E) (FAR) v =B(1)) )« ((v)(7) (Ax) A B(y))

(AVB) = C) < (A= C)Vv(B— ()

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

igen @

nem Q)

igen O

nem

2014. december 3.

45 / 73



(6) Melyik lesz a valés A = (1

5 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak kozil?

7| —vITO

20

00

10

~10

20

70

V17O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(6) Melyik lesz a valés A = (1

5 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak kozil?

7| —vITO

20

00

10

~10

20

70

V17O

Megoldas

1—x 3
2 6 — x

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

Diszkrét matematika I. gyakorlat

egyik sem O | ?
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(6) Melyik lesz a valés A = (1

5 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak kozil?

7| —vITO

20

00

10

~10

20

70

V17O

Megoldas

1—x 3
2 6 — x

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

= (1-x)(6—x)—2-3

Diszkrét matematika I. gyakorlat

egyik sem O | ?

2014. december 3. 46 / 73



(6) Melyik lesz a valés A = (1

5 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak kozil?

7| —vITO

20

00

10

~10

20

70

V17O

Megoldas

1—x 3
2 6 — x

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

egyik sem O | ?

= (1-x)(6—x)—2-3=x>—T7x

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(6) Melyik lesz a valés A = (1

5 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak kozil?

7| —vITO

20

00

10

~10

20

70

V17O

Megoldas

1—x 3
2 6 — x

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

egyik sem O | ?

= (1-x)(6—x)—2:3=x>—Tx=x(x—17)

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(6) Melyik lesz a valés A = (1

2 6

3) matrixnak sajatértéke az alabbiak koziil?

7| —vITO

20100

10

~10

20

70

V17O

Megoldas

1—x 3
2 6 — x
x(x=17)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

= 0

Diszkrét matematika I. gyakorlat

egyik sem O | ?

(1—X)(6—X)—2-3:X2—7X:X(X—7)
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(6) Melyik lesz a valés A = (1

2 6

3) matrixnak sajatértéke az alabbiak koziil?

7| —vITO

20100

10

~10

20

70

V17O

Megoldas
1-x 3
2 6 —x
x(x=17)
x=0

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)

egyik sem O | ?

(1—X)(6—X)—2-3:X2—7X:X(X—7)

0

x=7

Diszkrét matematika I. gyakorlat
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(6) Melyik lesz a valés A = (é 2) matrixnak sajatértéke az alabbiak koziil?

7 VITO | 20|0Q (|10 -10 120 |7Q | VITO

egyik sem O | ?

Megoldas
1—x 3 o 2 o o
‘ 5 6_xl = 1-x)(6—x)—2-3=x"-Tx=x(x—17)
x(x=7) = 0
x=0 x=17
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0

(7) Az A= [ 1| matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az A- AT
2

szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?

20O |50 170110140100 | =50 | mas szamérték O

egyik sem O | !
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0

(7) Az A= [ 1| matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az A- AT
2

szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?

20O |50 170110140100 | =50 | mas szamérték O

egyik sem O | !

Megoldas
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0

(7) Az A= [ 1| matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az A- AT
2

szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?

20O |50 170110140100 | =50 | mas szamérték O

egyik sem O | !

Megoldas

— A AT =

o O o
N = O
NN O
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0

(7) Az A= [ 1| matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az A- AT
2

szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?

20O |50 170110140100 | =50 | mas szamérték O

egyik sem O | !

Megoldas

= A-AT = — det(A-AT)=0

o O o
N = O
NN O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 47 / 73



0

(7) Az A= [ 1| matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az A- AT
2

szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?

20O 507011014010 | =50 | mas szamértek O

egyik sem O | !

Megoldas

= A-AT = — det(A-AT)=0

o O o
N = O
NN O
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(8) Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?

{(x,y) € R?: 2x + 5y = 0}
{(x.y) eR? : x +y =25}

{(x,y) € R?: x* 4 y? = 25}

'ligenO | nem (O | !
l'ligen(O | nem (O | !
I'ligenO | nem (O | !
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(8) Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?

{(x,y) € R? : 2x + 5y = 0} I'ligen® | nem (O | !
{(x,y) eR? : x +y =25} l'ligen O | nem (O | !
{(x,y) e R?: x* + y? = 25} 'l igenO | nem O | !

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 48 / 73



(8) Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?

{(x,y) € R? : 2x + 5y = 0} I'ligen® | nem (O | !
{(x,y) eR*: x +y =25} I'|igen O | nem® | !
{(x,y) e R?: x* + y? = 25} 'l igenO | nem O | !
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(8) Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?

{(x,y) € R? : 2x + 5y = 0} I'ligen® | nem (O | !
{(x,y) eR*: x +y =25} I'|igen O | nem® | !
{(x,y) e R? : x? + y? = 25} I'ligenO | nem® | !
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(9) Legyen 3=(-3,0,1,2), b=(—1,2,0,0), €= (-2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R*, és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi

vektorrendszerek koziil?

71 4b,c

O

b,e,dO | 3,60

—

0

)

E]

)

d

O

egyik sem O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet)
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(9) Legyen 3=(-3,0,1,2), b=(—1,2,0,0), €= (-2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R*, és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi
vektorrendszerek koziil?

—

7135620 | bedO|3b0|0,3d0 | egyksem | ?

Megoldas

oL
\
ol
I
(=1}

e 3,b,¢ fliggs, mert 3 — 2
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(9) Legyen 5=(-3,0,1,2), b=(-1,2,0,0), &= (~2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R* és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi
vektorrendszerek kozul?

—

7135620 | bedO|3b0|0,3d0 | egyksem | ?

Megoldas
e 3,b,¢ fil liggs, mert i-2b—-¢=0
° E,E d fii ggetlen
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(9) Legyen 3=(-3,0,1,2), b=(—1,2,0,0), €= (-2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R*, és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi
vektorrendszerek koziil?

—

7135620 | bedO|3b0|0,3d0 | egyksem | ?

Megoldas
° 3,B,Eﬂjgg6, mert 5—2b—&=10
° E, E,Ei fliggetlen
@ 3, b fliggetlen
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(9) Legyen 5=(-3,0,1,2), b=(-1,2,0,0), &= (~2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R* és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi
vektorrendszerek kozul?

—

7135620 | bedO|3b0|0,3d0 | egyksem | ?

Megoldas
e 3,b, ¢ fliggd, mert 3 —2 2b—2=0
e b, 2, d fiiggetlen
@ 3, Efuggetlen
00,3, d fligg6, mert benne van a nullvektor
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(9) Legyen 5=(-3,0,1,2), b=(-1,2,0,0), &= (~2,-2,1,2) és
d=(1,2,1,2) € R* és persze 0 = (0,0,0,0). Melyek linearisan fiiggéek az alabbi
vektorrendszerek kozul?

—

?713b2®|b28d0O|3b0|0,3dQ | egyiksem( | ?

Megoldas
e 3,b, ¢ fliggd, mert 3 —2 2b—2=0
e b, 2, d fiiggetlen
@ 3, Efuggetlen
00,3 d fligg6, mert benne van a nullvektor
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1 4 2
(10) Szamoljakiaz A= -2 3 2 | matrix inverzét, majd jeldlje be,
2 -1 -1
hogy a felsorolt elemek koziil melyek szerepelnek (egyszer vagy tobbszor) a
kiszamolt A~1 matrixban.

2 -110 | -80 | 701001305080

100 | egyiksem O | 7
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. 1 4 2\! 1 A A A\ |
Al=1-—2 3 2 = Ay Ax Az
2 -1 -1 det(A) As1 Az Asz
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(L4 2 T [An A A
A=1|-2 3 2 = A Ax Ao =&
2 -1 -1 det(A) As1 Az Asz
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(L4 2 T [An A A
A=1|-2 3 2 = A Ax Ao =&
2 -1 -1 det(A) As1 Az Asz
3 2
(V141 _
o3, 2|
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T

Al = _12 g ; - 211 212 213 — &
2 ) Dy A as)
A = (-1)F* _31 _21 =1 Agz = (—1)73. ; _41 =9
A = (-1)*2. _22 _21 =2 Agp = (1) g g =2
Az = (—1)13. —22 _31 4 A = (—1)3+2. _12 ; — 6
Apy = (—1)2+1. _41 _21 —9 Ags = (—1)3+3 . _12 gf - 11
A = (-1)2*2- ; 31 =
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T

A=1|-2 3 2 = A Ax Ao =&
2 -1 -1 det(A) As1 Az Asz
3 2 1 4
Al = (_1)1+1 15 )= 1 Az = (_1)2+3 4= 0
-2 2 4 2
A = (*1)1+2 : 2 -1 =2 A31 = (71)3+1 : 3 2 =2
-2 3 1 2
A= (1| P = A= (12| 1 2= 6
4 2 1 4
Aoy = (-1 2 =2 Ass= (-1 L d=1
1 2
A= (-1 1 2= s
1
*=
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T

Al = _12 g ; - 211 212 213 — &
2 ) Dy A as)
A = (-1)F* _31 _21 =1 Agz = (—1)73. ; _41 =9
A = (-1)*2. _22 _21 =2 Agp = (1) g g =2
Az = (—1)13. —22 _31 4 A = (—1)3+2. _12 ; — 6
Apy = (—1)2+1. _41 _21 —9 Ags = (—1)3+3 . _12 gf - 11
A = (-1)2*2- ; 31 =
L (-1 2 -4 T
4=—|2 -5 9
2 —6 11
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T

Al = _12 g ; - 211 212 213 — &
2 ) Dy A as)
A = (-1)F* _31 _21 =1 Agz = (—1)73. ; _41 =9
A = (-1)*2. _22 _21 =2 Agp = (1) g g =2
Az = (—1)13. —22 _31 4 A = (—1)3+2. _12 ; — 6
Apy = (—1)2+1. _41 _21 —9 Ags = (—1)3+3 . _12 gf - 11
A = (-1)2*2- ; 31 =
L2 AT 1 -2 -2
®=—(2 -5 9 =|l-2 5 6
2 —6 11 4 -9 -1

2014. december 3.
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1 4 2
(10) Szamoljakiaz A= -2 3 2 | matrix inverzét, majd jeldlje be,
2 -1 -1
hogy a felsorolt elemek koziil melyek szerepelnek (egyszer vagy tobbszor) a
kiszamolt A~1 matrixban.

-1 ® | 80| -701001(30|5® |80

100 | egyiksem O | 7
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dmnv1-14.C0-C

Halmazmiiveleti tulajdonsagok (elmélet)
Leképezések tulajdonsagai

Osztalyozas

Relaciék tulajdonsagai

Szamossagok

Teljes diszjunktiv normalforma

Negacié (predikatumkalkulus)

Linearis fliggetlenség (gyakorlat)
Linearis fiiggetlenség (elmélet)

60000000O0OO0

Matrix inverze
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(1) Legyen U egy tetszéleges alaphalmaz (mas széval univerzum), és legyenek
A, B, C az U tetsz6leges részhalmazai. Igazak-e sziikségképpen az alabbi

egyenl8ségek?
AxA=1(

(AUB)NC = (AN C)U(BNC)

AAA=A

igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !

2014. december 3.
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(1) Legyen U egy tetszéleges alaphalmaz (mas széval univerzum), és legyenek
A, B, C az U tetsz6leges részhalmazai. Igazak-e sziikségképpen az alabbi

egyenl8ségek?
AxA=1(

(AUB)NC = (AN C)U(BNC)

ANA=A
Megoldas:

igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !

e Hamis: U={1,2,3},A={1,2}, Ax A= {1,2} x {3} = {(1,3),(2,3)} # 0.
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(1) Legyen U egy tetszéleges alaphalmaz (mas széval univerzum), és legyenek
A, B, C az U tetsz6leges részhalmazai. Igazak-e sziikségképpen az alabbi

egyenl8ségek?
AxA=1(

(AUB)NC = (AN C)U(BNC)

ANA=A
Megoldas:

igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !
igen O | nem (O | !

e Hamis: U={1,2,3},A={1,2}, Ax A= {1,2} x {3} = {(1,3),(2,3)} # 0.

@ lgaz, a N disztributiv az U-ra nézve.
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(1) Legyen U egy tetszéleges alaphalmaz (mas széval univerzum), és legyenek
A, B, C az U tetsz6leges részhalmazai. Igazak-e sziikségképpen az alabbi
egyenl8ségek?

AxA=10 l'ligenO | nem(Q | !
(AuB)NC=(AnC)u(BNnC) 'ligenO | nem(QO | !
ANA=A 'ligenO | nem(QO | !
Megoldas:

e Hamis: U ={1,2,3},A={1,2}, Ax A= {1,2} x {3} = {(1,3),(2,3)} # 0.
@ lgaz, a N disztributiv az U-ra nézve.
e Hamis: AAA=(AUA)\ (ANA)=A\A=0.
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(1) Legyen U egy tetszéleges alaphalmaz (mas széval univerzum), és legyenek
A, B, C az U tetsz6leges részhalmazai. Igazak-e sziikségképpen az alabbi
egyenl8ségek?

AxA=10 I'ligenO | nem® | !
(AuB)NC=(AnC)u(BNnC) I'ligen @ | nem (O | !
ANA=A 'ligenO | nem @ | !
Megoldas:

e Hamis: U ={1,2,3},A={1,2}, Ax A= {1,2} x {3} = {(1,3),(2,3)} # 0.
@ lgaz, a N disztributiv az U-ra nézve.
e Hamis: AAA=(AUA)\ (ANA)=A\A=0.
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(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71aQ | BO YO |00 | egyiksem O | ?
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(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71aQ | BO YO |00 | egyiksem O | ?

Megoldas:

(x,y)a = (u,v)a
(v,x) = (v,u)
y=v é x=u
(X7)/) = (u’ V)
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(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71aQ | BO YO |00 | egyiksem O | ?

Megoldas:
oy)B = (u,v)B
(x,y)a = (yv)a (X3, —-y) = (u37 —v)
(v,x) = (v,u) B=u = —y=-v
y=v é x=u X=Uu e y=yv
(y) = (u,v) (xy) = (u,v)
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(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71aQ | BO YO |00 | egyiksem O | ?

Megoldas:
(x,y)8 = (uv)p x6 = yb
(x,y)a = (u,v)a 03 =y) = (&) (x,=x) = (v,—y)
(y,x) = (v,u) = = -y =-v X=y €é —XxX=-y
y=v é x=u X=u é y=v X =Yy
(x,y) = (u,v) (xy) = (u,v)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat december 3. 57 / 73



(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71aQ | BO YO |00 | egyiksem O | ?

Megoldas:
(x,y)8 = (uv)p x6 = yb
(x,y)a = (u,v)a 03 =y) = (&) (x,=x) = (v,—y)
(y,x) = (v,u) = = -y =-v X=y €é —XxX=-y
y=v & x=u X=u é y=v X =y
(x,y) = (u,v) (xy) = (u,v)

A v relacié nem injektiv, mert (1,3)y = (2,2)y = 4.
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(2) Legyen A=Z x Z, és tekintsiik az alabbi leképezéseket:

at A=A (xy) = (v, x), BiA=A (xy) = (5, —y),
v:A=Z, (x,y) = x+y, 0:Z — A, x+— (x,—x).

Melyek injektivek ezen leképezések koziil?

71a@ |86 RQR [ 7O |6 Q| egyiksem O | 7?

Megoldas:
(x,y)8 = (uv)p x6 = yb
(x,y)a = (u,v)a 03 =y) = (&) (x,=x) = (v,—y)
(y,x) = (v,u) = = -y =-v X=y €é —XxX=-y
y=v & x=u X=u é y=v X =y
(x,y) = (u,v) (xy) = (u,v)

A v relacié nem injektiv, mert (1,3)y = (2,2)y = 4.
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(3) Legyen C = {{1,5,6},{0,4}, X}. Minek kell valasztanunk az X halmazt az
alabbi téglalapban felsoroltak koziil, hogy C osztalyozas legyen a {0,1,2,3,4,5,6}
halmazon?

10O [ {220 | {0,330 | {23} O | {3,4,5} O | egyik sem O | !
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(3) Legyen C = {{1,5,6},{0,4}, X}. Minek kell valasztanunk az X halmazt az
alabbi téglalapban felsoroltak koziil, hogy C osztalyozas legyen a {0,1,2,3,4,5,6}
halmazon?

10O [ {220 | {0,330 | {23} O | {3,4,5} O | egyik sem O | !

Megoldas: Mitél lesz C osztalyozas?
@ C olyan halmaz, mely {0,1,2,3,4,5,6} részhalmazait tartalmazza,
@ {0,1,2,3,4,5,6} Gsszes elemének szerepelnie kell C valamelyik elemében,
© az elébbi pontnal minden elem, csak egyszer szerepelhet,

Q és C nem tartalmazza az lires halmazt.
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(3) Legyen C = {{1,5,6},{0,4}, X}. Minek kell valasztanunk az X halmazt az
alabbi téglalapban felsoroltak koziil, hogy C osztalyozas legyen a {0,1,2,3,4,5,6}
halmazon?

0O [ {2201 {0,310 | {23} ® | {3,4,5} O | egyik sem O | !

Megoldas: Mitél lesz C osztalyozas?
@ C olyan halmaz, mely {0,1,2,3,4,5,6} részhalmazait tartalmazza,
@ {0,1,2,3,4,5,6} Gsszes elemének szerepelnie kell C valamelyik elemében,
© az elébbi pontnal minden elem, csak egyszer szerepelhet,

Q és C nem tartalmazza az lires halmazt.
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

{(x,y) € Z? : x* = y?} a Z halmazon

{(x,y) € Z? : x3 = y3} a Z halmazon

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat

'ligen O | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

{(x,y) € Z? : x* = y?} a Z halmazon

{(x,y) € Z? : x3 = y3} a Z halmazon

Megoldas. Cél: reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus.

'ligen O | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !

e Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul ((1,3),(2,2)) és ((2,2),(1,3)) is

eleme a relacionak, de (1,3) # (2,2).
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

{(x,y) € Z? : x* = y?} a Z halmazon

{(x,y) € Z? : x3 = y3} a Z halmazon

Megoldas. Cél: reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus.

'ligen O | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !
'ligenO | nem (O | !

e Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul ((1,3),(2,2)) és ((2,2),(1,3)) is

eleme a relacionak, de (1,3) # (2,2).

@ Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul (1,—1) és (—1,1) is eleme a

relaciénak, de 1 # —1.
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

'ligen O | nem (O | !
{(x,y) € Z? : x?> = y?} a Z halmazon | igen O | nem (O | !
{(x,y) € Z% : x3 = y3} a Z halmazon I igen(O | nem(Q | !

Megoldas. Cél: reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus.
e Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul ((1,3),(2,2)) és ((2,2),(1,3)) is
eleme a relacionak, de (1,3) # (2,2).
@ Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul (1,—1) és (—1,1) is eleme a
relaciénak, de 1 # —1.
@ Igaz.
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

'ligen O | nem (O | !
{(x,y) € Z? : x?> = y?} a Z halmazon | igen O | nem (O | !
{(x,y) € Z% : x3 = y3} a Z halmazon I igen(O | nem(Q | !

Megoldas. Cél: reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus.
e Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul ((1,3),(2,2)) és ((2,2),(1,3)) is
eleme a relacionak, de (1,3) # (2,2).
@ Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul (1,—1) és (—1,1) is eleme a
relaciénak, de 1 # —1.
@ Igaz.
o Reflexiv: Vx € Z-re x® = x3.
o Tranzitiv: ha x3 = y3? és y* = 23, akkor x* = 2.
o Antiszimmetrikus: nincs két kiilonb6z6 x, y, melyekre x> = y3.
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(4) Igaz-e az alabbi relaciok esetén, hogy a kérdéses relaci6 részbenrendezés?

{((a,y1), (02, ¥2)) €Z2 X Z2 0 x1 + y1 < X2+ y2} a Z? halmazon

F'ligen(O | nem@ | !
{(x,y) € Z? : x?> = y?} a Z halmazon ligen O [ nem® | !
{(x,y) € Z% : x3 = y3} a Z halmazon I'|igen ® | nem O | !

Megoldas. Cél: reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus.
e Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul ((1,3),(2,2)) és ((2,2),(1,3)) is
eleme a relacionak, de (1,3) # (2,2).
@ Hamis: nem antiszimmetrikus. Példaul (1,—1) és (—1,1) is eleme a
relaciénak, de 1 # —1.
@ Igaz.
o Reflexiv: Vx € Z-re x® = x3.
o Tranzitiv: ha x3 = y3? és y* = 23, akkor x* = 2.
o Antiszimmetrikus: nincs két kiilonb6z6 x, y, melyekre x> = y3.
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat 2014. december 3. 60 / 73



(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
e |5 X N‘ = maX(No,No) = NO
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
@ |S x N| = max(Ro, Rg) = Ng
@ |SUZ| = max(Ng,Rg) = Ro
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
@ |S x N| = max(Ro, Rg) = Ng
@ |SUZ| = max(Ng,Rg) = Ro
Q Rl=c
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
@ |S x N| = max(Ro, Rg) = Ng
@ |SUZ| = max(Ng,Rg) = Ro
Q Rl=c
Q@ R=(R\N)UN
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
@ |S x N| = max(Ro, Rg) = Ng
@ |SUZ| = max(Ng,Rg) = Ro
Q Rl=c
Q@ R=(R\N)UN
c = max(|R\ N[, Xg)
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7SO |SXxNO|SUZO |RO | R\NQ | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
Q |5 X N‘ = maX(No,No) =Ny
e |S UZ‘ = maX(NmNo) = NO
Q Rl=c
Q@ R=(R\N)UN
c = max(|R\ N[, Xg)
IR\N| =c
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(5) Legyen S={(x,y,z) € Q%: x> < y?>+ z?}. Az alabbi halmazok kézil
ikszelje be a megszamlalhatéan végteleneket!

7IS®|SXNR | SUZQ | RO | R\NQO | egyiksem O | ?

Megoldas:
@ |S| = o (végtelen sok eleme van, de Ro-nal nagyobb végtelen nem lehet)
Q |5 X N‘ = maX(No,No) =Ny
e |S UZ‘ = maX(NmNo) = NO
Q Rl=c
Q@ R=(R\N)UN
c = max(|R\ N[, Xg)
IR\N| =c
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(6) Hany Vv (diszjunkcidjel) kell az
A— (B C)

formula teljes diszjunktiv normalformajanak felirasahoz? (Vigyazat, eggyel
kevesebb, mint a diszjunkci6 tagjainak a szama.)

oo |10 20130140 (50|60 |70 |80 |!
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(6) Hany Vv (diszjunkcidjel) kell az
A— (B C)

formula teljes diszjunktiv normalformajanak felirasahoz? (Vigyazat, eggyel
kevesebb, mint a diszjunkci6 tagjainak a szama.)

oo |10 20130140 (50|60 |70 |80 |!

Megoldas:
A —- (B « O
i i i i
i h i h h
i h h h i
i h i h
B N B R
h i i h h
h i h h i
h i h i h
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(6) Hany Vv (diszjunkcidjel) kell az
A— (B C)

formula teljes diszjunktiv normalformajanak felirasahoz? (Vigyazat, eggyel
kevesebb, mint a diszjunkci6 tagjainak a szama.)

oo |10 20130140 (50|60 |70 |80 |!

Megoldas:
A —- (B « O
i i i i
i h i h h
i h h h i
i i h i h — 6 igaz kiértékelés
B N B R
h i i h h
h i h h i
h i h i h
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(6) Hany Vv (diszjunkcidjel) kell az
A— (B C)

formula teljes diszjunktiv normalformajanak felirasahoz? (Vigyazat, eggyel
kevesebb, mint a diszjunkci6 tagjainak a szama.)

oo |10 20130140 (50|60 |70 |80 |!

Megoldas:
A —- (B « O
i i i i
i h i h h
i h h h i
i i h i h — 6 igaz kiértékelés — 6 kléz
B N B R
h i i h h
h i h h i
h i h i h
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(6) Hany Vv (diszjunkcidjel) kell az
A— (B C)

formula teljes diszjunktiv normalformajanak felirasahoz? (Vigyazat, eggyel
kevesebb, mint a diszjunkci6 tagjainak a szama.)

1100 1012030140 |5® |60 70|80 |!

Megoldas:
A —- (B « O
i i i i
i h i h h
i h h h i
i i h i h = 6 igaz kiértékelés =— 6 kléz = 5 V-jel
h i 00
h i 1 h h
h i h h i
h i h i h
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(7) Melyik a (¥x) ((EIy)B(y) — (VZ)A(X,Z)) formula negaltjaval ekvivalens
formula az alabbiak koziil?

F o () ((V2)A(x,2) = () B(y)

G : (3) (W) (-B(y)) = (2)(~A(x,2)) )

H o (39((3)B() A (B2) (A(x,2)) )

LNFO| GO | HO | egyiksem O | !
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(7) Melyik a (¥x) ((EIy)B(y) — (VZ)A(X,Z)) formula negaltjaval ekvivalens

formula az alabbiak koziil?

F - (Vx) ((VZ)A(X,Z) — (Vy)B(y)
G+ @((M(B) — G2)(-Ax2))
H o (3)(@)BW) A B2)(-A(x.2)) )

LNFO| GO | HO | egyiksem O | !

Megoldas:

() ((3)B(y) = (v2)A(x,2))
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(7) Melyik a (¥x) ((EIy)B(y) — (VZ)A(X,Z)) formula negaltjaval ekvivalens

formula az alabbiak koziil?

F - (Vx) ((VZ)A(X,Z) — (Vy)B(y)
G+ @((M(B) — G2)(-Ax2))
H o (3)(@)BW) A B2)(-A(x.2)) )

LNFO| GO | HO | egyiksem O | !

Megoldas:

(1) (@B = (2)Ax,2)) = (3)=((3)B) = (¥2)A(x,2))
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(7) Melyik a (¥x) ((EIy)B(y) — (VZ)A(X,Z)) formula negaltjaval ekvivalens

formula az alabbiak koziil?

F - (Vx) ((VZ)A(X,Z) — (Vy)B(y)
G+ @((M(B) — G2)(-Ax2))
H o (3)(@)BW) A B2)(-A(x.2)) )

LNFO| GO | HO | egyiksem O | !

Megoldas:

(1) (@B = (2)Ax,2)) = (3)=((3)B) = (¥2)A(x,2))

(3)(E)BU) A ~(¥2)A(x, 2) )
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(7) Melyik a (¥x) ((EIy)B(y) — (VZ)A(X,Z)) formula negaltjaval ekvivalens

formula az alabbiak koziil?

F - (Vx) ((VZ)A(X,Z) — (Vy)B(y)
G+ @((M(B) — G2)(-Ax2))
H o (3)(@)BW) A B2)(-A(x.2)) )

LNVFO | GO | HQ | egyiksem O | !

Megoldas:
(%) (BB > (D)A(x,2)) = (30~ ((ayws(y) (v2)A(x,2))

(0 ()~ 2)

( (Fz)-A(x z))

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet Diszkrét matematika I. gyakorlat



(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

N~
= N~
~ =N
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

112y /11 2\ (11 2
121 Wlo 1 1) @ (o 1 -1
2 1 ¢t 2 1 t 0 -1 t—4
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

FNOO 1O (30 |50170]1-10|-30|-50 |egyebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

112y /11 2\ (11 2 L (112
121 Wl 1) @0 1 1) (o1 -1
2 1 ¢t 2 1 t 0 -1 t—4 00 t—5
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

1100 [10[30[50|70|-10]-301]-50|egebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

112y /11 2\ (11 2 L (112
121 Wl 1) @0 1 1) (o1 -1
2 1 ¢t 2 1 t 0 -1 t—4 00 t—5

Akkor lesz lin. fiiggs a vektorrendszer, ha lesz legalabb egy csupa 0-sor.
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

1100 [10[30[50|70|-10]-301]-50|egebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

112y /11 2\ (11 2 L (112
121 Wl 1) @0 1 1) (o1 -1
2 1 ¢t 2 1 t 0 -1 t—4 00 t—5

Akkor lesz lin. fiiggs a vektorrendszer, ha lesz legalabb egy csupa 0-sor.
Azaz, akkor lesz lin. fiiggd, ha t = 5.
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(8) Mennyi a t paraméter értéke, ha az R3-beli
(1,1,2), (2,1,1), (1,2,1)

vektorrendszer linearisan fiiggs?

1100 1101(30[5Q |70 -10|-301]-50|egebO |!

Megoldas: rangszamitas uganiagy, mintha csak szamok lennének a vektorokban.

112y /11 2\ (11 2 L (112
121 Wl 1) @0 1 1) (o1 -1
2 1 ¢t 2 1 t 0 -1 t—4 00 t—5

Akkor lesz lin. fiiggs a vektorrendszer, ha lesz legalabb egy csupa 0-sor.
Azaz, akkor lesz lin. fiiggd, ha t = 5.
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(9) Legyen vy, vo, v3 egy vektorrendszer az R® vektortérben. Igazak-e
sziikségképpen az alabbi allitasok (a "lin." a "linearisan" roviditése)?

Ha vq, v2, v3 lin. fliggetlen, akkor v; + vo + v3 #£ 0. 'l igen (O | nem (O | !

Ha vq, va, v3 lin. fliggé, akkor van olyan A\, u € R, hogy vz = Avy + uvs.
'ligen O | nem (O | !

Ha vi, v, v3 lin. fiiggs, akkor vs, vs, v is lin. fliggé. [ |igen(O | nem (O | !
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(9) Legyen vy, vo, v3 egy vektorrendszer az R® vektortérben. Igazak-e
sziikségképpen az alabbi allitasok (a "lin." a "linearisan" roviditése)?

Ha vq, v2, v3 lin. fliggetlen, akkor v; + vo + v3 #£ 0.

igen Q

nem O

Ha vq, va, v3 lin. fliggé, akkor van olyan A\, u € R, hogy vz = Avy + uvs.

Ha vi, v, v3 lin. fiiggs, akkor vs, vs, v is lin. fliggé.

Megoldas:
o lgaz: a lin. fiiggetlenség definicidjabdl jon.

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat

igen O

nem O

igen O

nem O

2014. december 3.

64 / 73



(9) Legyen vy, vo, v3 egy vektorrendszer az R® vektortérben. Igazak-e
sziikségképpen az alabbi allitasok (a "lin." a "linearisan" roviditése)?

Ha vq, v2, v3 lin. fliggetlen, akkor v; + vo + v3 #£ 0. I'ligen @ | nem O | !
Ha vq, va, v3 lin. fliggé, akkor van olyan A\, € R, hogy vz = Avy + uvs.

'ligen O | nem @ | !
Ha vi, v, v3 lin. fiiggs, akkor vs, vs, v is lin. fliggé. [ |igen(O | nem (O | !

Megoldas:
o lgaz: a lin. fiiggetlenség definicidjabdl jon.
e Hamis: példaul a vi = (1,1,1), v» = (1,1,1), v3 = (0,1, 1) vektorrendszer
fliggs, de a vs-at nem tudjuk a v; és v, linearis kombinaciéjaként felirni.
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(9) Legyen vy, vo, v3 egy vektorrendszer az R® vektortérben. Igazak-e
sziikségképpen az alabbi allitasok (a "lin." a "linearisan" roviditése)?

Ha vq, v2, v3 lin. fliggetlen, akkor v; + vo + v3 #£ 0. I'ligen @ | nem O | !
Ha vq, va, v3 lin. fliggé, akkor van olyan A\, € R, hogy vz = Avy + uvs.

'ligen O | nem @ | !
Ha vi, v, v3 lin. fiiggs, akkor vs, vs, v is lin. fliggé. I'ligen@ | nem O | !

Megoldas:
o lgaz: a lin. fiiggetlenség definicidjabdl jon.
e Hamis: példaul a vi = (1,1,1), v» = (1,1,1), v3 = (0,1, 1) vektorrendszer
fliggs, de a vs-at nem tudjuk a v; és v, linearis kombinaciéjaként felirni.

o lgaz: vektorrendszerben a vektorok sorrendje nem szamit.
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(10) Legyen C = . Melyik a C~! matrix legnagyobb

)
N =
=N

abszulutértékii eleme.

1| 20110120130 | -120| 70| 40

——= O | egyebhO | !
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Megoldas:

== N
N = =
=N
O O =
o = O
= O O

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika 1. gyakorlat 2014. december 3. 66 / 73



Megoldas:

21 4[1 00| [T 21[001
11201 0/%1 1 2(01 0
12 1/0 0 1 21 4|1 0 0
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214100(1)121001(2)
11201 0|—j1 1 2|0 1 0|—
1 2 1/]0 01 21 4|1 0 O
1 2 1|0 0 1
0 -1 1/0 1 -1
2 1 41 0 O
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21 4|1 0 O ) 1 2 1]0 0 1 @
11201 0|—j1 1 2|0 1 0|—
1 2 1/]0 01 21 4|1 0 O

1 2 1|0 0 1 3) 1 2 1|0 0 1
0 -1 101 -1}—|0 -1 1|0 1 -1
2 1 41 0 O 0 -3 2|1 0 -2
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21 4|1 0 O ) 1 2 1]0 0 1 @
11201 0|—j1 1 2|0 1 0|—

1 2 1/]0 01 21 4|1 0 O

1 2 1|0 0 1 3) 1 2 1|0 0 1 @
0 -11/01 -1|—4>|0 -1 1|0 1 —-1|—
2 1 41 0 O 0 -3 2|1 0 -2

1 110 O 1

0 1 -1{0 -1 1

0O -3 2|1 0 =2
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Megoldas:

~

-2

-1
-3

1 2 1]0 0 1

11 2]0 10
21 4|1 0 O

0
-1 1|0 1
-3 2|1 0

1
0
0

0
-1/0

-1|1

1
01

0 0

o,

-1

1
1
-2

-1

21 4|1 0 O
11 2]0 10
1 2 1/]0 01

0
-1 1|0 1

1
0

0
-1/0
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Megoldas:
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Megoldas:

~

-2

-3

1 2 1]0 0 1

11 2]0 10
21 4|1 0 O

0
-1 1|0 1
-3 2|1 0

1
0
0

-1|1

0 0

o,

-1

-1

-2

21 4|1 0 O
11 2]0 10
1 2 1/]0 01

0
-1 1|0 1

1
0

-1/0

-1
-3

-11]0

-1]1

01

00

-1
-1

010
0 0 1

66 / 73

2014. december 3.

Diszkrét matematika I. gyakorlat

e
v
N

v
]

£

‘s

>
[

o

u

[

N

2
"
t
v

-0
2
o

z
o
>
o0
o

o



Megoldas:

~

-2

-3

1 2 1]0 0 1

11 2]0 10
21 4|1 0 O

0
-1 1|0 1
-3 2|1 0

1
0
0

-1|1

0 0

o,

-1

-1

-2

21 4|1 0 O
11 2]0 10
1 2 1/]0 01

0
-1 1|0 1

1
0

-1/0

-1
-3

-11]0

-1]1

01

00

-1

0 0 1

66 / 73

2014. december 3.

Diszkrét matematika I. gyakorlat

e
v
N

B
]

£

‘s

>
[

o

u

[

N

2
"
t
v

-0
2
o

z
o
>
o0
0

o



(10) Legyen C = . Melyik a C~! matrix legnagyobb

)
N =
=N

abszulutértékii eleme.

1201012030 -120|-7® | -40

——= O | egyebhO | !

2014. december 3. 67 / 73
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@ 1. Feladatsor
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Teljes feladatsor #1

1. kérdés

(1) Mennyi a z komplex szam képzetes része az aldbbiak kozil, ha (4 — 2i)z = 2 + 1447
(Emlékeztetd: a képzetes rész az i egyiitthatdja a kanonikus alakban.)
203010

|.|—3 ol - | -1 | 00

egyik sem () I‘l

Szamolas, indoklas:

szamolds, indoklds.

1. feladat

Mennyi a z komplex szam képzetes része az alabbiak koziil, ha
(4—2i)z =2+ 147

(Emlékeztets: a képzetes rész az i egyiitthatdja a kanonikus
alakban.)
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1. feladat

Mennyi a z komplex szam képzetes része az alabbiak koziil, ha
(4—2i)z=2+14/?

(Emlékeztets: a képzetes rész az i egyiitthatdja a kanonikus
alakban.)

| \

Hint
Meg kell oldani a

(4—20)z=2+14i

egyenletet a komplex szamok kérében, ahol z az ismeretlen!

Megoldas:

2414/ 4+2/ —204 60/
zZ = . =
4—-2i 442 20

=-1+4+3i



Teljes feladatsor #1

2. kérdés

(2) Igazak-e az alabbi egvenldségek tetszoleges A, B, C' halmazokra?
igen () |mem )
Ha A C B, akkor A x A € B x B. HH

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

e
AU(BMA) = A

2. feladat

Igazak-e az alabbi egyenl6ségek tetszéleges A, B, C halmazokra?
e Ha AC B, akkor AXx AC B x B.
e AUBNC)=(AUB)N(AUC(C).
e AU(BNA)=A
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2. feladat

Igazak-e az alabbi egyenl6ségek tetszéleges A, B, C halmazokra?
e Ha AC B, akkor Ax AC B x B.
e AUBNC)=(AUB)N(AUC).
e AU(BNA)=A.

Mivel a vizsga tesztes, rajzolgatni is lehet. \

Megoldas:

o Igaz. (Kijon a definiciébdl.)
@ Igaz. (Az uni6 disztributiv a metszetre nézve.)

o Igaz. (Elnyelési tulajdonsag.)



Teljes feladatsor #1

3. kérdés

(3) Legyen A = P(N) az N = {1,2,3,.. .} hatvanyhalmaza, és legyen p = {(X,Y) € A2 : X NY
véges}. Mely tulajdonsdgokkal rendelkezik a p reldcié az aldbbiak koziil?

/| szimmetrikus () | antiszimmetrikus () | reflexiv ()| egyik sem -\J-Isl

3. feladat

Legyen A ="P(N) az N={1,2,3,...} hatvanyhalmaza, és legyen
p={(X,Y € A2: XNY véges)} . Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

’ ? ‘ szimmetrikus ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘

v
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3. feladat

Legyen A=P(N) az N = {1,2,3,...} hatvanyhalmaza, és legyen
p={(X,Y € A2: XN Y véges)} . Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

’ ? ‘ szimmetrikus ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘

Ne essiink azonnal teljesen kétségbe.

Megoldas:
o Szimmetrikus. Trivialis. (Metszetben nem szamit a sorrend.)
@ Nem antiszimmetrikus. (Az el6z8 miatt mar ez is trivialis.)

@ Nem reflexiv. Ez mar nem feltétlen trivialis. Ellenpélda:
N € P(N) viszont (N,N) ¢ p, mert NN N nem véges.



Teljes feladatsor #1

4. kérdés

(4) Az 2* + 2 — 22 + 10 polinomot maradékosan osztjuk az = + 3 polinommal. Mi lesz az osztas
maradéka az alabbiak kozul?

IEEEEE

?2+1 0

egyik sem () I‘l

10fs0fz-30

4. feladat

Az x3 + x? — 2x + 10 polinomot maradékosan osztjuk az x + 3
polinommal. Mi lesz az osztds maradéka az alabbiak koziil?
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4. feladat

Az x3 + x? — 2x + 10 polinomot maradékosan osztjuk az x + 3
polinommal. Mi lesz az osztds maradéka az alabbiak koziil?

Polinomosztas. \

Megoldas:

P4 x®—2x+10=(x+3) - (x> —2x +4) -2



Teljes feladatsor #1

5. kérdés

(5) Legyen F' egy olyan formula, amelyik a  Ha péntek van és mindenki alszik, akkor senki sem
fél” itéletet formalizalja. Az alabbi

U: [‘v‘;n](ﬂy](—d(;r] NF(y) A P),
Vi (PAGR)Am) - ()-F @),
W (PA (V) (3y) (Am v F(y)).

képletek kowziil (alkalmas elsérendii nyelv esetén) melyik az, amelyik F-vel ekvivalens formula?

|1| [Z®) | vV O | w O |cg‘y'1k sem () I‘l

5. feladat

Legyen F egy olyan formula, amelyik a ,Ha péntek van és mindenki
alszik, akkor senki sem fél" itéletet formalizalja. Az alabbi

o U: (Vx)(Vy) (mA(x) A F(x) A P)

o V: (PA(Vx)A(x)) = ((Vy) ~F(y))

o W: (PA(Vx)(3y)) (Alx)V F(y))
képletek koziil (alkalmas elsérendi nyelv esetén) melyik az, amelyik
F-vel ekvivalens formula?
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5. feladat

Legyen F egy olyan formula, amelyik a ,Ha péntek van és mindenki
alszik, akkor senki sem fél" itéletet formalizalja. Az alabbi

o U: (vx)(Vy) (—A(x) A F(x) A P)
o Vi (PA(Yx)AKX)) = ((Vy)~F(y))
o W: (PA(Yx)(3y))(AX)V F(y))

képletek koziil (alkalmas elsérendi nyelv esetén) melyik az, amelyik
F-vel ekvivalens formula?

Megoldas:
Egyértelmdi, hogy a V formulat keressiik. Az els6 mast jelent, az
utolsé szintaktikailag nem is (j6) formula.



Teljes feladatsor #1

6. kérdés

(6) Igazak-e az alabbi kijelentések?
Létezik N — N* bijektiv leképezés.

Létezik Q7 — R. hijektiv leképezés.

B IEREEI
Létezik R — N? bijektiv leképezés.

6. feladat
Igazak-e az alabbi kijelentések?

o Létezik N — N3 bijektiv leképezeés.
o Létezik Q7 — R bijektiv leképezés.
o Létezik R — N? bijektiv leképezeés.
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6. feladat
Igazak-e az alabbi kijelentések?

o Létezik N — N3 bijektiv leképezés.
o Létezik Q7 — R bijektiv leképezés.
o Létezik R — N? bijektiv leképezés.

A feladat a szamossagokhoz kapcsolédik.

Megoldas:
Y |N’ = NO = NO = ‘N?" — létezik bljekCId
° ‘Q7| =Ny # c = |R| = nem létezik bijekcio

o [Rl=c#No=|N?| = nem létezik bijekci6



Teljes feladatsor #1

7. kérdés

—_

(7) Mennyi az A = ( 2
1

7. feladat

2 1
Mennyi az A = 2 1 3 | matrix determinansa?
1 01
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7. feladat
-1 2 1
Mennyi az A = 2 1 3 | matrix determinansa?
1 01
Megoldas:
Kifejtem a determinanst a masodik oszlopa szerint:
-1 21
2 1 3| = —2'? :1)"+1‘_11 H
1 01

= —2.(-1)+1-(-2)=0.



Teljes feladatsor #1

8. kérdés

-1 21
(8) Az A = 2 1 3| matrix négyzeténck hany zérus eleme van? (Azaz A® kilenc eleme
1 01

koziil hany egyenld O-val?)

8. feladat

-1 2 1

Az A= 2 1 3 | matrix négyzetének hany zérus eleme van?
1 01

(Azaz A2 kilenc eleme koziil hany egyenls 0-val?)
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8. feladat

-1 2 1

Az A= 2 1 3 | matrix négyzetének hany zérus eleme van?
1 01

(Azaz A? kilenc eleme kéziil hany egyenls 0-val?)

Megoldas:
102 1
2 1 3
A 1 0 1
AlA A=A = 1 2 1] 6 0 6
2 1 3/3 5 8
1 0 1/0 2 2




Teljes feladatsor #1

0. kérdés

(9) Az aldbbiak kéziil mely esetben mondhatjuk, hogy egy négyzetes matrix determindnsa biz-
tosan nulla?

i S n igen (O |nem () H
A matrix sorvektorrendszere linedrisan tiiggetlen.

A i i Altja n n
A matrix megegyezik a transzponaltjdval.

o . ) . n igen () |nem (O H
A matrix valamelyik oszlopdban minden elem nulla.

0. feladat

Az alabbiak koziil mely esetben mondhatjuk, hogy egy négyzetes
matrix determinansa biztosan nulla?

@ A matrix sorvektorrendszere linearisan fliggetlen.

@ A matrix megegyezik a transzponaltjaval.

@ A matrix valamelyik oszlopaban minden elem nulla.
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9. feladat

Az alabbiak koziil mely esetben mondhatjuk, hogy egy négyzetes
matrix determinansa biztosan nulla?

@ A matrix sorvektorrendszere linearisan fliggetlen.

@ A matrix megegyezik a transzponaltjaval.

@ A matrix valamelyik oszlopaban minden elem nulla.

Megoldas:
@ Biztosan NEM nulla. (Paralelepipedon.)

@ Semmi relevans informacié nincs a kijelentésben a feladat
szempontjabdl.

@ Biztosan nulla. (Kifejtjik a csupa nulla oszlop szerint.)



Teljes feladatsor #1

10. kérdés

(10) Az RP-ben tekintsiik az 5§ = {(z1, 29, 23,24, 25) € R® : 2y + 20 + @3 + 74 + 75 = 0}
részhalmazt. Hanydimenzids az S altér? (Gondoljunk a linedris egyenletrendszerekrél tanultakral)

1 O I O R e s

5

10. feladat

Az R%-ben tekintsiik az

S = {(xl,x2,X3,X4,X5) ER:x1+x+x3+x1+ x5 = 0}
részhalmazt. Hany dimenziés az S altér? (Gondoljunk a linearis
egyenletrendszerekrél tanultakral)
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10. kérdés

10. feladat

Az R°-ben tekintsiik az

S = {(Xl,XQ,X3,X4,X5) ERY :x1+x0+x3+xa+ x5 = O}
részhalmazt. Hany dimenziés az S altér? (Gondoljunk a linearis
egyenletrendszerekrd| tanultakra!)

A tanar ar mar gondolt ra.

Megoldas:

Megoldjuk az egyenletet (egyenletrendszert), és a szabad valtozok
szama adja a megoldasaltér dimenziéjat. Most lathato, hogy 4
szabadismeretlen van, tehat az S altér 4-dimenziés.




@ 2. Feladatsor
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Teljes feladatsor #2

1. kérdés

(1) Legyen A = {0,1,3,4,5} és p = {(z,y) € A® : 2 —y = 1} C A2, Mely tulajdonsagokkal
rendelkezik a p relacié az alabbiak kozul?

reflexiv ()| részbenrendezés ()| egyik sem \_;I‘.l

)I antiszimmetrikus ()

1. feladat

Legyen A=1{0,1,3,4,5} és p = {(X,y) €A x—y= 1} C A2
Mely tulajdonsagokkal rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

’ ? ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ részbenrendezés \ egyik sem \ ? ‘
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1. feladat

Legyen A={0,1,3,4,5} és p= {(x,y) e A2 :x —y =1} C A%,
Mely tulajdonsagokkal rendelkezik a p relacié az alabbiak koziil?

’ 7 ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ részbenrendezés ‘ egyik sem ‘ 7 ‘

Megoldas:
@ Antiszimmetrikus, mert (a, b) € p és (b, a) € p egyszerre nem
is teljesiilhet. (Logika - implikacié: h —barmi = igaz.)
@ Nem reflexiv, mert barmely a € A esetében a — a = 0, azaz
(a,a) ¢ p.
@ Nem részbenrendezés, mivel nem is reflexiv. (Egyébként nem is
tranzitiv.)



Teljes feladatsor #2

2. kérdés

(2) TLegyen A = P({1.2}) és B = P({2,3}), ahol tetszileges X halmazra P{X) az X

hatvanyhalmazat jeloli. Hany elemii az A/ B halmaz?

o ofr o olsofso

5 (;;lG (:;|7 () |egyik sem \7|1|

2. feladat

Legyen A= P ({1,2}) és B =P ({2,3}), ahol tetszéleges X
halmazra P (X) az X hatvanyhalmazat jeldli. Hany elemii az AA B
halmaz?
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2. feladat

Legyen A="P ({1,2}) é&s B =P ({2,3}), ahol tetszéleges X
halmazra P (X) az X hatvanyhalmazat jeldli. Hany elemii az AA B
halmaz?

Egyszertien meg kell adni A A B-t.

Megoldas:
°o A= {Q)v {1}.{2},{1,2}}
o B={0,{2},{3},{2:3}}
e AAB=(A\B)U(B\A) =
({1, {1, 20y U {{3},{2,3}} = {1}, {3}, {1,2},{2,3}}



Teljes feladatsor #2

3. kérdés

(3)  Alteret alkotnak-e R2-ben az alabbi részhalmazok?

{(z,y) e R*: 2z 4+ 5y =0}

; igen O n
{(z,y) e R?: 2+ y =25} l-

‘ : - igen O n
{(z,y) € R?: 2 +3* = 25} I-

3. feladat

Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?
° {(x,y) e R?: 2x+5y:0}
o {(x,y) eR?: x+y =25}
o {(x,y) eR?: x?+y? =25}
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3. feladat

Alteret alkotnak-e R?-ben az alabbi részhalmazok?
° {(x,y) e R?: 2x+5y:0}
o {(x,y) eR?: x+y =25}
o {(x,y) eR?:x?+y? =25}

Mit mondtam utolsé 6ran az alterekrsl?

Megoldas:

@ Igen, mert minden homogén linearis egyenletrendszer
megoldasaltere altér.

@ Nem altér, mert nincs benne a nullvektor.

@ Nem altér, mert nincs benne a nullvektor.



Teljes feladatsor #2

4. kérdés

0
(4) Az A= |1 | mdtrix transzponaltjat A”-tal jelolve mennyi az A - AT szorzatmédtrix deter-
2

minansa az alabbiak koziil?

|!|2 o5 O |T Ol 1 7,‘| 4 \7| 0 7;| -5 -\:)| méas szamérték (O] nines értelmezve () I‘l

4. feladat

Az A= | 1 | matrix transzponaltjat AT -tal jeldlve mennyi az
2
A- AT szorzatmatrix determinansa az alabbiak koziil?
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0
Az A= | 1 | matrix transzponaltjat AT-tal jeldlve mennyi az
2

A- AT szorzatmatrix determinansa az alabbiak kéziil?

| \

Hint
Igen specialis matrixszorzast kell végrehajtani, de ne ijedjiink meg
téle. |
Megoldas:
o AT=(01 2) 000
01 2 edet|{ 0 1 2 ] =0

, 0[0 00 0 24

110 1 2

210 2 4




Teljes feladatsor #2

5. kérdés

(5) Igazak-e szitkségképpen az alabbi kijelentések, ha A = (a5 )44 (valds szamokbol 4116) matrixot

jelél, AT = 0 az a homogén linearis egvenletrendszer, amelynek matrixa A, és a széban forgd
vektorok, illetve alterek az R* vektortér elemei, illetve alterei.

Ha A-nak van inverze, akkor az A7 = 0 megoldasainak altere kétdimenzios.

Ha A-nak van inverze, akkor az A7 = 0 megoldasainak altere nulladimenzids

Ha A-nak van inverze, akkor az A7 = 0 megolddsainak altere négydimenzics.

Igazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha A = (aj),,, (valés

szamokbdl all6) matrixot jeldl, AX = 0 aza homogeén linearis
egyenletrendszer, amelynek matrixa A, és a széban forgé vektorok, illetve
alterek az R* vektortér elemei, illetve alterei.

@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX = 6> megoldasainak altere
kétdimenziés.
@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX = 6> megoldasainak altere

nulladimenziés.

ol

@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX =
négydimenziés.

megoldasainak altere
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5. feladat

Igazak-e sziikségképpen az alabbi kijelentések, ha A = (a,-j)

4xa (valés szamokbdl alls)

matrixot jeldl, AX =0 aza homogén linearis egyenletrendszer, amelynek matrixa A,
és a széban forgé vektorok, illetve alterek az R* vektortér elemei, illetve alterei.

@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX = 0 megoldasainak altere kétdimenzids.

. - .. . .
@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX = 0 megoldasainak altere nulladimenziés.

. — . . .
@ Ha A-nak van inverze, akkor az AX = 0 megoldasainak altere négydimenzids.

Megoldas:

@ A-nak van inverze

@ = det(A) #0

@ — A sorvektorai linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak
= A-ban Gauss-eliminaci6 soran nem tiinik el sor
= A |épcs6s alaknak 4 sora van.

— Nincs szabadismeretlen.

= A megoldasaltér dimenziéja nulla.



Teljes feladatsor #2
6. kérdés

(6) Tautolégidk-e az alabbi formulak?

(ﬁ(ﬂr)(ﬂy)(ﬂfr) v ﬁB(yJ)) = (('v'.r)(v'y) (Alz) B(y])) HH
((AvB)—C) = ((A—C)v(B—C)) IH

6. feladat

Tautolégiak-e az alabbi formulak?
° (=(3x) (Fy) (-A(x) V =B(y))) + ((vx) (Vy) (A(x) A B(y)))
o (AVB) = C)« (A= C)Vv(B— ()
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6. feladat

Tautolégidk-e az alabbi formulak?

° (= (3x) (By) (FAX) V =B(y))) < ((vx) (Vy) (A(x) A B(y)))
o (AVB)=» ()« ((A—=C)v(B— ()

Az egyik predikatum-, a masik itéletkalkulusbeli formula.

Megoldas:
o Tautoldgia: a <+ két oldalan egymassal ekvivalens formulak
allnak. (Ugyanaz a tagadas, mas formaban.)
@ Ha nincs jobb 6tlet: igazsagtabla, és megnézni, hogy
mindenhol igaz jon-e ki. NEM.



Teljes feladatsor #2

7. kérdés

(7) Legyen f: 2% — Z, (wy) — x+yésg:Z — Z* z v (x— 1,2 +1). Melyek az igaz
kijelentések az alabbiak koziil?

|)| [ injektiv _;| g szurjektiv -:;-l g injektiv _;l egyik sem () Ijl

7. feladat

Legyen f : 72 — 7, (x,y) — x + y és

g:7 — 72 x> (x—1,x+1). Melyek az igaz kijelentések az
alabbiak koziil?

’ 7 ‘ f injektiv ‘ g sziirjektiv ‘ g injektiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘

W
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7. feladat
Legyen f : Z? — Z, (x,y) > x + y és

g:7 — 72 x> (x—1,x+1). Melyek az igaz kijelentések az
alabbiak koziil?

’ ? ‘ f injektiv ‘ g sziirjektiv ‘ g injektiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘

Megoldas:
e f nem injektiv. Ellenpélda: (1,4) — 5, (2,3) — 5 DE
(1,4) #(2,3).

@ g nem sziirjektiv. A (0, 0)-nak nincs Gse.

@ g injektiv. Definicié szerint kénnyen kijon.



Teljes feladatsor #2
8. kérdés

(8) Legyen @ = (—3,0,1,2),5 = (-1,2,0,0), 7= (=2,-2,1,2) és d = (1,2,1,2) € R, és persze

0= (0,0,0,0). Melyek linedrisan fiiggéek az alabbi vektorrendszerel koziil?

?l(z,E,E-;;-| bad Olab Ol oadO

A ~ 17
egyik sem -\7,-| ! |

8. feladat

Legyen @ = (—3,0,1,2), b =(—1,2,0,0), @ =(-2,-2,1,2)
és 7 =(1,2,1,2) € R*, és persze 6> =(0,0,0,0). Melyek
linearisan fliggbek az alabbi vektorrendszerek koziil?

’?‘?, ‘ ?7‘ ‘ ?g‘egyiksem‘?‘

\L|

4
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8. feladat

Legyen @ = (—3,0,1,2), b =(—1,2,0,0), @ =(-2,-2,1,2)
& d = (1,2,1,2) € R*, és persze 0= (0,0,0,0). Melyek
linearisan fligg6ek az alabbi vektorrendszerek koziil?

’?‘7 ‘ ?7‘ ‘O ag‘egyiksem‘?‘

i|

l
\
N

Standard feladat, nincs sziikség segitségre

Megoldas:
e Linearisan fliggé.
e Linearisan fliggetlen.
e Linearisan fliggetlen.

o Linearisan fliggs.



Teljes feladatsor #2
9. kérdés

(9) Tegyen A = {0,1,2,3,4}, C = {{2.A\ (2]}, D = {{0,2,3).{1.23}.{4)} & £ =
{P(1).{1}, {3.4}}. A téglalapban felsoroltak koziil melyek osztdlyozasai az A halmaznak?

|?|U oo |e.‘ O

. 1
egyik sem -\_;I ! |

9. feladat

Legyen A=1{0,1,2,3,4},C = {{2},A\ {2}},
D ={{0,2,3},{1,2,3},{4}} es £ = {P(0),{1},{3,4}}. A

téglalapban felsoroltak koziil, melyek osztalyozasai az A halmaznak?

HEEIE
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9. feladat
Legyen A=1{0,1,2,3,4},C = {{2},A\ {2}},
D =1{{0,2,3},{1,2,3},{4}} es £ = {P(0),{1},{3,4}}. A

téglalapban felsoroltak koziil, melyek osztalyozasai az A halmaznak?

)
9
™

™

Hogy néz ki az osztalyozas?

Megoldas:
o C osztalyozas
@ D nem osztalyozas (a 2-es két blokkban szerepel)

@ £ nem osztalyozas (a 2-es biztos nem szerepel egy blokkban
sem)



Teljes feladatsor #2

10. kérdés

020

(10) Hany olyaneleme vana | 0 0 1 | mdtrix inverzének (a kilenc koziil), amelyik egész szam?
11

Pontosabban, az A~ -ben hany helyen van egész szam? (Tehdt ha egy szam tibb helyen is fellép,

akkor tébbszir szamoljuk.) Ha nem létezik az A~!, akkor az ,egyéb” lehetdséget jeltlje meg.

[} o2 of ols of ofs o]s Ofewa o]

10. feladat

0 20
Hany olyan elemevana | 0 0 1 | matrix inverzének (a kilenc
1 11

koziil), amelyik egész szam? Pontosabban, az A=!-ben hany helyen
van egész szam? (Tehat ha egy szam tobb helyen is fellép, akkor
tobbszdr szamoljuk.) Ha nem létezik az A=, akkor az ,egyéb”
lehetSséget jeldlje meg.
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10. kérdés

10. feladat
0 2 0

Hany olyan eleme van a 0 0 1 matrix inverzének (a kilenc koziil), amelyik
1 1 1

egész szam? Pontosabban, az A=1-ben hany helyen van egész szam? (Tehat ha egy
szam tdbb helyen is fellép, akkor tdbbszdr szamoljuk.) Ha nem létezik az A~1, akkor

az ,egyéb” lehetéséget jeldlje meg.

Megoldas:

02 0|1 0 0 11 1/0 0 1

00 1/01 0] ~ (0201 00

11 1[0 0 1 00 1|0 1 0

11 1]0 0 1

~ |01 0|3 0o

00 1/0 1 0

1 0 0|-3 -1 1

~ o 10| 1 o0 o0

00 1/0 1 0




© 3. Feladatsor

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) krét matematika 1. gyakorlat 2014. december 3. 70 / 73



Teljes feladatsor #4

1. kérdés

(1) Milyen tulajdonsdgai vannak a Z-n értelmezett p = {(x,y) AN yg} C Z? reldciénak
az aldbbiak koziil?

7| szimmetrikus O | antiszimmetrikus O | reflexiv O

tranzitiv () | egyik sem () | ? |

1. feladat

Milyen tulajdonsagai vannak a Z-n értelmezett
p={(x,y) € Z? : x> < y?} C Z? relaciénak az alabbiak kéziil?

’ ? ‘ szimmetrikus ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ tranzitiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘
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1. feladat

Milyen tulajdonsagai vannak a Z-n értelmezett
p={(x,y) € Z? : x> < y?} C Z? relaciénak az alabbiak kéziil?

’ ? ‘ szimmetrikus ‘ antiszimmetrikus ‘ reflexiv ‘ tranzitiv ‘ egyik sem ‘ ? ‘

Megoldas:
@ Nem szimmetrikus: (0,1) € p de (1,0) ¢ p.
e Nem antiszimmetrikus: (—1,1) € p, (1,—1) € pde 1 # —1.
o Reflexiv: minden x € Z-re (x,x) € p, mert x> < x°.

e Tranzitiv: x* < y?-bsl és y? < z?-bél kdvetkezik, hogy
x2 < 72,



Teljes feladatsor #4

2. kérdés

(2) Legyen z az a komplex szam, amelyre (3 —¢)z = 5+ 5. Mennyi z képzetes része (azaz az ¢
egyiitthatéja z kanonikus alakjaban) az alabbiak kozil?

[[-zol20l-opoliolololio

L

egyik sem () I‘l

2. feladat

Legyen z az a komplex szam, amelyre (3 — i)z = 5+ 5i. Mennyi z
képzetes része (azaz az i egyiitthatdja z kanonikus alakjaban) az
alabbiak koéziil?
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2. feladat

Legyen z az a komplex szam, amelyre (3 — i)z =5+ 5i. Mennyi z
képzetes része (azaz az i egyiitthatdja z kanonikus alakjaban) az
alabbiak koéziil?

Ugy kell megoldani, mint egy kdzépiskolai linearis egyenletet.

Megoldas:
(3-i)z = 5+5i
545
2T 3
5450 34/ 10+20i
2T 37347 10

z = 142



Teljes feladatsor #4

3. kérdés

(3) Hany V (diszjunkcié jel) van az A — (B V (=C)) teljes diszjunktiv normélformdjaban?
(Vigydzat, eggyel kevesebb, mint a diszjunkcié tagjainak a szdma!)

ool o] ofs ¢

)

egyéb (O IT |

3. feladat

Hany V (diszjunkci6 jel) van az A — (B V (—=C)) teljes diszjunktiv
normalformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a diszjunkcié
tagjainak a szamal)
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3. feladat

Hany V (diszjunkcié jel) van az A — (B V (—C)) teljes diszjunktiv
normélformajaban? (Vigyazat, eggyel kevesebb, mint a diszjunkcié
tagjainak a szamal!)

Megoldas:

lgazsagtablazat = megnézni hany kiilonbozé kiértékelésre igaz (a
8-bdl) =-ez lesz a diszjunkci6 tagjainak a szama.

Masik megoldas:

A= (BV(-C) = h

A=i & BV(~C)=h
B=h&-C=h
B=h&C=i

A formula 1 darab kiértékelésre hamis, tehat 7 darabra igaz. Igy a Vv
jelek szama 6.



Teljes feladatsor #4

4. kérdés

1 2 3

(4) Legven A= {0 2 3. Mennyi A (valés) sajatértékeinek dsszege az alabbiak koziil:
00 3
[]-= o] -1 0]oofio]sols o] o] = ofemiscem Of]

4. feladat

1 23
Legyen A= | 0 2 3 |. Mennyi A (valés) sajatértékeinek
0 0 3

Osszege az alabbiak koéziil?
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4. feladat

. Mennyi A (valés) sajatértékeinek

w w W

1 2
Legyen A= | 0 2
0 0

Osszege az alabbiak koziil?

Elég specialis a matrix alakja.

Megoldas:
Triangularis matrix sajatértékei a f6atloban levs elemei.



Teljes feladatsor #4

5. kérdés

(5) Mekkora annak a parallelepipedonnak a térfogata, amelynek egyik csicsa az origd, és az
origéval szomszédos (azaz éllel Gsszek6tott) esiesal pv:(hcr az (1,1,0), (0,2,2) és (1,0,1) pontok?

oo JE] X (RS

(O |egyik sem () I‘l

5. feladat

Mekkora annak a parallelepipedonnak a térfogata, amelynek egyik
csiicsa az origd, és az origdval szomszédos (azaz éllel Gsszekotdtt)
csucsai pedig az (1,1,0), (0,2,2), és (1,0,1) pontok?
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5. feladat

Mekkora annak a parallelepipedonnak a térfogata, amelynek egyik
csiicsa az origd, és az origdval szomszédos (azaz éllel 3sszekotott)
csticsai pedig az (1,1,0), (0,2,2), és (1,0,1) pontok?

Ez egy alkalmazasa a determinansoknak.

Megoldas:

Felirjuk a determinanst, és kifejtjiik az elsé sora szerint:
1 10
0 2 2 :1‘§i‘_1‘2§'
1 01



Teljes feladatsor #4

6. kérdés

(6) Igazak-c az aldbbiak:

R N megszamlalhatoan végtelen.

|N| = ¥o a legkisebb végtelen szdmossag.
igen () |nem O H
|1Z % Q| = R. -

6. feladat
Igazak-e az alabbiak?

@ R x N megszamlalhatoan végtelen.
o |N| =Ny a legkisebb végtelen szamossag.
4 |Z X Q| = No.
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6. feladat

Igazak-e az alabbiak?
@ R x N megszamlalhatoan végtelen.
o |N| =Ny a legkisebb végtelen szamossag.
° |Z x Q| = No.

Hint
IN| = |Z| = |Q] = Ro, [R| = c.
Szamossagaritmetika alaptétele.

| A

Megoldas:
@ Hamis: R x N =max{c,No} = c.
o Igaz.
e Igaz: |Z x Q| = max {Ng, Ng} = No.



Teljes feladatsor #4

. kérdés
(7) Az alabbi
)(l'f.W: = zgyfrgz hxgyfz = J'fcgyft)

Wxyzfg = xygrzgf A xufzg = vzgyzgf)
Wwyzgf = wyfrzfg A rygzf = vz fy=fq)

)

formulak koziil melyik az, amelyik azt fejezi ki forditott lengyel jeltlésben, hogy az f
kétvéltozés miivelet disztributiv a g kétvaltozés miiveletre?

I EEEE

egyik sem () I‘l

7. feladat
Az alabbi

A:
B:

(Yx) (Yy) (Vz) (xfygz = xgyfxgz N\ xgyfz = xfzgyfz)

(Vx) (Yy) (Vz) (xyzfg = xygxzgf A xyfzg = xzgyzgf)
C: (Yx) (Yy) (Vz) (xyzgf = xyfxzfg N xygzf = xzfyzfg)

formulak koziil melyik az, amelyik azt fejezi ki forditott lengyel

jel6lésben, hogy az f kétvaltozés mivelet disztributiv a g
kétvaltozés miiveletre?
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Az alabbi

A: (Yx) (Yy) (Vz) (xfygz = xgyfxgz N\ xgyfz = xfzgyfz)

B: (Yx) (Yy) (Vz) (xyzfg = xygxzgf N xyfzg = xzgyzgf)

C: (Yx) (Yy) (Vz) (xyzgf = xyfxzfg N xygzf = xzfyzfg)
formulak kozil melyik az, amelyik azt fejezi ki forditott lengyel

jel6lésben, hogy az f kétvaltozés mivelet disztributiv a g
kétvaltozés miiveletre?

Hint
o MELYIK...?

o Forditott lengyel jeldlés = postfix abrazolas.

@ Hasznaljunk konkrét f és g-t, példaul szorzast és dsszeadast.




7. feladat’

Melyik formula fejezi ki forditott lengyel jel6lésben, hogy az f
kétvaltozés miivelet disztributiv a g kétvaltozés miiveletre?

Megoldas:

o Infix abrazolas:

x-(y+2) = (x-y)+(x-2)
xf(ygz) = (xfy)g(xfz)
@ Postfix abrazolas:
Xyz+- = Xy-Xxz-+
xyzgf = xyfxzfg

@ Ez mar elég? Nem.
e Valasz: C.



Teljes feladatsor #4

8. kérdés

(8) Legyen @ = (3,2,0,1), b=(-1,1,2,1), 7 = (12,3,—6,0) € R*. frjuk fel a T vektort ¥ =
Ad + ,ug alakban (A, p € R). Melyik a A + p szam (tehdt a két egyiitthatd Gsszege) az aldbbiak

kozil?
[l of: o

3 0|-10of-20]-s

O -5 O
) | 2 )

egyéb () IT |

[Szamolas, wndoklas:

szdmolds, indoklds.

8. feladat

Legyen & = (3,2,0,1), b = (=1,1,2,1),

V= (12,3, -6,0) € R*. Irjuk fel a V vektort V = \7 + ,u?
alakban (A, € R). Melyik a A + p szam (tehat a két egyiitthaté
Osszege) az alabbiak koziil?
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8. feladat

Legyen & = (3,2,0,1), ? =(-1,1,2,1), V= (12,3, —6,0) € R*. Irjuk fel a v
vektort V = A7 + u? alakban (A, u € R). Melyik a A + p szam (tehat a két

egylitthaté Gsszege) az alabbiak koziil?

Standard médszer vs. gondolkozzunk vs. vegyiik észre.

Megoldas:
3 —-1] 12 1 0
2 1 3 1 3
0 2 |-6 2 | —6
1 1 0 -1 12

OO OHFH WONH
=
o

—4 | 12




Teljes feladatsor #4

0. kérdés

(9) Legyen @ = (1,—1,2) és b= (—2,1,1). Melyik az @ x b vektoridlis szorzat a téglalapban

felsoroltak koziil?

|!|(75,2.71) | (—3,-5,—1) | (—9,-9.9) | 9,-9,-9) | (3,7.5) | egyik sem |1|

9. feladat

— —
Legyen @ = (1,—1,2) és b = (—2,1,1). Melyik az @ x b
vektorialis szorzat a téglalapban felsoroltak koziil?
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9. feladat

— —
Legyen @ = (1,—-1,2) és b = (—2,1,1). Melyik az @ x b
vektorialis szorzat a téglalapban felsoroltak koziil?

Csak tudni kell mi az a vektorialis szorzas. \

Megoldas:
i j k
%
T x b = 1 -1 2
2 1 1
I N A I
"1 17 21 2 1
= —3/—5j—k=(-3,-5-1)



10. kérdés

(10)  Jeldlje be a téglalapban felsorolt elemek kozill azokat, amelyek szerepelnek (egyszer vagy
1 -1 1

tobbszor) az A= | -1 0 1 matrix inverzében!
-2 1 -1

s o] 2ol-1ofoofio]

Szamolas, indoklas:

O |3 O | 40 |cg‘yik sem szerepel () I’l

szdmolds, indoklds.

10. feladat

Jeldlje be a téglalapban felsorol elemek koziil azokat, amelyek
1 -1 1

szerepelnek (egyszer vagy tobbszér) az A= | -1 0 1
-2 1 -1

matrix inverzében!




10. kérdés

10. feladat
Jeldlje be a téglalapban felsorol elemek koziil azokat, amelyek
1 -1 1
szerepelnek (egyszer vagy tobbszor) az A= | -1 0 1
-2 1 -1
matrix inverzében!
Megoldas:
I -1 11 0 0 I -1 1]1 0 0
-1 0 1|0 1 0f~l0 -1 2|1 1 0|~
-2 1 -1]0 0 1 0 -1 1[2 0 1
1 1 1]1 0 0 1 0 -1]0 -1 0
0 1 —2|-1 -1 0 01 —2|-1 -1 0
0 -1 1 ]2 o0 1 00 —1|1 -1 1
1 0 -1]0 -1 0 1 0 0]-1 0 -1
01 —2|-1 -1 0 01 0[-3 1 -2
00 1 |-1 1 -1 00 1|-1 1 -1
-1 -1
— Al= -3 1 =2
-1 -1




© Valogatott feladatok
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Valogatott feladatok

3. kérdés

(8) Legyen A :={0,1,..., 8ha:={(r,y) € A% : |z —y| <6} C A% Fi=alady:= A\ 4
Az aldbbiak kozil mely tulajdonsdgokkal rendelkezik az A halmazon definidlt v reldcié?

dichotom ( :)l egyik sem () I?l

|’I tranzitiv () |emlis-.zi|1|m(‘t|iku.& O

3. feladat

Legyen A={0,1,...,8}, a={(x,y) € A%: |x —y| <6} C A%
B =ataésy=A?\ B. Az alabbiak kéziil mely tulajdonsagokkal
rendelkezik az A halmazon definialt + relaci¢?

| tranzitiv | antiszimmetrikus | dichotom | egyik sem |
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3. feladat

Legyen A={0,1,...,8}, a={(x,y) € A2: |x —y| <6} C A%
B =ataésy=A?\B. Az alabbiak koziil mely tulajdonsagokkal
rendelkezik az A halmazon definialt + relaci¢?

| tranzitiv | antiszimmetrikus | dichotom | egyik sem |

Legalabb az alaphalmaz véges.

Megoldas:
o o = ,legfeljebb 5 tavolsagra vannak”
o al=a
o 3 = legfeljebb 10 tavolsagra vannak” = A?
e v=10
— + tranzitiv, antiszimmetrikus, nem dichotém.



Valogatott feladatok

6. kérdés

(4) Az alabbi részbenrendezett halmazok kézill melyiknek van legkisebb eleme?

Y& e

[Tolole ool

”. egyiknek sines \)I |

6. feladat
Az alabbi részbenrendezett halmazok koziil melyiknek van legkisebb
eleme?

Megoldas: Mindnek van.
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Valogatott feladatok

7. kérdés

(6) Legyen

- 1, ha = =1
n:N—=N, re— N
@ N, =z {,4‘ —1, haz=>1

A:N—=N, r—z+1
Az aldbbi kijelentések koziil ikszeljiitk be az igazakat.

|?|u sziirjektiv (:::l 3 injektiv O

-~

3 swiirjektiv ()| az eldzdek egyike sem (O I':)l

7. feladat
Legyen
, hax=1
x—1, hax>1’
6:N=>N x—x+1.
Az alabbi kijelentések koziil ikszeljiik be az igazakat.

a:N—-N x—

« sziirjektiv ‘ B injektiv ‘ [ sziirjektiv
az el6z6ek egyike sem
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7. feladat
Legyen

, hax=1
x—1, hax>1’
6:N=>N x—x+1.
Az alabbi kijelentések koziil ikszeljiik be az igazakat.

a:N—=>N x—

« sziirjektiv ‘ B injektiv ‘ B sziirjektiv
az el6z6ek egyike sem

Megoldas:
@ « sziirjektiv, mert az x tetsz6leges természetes szam &se
(példaul) az x + 1 szam.

o [ injektiv, mert ha x +1 =y + 1, akkor x = y.

@ [ nem sziirjektiv, mivel az 1-nek nincs 6se.



(7) Legyen @ :N - NxN,zw (22 + 522 +1), ésp:NxN—Z, (z,y)—x—y Igazak-e

az alabbiak:
w0t sziirjektiv.”

wip injektiv.”

n igen () |nemn

Wi sziirjektiv.”

8. feladat

Legyen ¢ : N — N, x — (x2—|—5,x2—|—1), és

Y :NxN—=Z, (x,y) = x —y. |Igazak-e az alabbiak:
@ 1) sziirjektiv.”
@ ,¢ injektiv.”

@ %) sziirjektiv.”




Valogatott feladatok
8. kérdés

8. feladat

Legyen ¢ : N5 N x N, x = (x> +5,x*+ 1), és

Y :NxN—=Z, (x,y) = x — y. |gazak-e az alabbiak:
@ 1) sziirjektiv.”
@ ., injektiv.”

@ ¢ sziirjektiv.”

Megoldas:
@ o injektiv, mert , koordinatanként” injektiv.
o 1) sziirjektiv, mert egy negativ x egész szam Gse példaul a
(0, |x|) szampar, pozitiv egész x esetén az &se példaul (x,0),
és a nullanak is végtelen sok 6se van.

@ 1) nem sziirjektiv. Nem létezik olyan x € N, melyre

x () = 0.



A tanarok hozzaallasa a vizsgan:
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Vége

A tanarok hozzaallasa a vizsgan:

You Shall Not Pass!

Bogya Norbert (SZTE, Bolyai Intézet) Diszkrét matematika I. gyakorlat 2014. december 3. 72 /73



Koszonom a figyelmet!
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