Név: L2 |3 4|5 | D

EH A

Diszkrét matematika II. gyakorlat
1. ZH — 2014. mércius 19.
Uruk-hai csoport

1. Feladat. (4 pont) Oldja meg az 5'** = z (mod 72) kongruenciat? (Erdekesség: az 5!22

szam 86 szamjegyt.)

Megoldas. Mivel 72 = 3% - 23, ezért o(72) = (32 — 3) - (22 — 2?) = 6 -4 = 24. Euler
tételének értelmében 52* = 1 (mod 72). Ebbdl kovetkezik, hogy

5122 = 52492 — (524)° .52 =1.25 =25 (mod 72).

2. Feladat. (1+2+2 pont) Egy fagylaltos 6 kiilonboz6 izii fagylaltot arul: pisztéacia, va-

nilia, tutti-frutti, karamell, rumos di6 és kavé.

(b) Hanyféleképpen kérhet egy 5 {Gs tarsasag ﬁ

1-1 kétgombos fagylaltot? (A rendelés sor- —
rendje nem szamit, csak az, hogy ki me- m

lyik fagylaltot kérte.)

(c) Elfogyott a pisztacia, és a tobbit annyira nem szeretjiik. Ezért inkabb dobozba kériink
6 gomb fagylaltot, hogy majd otthon megegyiik. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg,
ha két gdmb vaniliat biztos venni akarunk? (A dobozban a gémbok sorrendje nem
szamit, csak az, hogy melyik milyen iz.)

(a) Tolecsérben a gomboket egymaés tetejére
pakoljak. Hanyféle kiilonb6ézé 4 gdémbos
fagylaltot kérhetiink? (A gombok elhe-
lyezkedésénél szamit a gdmbok sorrendje.)

Megoldas. (a) A 6 kiilonbozs fajtabol kell négyet kivalasztani, és ezeket sorba rendezni.
Ismétléses variacio, a vilasz 6%

(b) Egy 6 62-féle fagylaltot kérhet. Mindenki, egymastol fiiggetleniil ugyanennyit kérhet.
Igy a valasz 62 - 62 - 62 - 62 - 62 = 6.

(c) A feladat az, hogy a maradék 5-féle izbdl valasszunk 4-et. Azonban egy izbdl tobbet is
véalaszthatunk, tehat a valasz az ismétléses kombinacié képletével adhato meg: (5+i_1).




3. Feladat. (5 pont) Adja meg a 642+28y = 12 diofantoszi egyenlet altalanos megoldésat.
A megoldés soran hasznalja az euklideszi algoritmust, kiilonben a megoldasért nem jar
pont.

Megoldas. 1. lépés. Kiszamoljuk a 64 és 28 legnagyobb kozos osztojat.

64 = 28-2+8
28 = 8-3+4
8§ = 4-2+0

A legnagyobb koz0s osztd 4, ami osztja a 12-t, tehét létezik megoldas.
2. lépés. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat. Az euklideszi algoritmus
eredményeit hasznalva kapjuk, hogy

8§ = 64—-28-2
4 = 28—8-3

Azaz
4=28—-8-3=28—(64—28-2)-3=28—64-3+28-6=28-7—64-3.

A megfelels atalakitasok utan a fenti egyenlet 64-(—3)+28-7 = 4, azaz 64-(—9)+28-21 =
12. Tehat xg = —9, yo = 21 egy partikularis megoldas.
3. lépés. Megadjuk az egyenlet altaldnos megoldasat:

28 64
r=—0+ Tt=-9-T  y=21-_t=21-16t t€Z

4. Feladat. (4 pont) Hatarozza meg a (223 + 3)7 kifejezésben az x° tag egyiitthatojat.

Megoldas. Felhasznéljuk a binomialis tétel, mely szerint (a + b)" = >, a™ "b". Meg-
keressiik, melyik 7 hatarozza meg az z%-es tagot. Az a = 22 és b = 3 helyettesitéssel az
altalanos tagra azt az Osszefiiggést kapjuk, hogy

(2‘%3)771‘ .9l 9T—i gi 21-30
21-3i

Igy az « -nek kell lennie az x%-es tagnak, azaz 21 — 3i = 9, azaz i = 4. Igy a keresett

tag () - 2% 3% 2% A keresett egyiitthato (1) - 23 3%

5. Feladat. (5 pont) Oldja meg a

3z =

X

(mod 5)
(mod 4)

w N

kongruenciarendszert.



Megoldas. 1. lépés. Megoldjuk a kongruencidkat kiilon-kiilén. A masodikat mar nem kell,
mert az mar a kellg alakban van megadva. Tehat csak az elsét kell megoldani. Attériink
diofantoszi egyenletre: 3x — by = 2. Ennek az xy = 4, yp = 2 egy megoldasa, igy ebbsl
felirhato az altalanos megoldas. (Természetesen felhasznaljuk azt, hogy Inko(3,5) = 1.)
Megoldas: x = 4 — 5t, azaz =4 (mod 5).

2. lépés. Megoldjuk a kongruenciarendszert diofantoszi egyenletrendszerként.

r = 4 (mod 5) r—by = 4 B B
s = 3 (mod4)}<:> v dr — 3 = 4+dy—4z=3<<=5y—4z=-1
Az utolsé diofantoszi egyenletnek az yg = —1, 2o = —1 megoldasa, tehat az altalanos

megoldas y-ra y = —1 — 4¢, t € Z. Ebbdl kovetkezik, hogy
r=4+5y=4+5(—1—4t) = —1—20t.

Azaz x = —1 (mod 20), azaz = 19 (mod 20).




Név: L2 |3 4|5 | D

EH A

Diszkrét matematika II. gyakorlat
1. ZH — 2014. mércius 19.
Tiinde csoport

1. Feladat. (4 pont) Mi a 7%% szam utols6 harom szdmjegye? (Erdekesség: maga a szam 485

szamjegy.)

Megoldas. Az utols6 harom szamjegyet megkaphatjuk az 1000-rel vett osztasi maradék-
ként, tehat a 7893 = 2 (mod 1000) kongruencia megoldésat keressiik. Mivel 1000 = 52 - 23,
ezért p(1000) = (5% — 52) - (23 — 22) = 100 - 4 = 400. Euler tételének értelmében 740 = 1
(mod 1000). Ebbdl kivetkezik, hogy

7803 — 7400-2+3 — (5400)2 . 73 =1. 73 — 343 (mod 1000)

2. Feladat. (4 pont) Hanyféleképpen tudjuk sorba rendezni a ,KITARTAS” sz6 bettiit
ugy, hogy két maganhangzo ne keriiljon egymas mellé?

Megoldas. A harom maganhangzo6 kozott legalabb egy-egy méssalhangzonak allnia kell:
L IXAXA A két X két massalhangzot jeldl, igy még el kell helyezni 5-2 massalhangzot
a sorozatba. Ezeket 4 helyre tehetem be: A két X-szel jelolt helyre, illetve a sorozat elejére
és végére. Tehat mindegyik betiihoz ki kell valasztani egy helyet, ez (4+§_1)—féleképpen
teheté meg. Tovabba a hdrom magénhangzo6 3!-féleképpen allhat sorban, a massalhangzok
pedig g—i—féleképpen. Tehat a valasz (g) -3l g—:

3. Feladat. (5 pont) Adja meg a 15x+51y = 9 diofantoszi egyenlet altalanos megoldasat.
A megoldés soran hasznalja az euklideszi algoritmust, kiilonben a megoldasért nem jar
pont.

Megoldas. 1. lépés. Kiszamoljuk a 15 és 51 legnagyobb kozos osztojat.

51 = 15-446
15 = 6-2+43
6 = 3-2+40
A legnagyobb kozos oszt6 3, ami osztja a 9-et, tehat létezik megoldas.
2. lépés. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat. Az euklideszi algoritmus
eredményeit hasznalva kapjuk, hogy
6 = 51—-15-4
3 = 15—-6-2



Azaz
3=15-6-2=15—(5h1—15-4)-2=15-51-2+15-8=15-7—51-2.

A megfelel atalakitasok utan a fenti egyenlet 15-7+51-(—2) = 3, azaz 15-214+51-(—6) = 9.
Tehat x¢y = 21, yg = —6 egy partikularis megoldas.
3. lépés. Megadjuk az egyenlet altalanos megoldésat:

51 15
r=214 St=21417t, y=-6-—t=-6-5  teL

4. Feladat. (5 pont) Hatérozza meg a (22 + %)9 kifejezésben az x® tag egyiitthatojat.

Megoldas. Felhasznaljuk a binomialis tétel, mely szerint (a+b)" = > 7" a™ "b’". Megke-
ressiik, melyik ¢ hatérozza meg az x3-es tagot. Az a = 2% és b = 327! helyettesitéssel az
altalanos tagra azt az Osszefiiggést kapjuk, hogy

(1;2)9—1‘ ) (3x*1)i gl 182 gi 18-30

Igy az 2'8%-nek kell lennie az z3-os tagnak, azaz 18 — 3i = 3, azaz i = 5. Igy a keresett

tag (7) - 3° - 2°. A keresett egyiitthato (7) - 3°.

5. Feladat. (5 pont) Oldja meg az

r = 2 (modb5)
1 (mod 4)

kongruenciarendszert.

Megoldas. 1. lépés. Megoldjuk a kongruencidkat kiilon-kiilon. Az els6t mar nem kell, mert
az mar a kells alakban van megadva. Tehéat csak a méasodikat kell megoldani. Attériink
diofantoszi egyenletre: 3x — 4y = 1. Ennek az xy = 3, yo = 2 egy megoldasa, igy ebbdl
felirhato az altalanos megoldas. (Természetesen felhasznaljuk azt, hogy Inko(3,4) = 1.)
Megoldas: x = 3 — 4t, azaz © = 3 (mod 4).

2. lépés. Megoldjuk a kongruenciarendszert diofantoszi egyenletrendszerként.

T
T

(mod b5) }<:> r—5y = 2

2
3 (mod 4) T — 4y — 3}<:>2+5y—42—3<:>5y—4z—1

Az utolso diofantoszi egyenletnek az yy = 1, 2o = 1 megoldéasa, tehat az altalanos megoldés
yray =1—4t, t € Z. Ebbdl kovetkezik, hogy

T =2+5by=2+5(1—4t) =7 — 20t.

Azaz x =7 (mod 20).




