(GRAFELMELET

Alapfogalmak, Euler-vonal, Hamilton-ut. Fak, paros grafok.
Parositas, lefogd ponthalmaz. Sikgrafok, grafok szinezése.

A grafok az informatikdban gyakran el6fordulé matematikai strukturak. Az internet is
felfoghato egy grafként, de akar egy adott épiilet villamos halozata is. Az emberek kozot-
ti ismertségek is kezelhetsk grafként (Facebook). A GPS is grafként kezeli a térképeket, és
grafelméleti algoritmusok hasznalataval allitja el§ az utvonalat. A kémiai molekulék is vizs-
gélhatok grafként, mint az atomok és a koztiik 1év6 kotések megjelenitése.

1. Alapfogalmak

1. Definici6 (Graf). A G = (V, E,I) harmast grafnak nevezziik, ha V és E két halmaz,
I CV x E egy leképezés kozottik, tovabba minden e € E esetén a V, = {v € V : (v,e) € I}
halmaz elemszama 1 vagy 2. A V' halmaz elemeit a graf csicsainak, az E halmaz elemeit a
graf éleinek nevezziik.

A fenti definici6 elég absztraktnak ttinik annak, aki mar latott grafokat. A V jeloli a graf
csucsainak halmazat, az F pedig az éleinek halmazat. Az I leképezés mondja meg, hogy mely
csuicsok és élek allnak kapcsolatban. A V, halmaz az e él végpontjainak halmaza.

A tovabbiakban a grafoknal az illeszkedési relaciot nem jeldljiik, mindig feltételezziik,
hogy van egy illeszkedési relacio a hattérben, amit ismeriink.

2. Definicié. Legyen adott egy G = (V| F) graf. Egy e € F élt hurokélnek neveziink, ha a
hozza tartozo V., halmaz 1-elem.

3. Definici6. Legyen adott egy G = (V, E) graf. Az e, f € E éleket parhuzamos éleknek
nevezziik, ha a hozzajuk tartozo V. és V; halmazok megegyeznek, azaz ugyanazok a végpont-
jaik.

A kiilonb6z6 alkalmazéasokban tobbszor elGkeriil az, hogy a graf élein keresztiil szeretnénk
tenni egy ,sétat”. Nyilvan az éleken torténd ,séta” kozben csticsokon és éleken haladunk at,
igy kiilonboz6 sétakat kiilonboztetiink meg attol fiiggéen, hogy miken nem akarunk tobbszor
is keresztiilmenni.

4. Definicio (Séta). Legyen G = (V| E) egy graf. Egy v, e1,v1,...,U5_1, €, Uy sorozatot
sétanak neveziink, ha vy, vy, ..., v, sorozat V-beli csticsok egy sorozata, és az e; € E élek
végpontjai v; 1 és v; minden ¢ € {1,..., k} esetén. Ha vy = vy, akkor zart sétarol beszéliink.
A k szamot a séta hosszanak nevezziik.



5. Definicié (Vonal). Ha egy séta élsorozataban nincs ismétlgdés, akkor a sétat vonalnak,
illetve zart vonalnak nevezziik.

6. Definici6 (Ut). Ha egy séta csticssorozataban nincs ismétlédés, akkor a sétat atnak,
illetve kérnek nevezziik. (Kor esetén természetesen az els§ és az utolsé csticsnak meg kell
egyeznie, az ismétlédés tilalma ezekre nem vonatkozik.)

7. Megjegyzés. Ha nincs egy sétaban csucsismétlés, akkor garantaltan nincs élismétlés sem.
Tehat egy ut egyben vonal is.

8. Példa.

V. = {a,b,c,dye, f,g,h},

E = {e1,eq,e3, 64,65, ¢ 7,8, €9, €10, €11,
612}7

, (b, €2), (¢, €2), (b, €3),

(0763)7 d,e4),(f,e4),(f,e5),(g,e5),

a,er), (g, e7), (e, es),

h, €9), (b, €10), (f, €10),

(€, e12)

)
a, 611)7(0 e11), €, €12 }

h, €9, f, €4, d, €g,€,€192,€,€19, €, €3, d, €4, f, €10,
b, es, c,e9,b egy 10 hosszu séta.

a,eq, b, e, f,es, g, er, aegy 4 hosszu zart séta.
g,er,a,eq,b, es,cegy 3 hosszu tut.
f,es,9,€e,h,eq, f egy 3-hosszu kor.

9. Definicio (Fokszam). A G = (V| E) graf egy v € V cstucsanak fokszaméanak nevezziik
a csucsra illeszkedd nem hurokélek szamanak és a cstcsra illeszkedd hurokélek szamaéanak
kétszeresének az Osszegét. A v csics fokszamat d(v)-vel jeloljik.

10. Példa. A 8. Példa grafjat tekintve: d(c) = 3, d(e) = 3 és d(f) = 4.
A fokszam definiciojabol azonnal kovetkezik az alabbi tétel.

11. Tétel. Egy G = (V, E) grdf esetén a csucsok fokszdmainak osszege megegyezik az élek
szdmdnak kétszeresével, azaz
> d(v) =2|E|.

veV

12. Definici6é. A G graf egy v csticsat izolalt csiicsnak nevezziik, ha v fokszdma nulla.



13. Definici6. Egy grafot d-regularisnak neveziink, ha minden cstucsanak fokszama d. Egy
grafot regularisnak neveziink, ha valamilyen d-re reguléris.

14. Definici6é. Egy n-cstcsu graf Osszes csicsan végigmenve n darab fokszamot kapunk.
Ezeket monoton névekvd sorrendbe rakva kapjuk a graf fokszamsorozatat.

sorozata 2,2, 3, 3,3, 3,4, 4. Természetesen egy
fokszamsorozathoz t6bb (nem izomorf) graf is
tartozhat. Algoritmikusan megadhato olyan
egyszerd graf, melynek ugyanez a fokszamso-
rozata. Egy ilyen lathato a jobb oldali abréan. —

15. Példa. A 8. Példa grafjanak fokszam- \ /

16. Tétel. Pontosan akkor adhato meg eqy grdf, melynek dy,ds, ..., d, a fokszdmsorozata,
ha >, d; pdros.

17. Allitas. Ha egy grf fokszamsorozata dy,ds, . . ., d,, akkor a pdratlan d;-k szdma pdros.

18. Definici6. Egy graf 6sszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van ut. (A nulla hosszi
utat is megenged;jiik, tehat egyetlen izolalt pont is Osszefliggs. )

19. Tétel. Legyen G = (V, E) eqy tetszdleges grif. Ekkor a graf V csicshalmazdnak léte-
zik olyan Vi, Vs, ..., V, osztdlyozdsa, hogy a kiilonbozd Vi-k kézétt nincs él, illetve G grif
maindeqgyik V; csicshalmazra kilon-kilon 6sszefiiggd.

20. Definici6. Az el6z8 tételben szereplé Vi-khez tartozd grafokat az eredeti graf Osszefiig-
gbségi komponenseinek nevezziik.

21. Példa.
G /
b J
d
c
a o\
h 10 ee
k

A fenti G grafnak 4 6sszefiigg@ségi komponense van, ezek kiillonbozd szinnel vannak jelolve a
grafban.



22. Definicié. Egy G = (V, E) grafnak a H = (V', E’) graf egy részgrafja, ha V' C V és
E' C E. Azaz a H graf minden csticsa a G graf csicsai koziil keriil ki, és ha H-ban két pont
Ossze van kotve, akkor az a két pont a G-ben is Ossze van kotve.

23. Példa.
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Példaul a fenti G, graf részgrafja a 7 grafnak, viszont a GG3 nem részgrafja.

d eyg

A kiilonb6z6 alkalmazasok soran a hurokélek és a tobbszoros élek elveszthetik jelentd-
ségiiket. Példaul varosok kozotti ttvonaltervezésnél nincsenek hurokélek, vagy a Facebook
ismertségi grafjaban sincsenek se hurokélek, se parhuzamos élek. (Ez azt jelenti, hogy nem
szoktuk feltiintetni, hogy Anna ismeri sajat magat, illetve ha ismeri Adamot, akkor azt csak
egyféleképpen ismeri.) Ez indokolhatja, hogy olyan grafokat vizsgaljunk, melyekben nincsenek
ilyen , kiilonleges élek”.

24. Definicié (Egyszerii graf). Azokat a grafokat, melyekben nincs hurokél és nincsenek
parhuzamos élek, egyszerti grafoknak nevezziik.

2. Specialis vonalak és utak

Nagyon régi az a probléma, hogy egy grafot le tudunk-e rajzolni a ceruzank felemelése
nélkiil. A probléma megoldésa Euler nevéhez fiiz6dik, aki a megoldotta a konigsbergi hidak
problémajat. A varoslakok tették fel Eulernek a kérdést, hogy a varosban 1évs, Pregel folyon
ativel6 hét hidon &t lehet-e ugy sétalni, hogy mindegyik hidon pontosan egyszer menjiink at,
és ugyanoda érkezziink, ahonnan elindultunk.
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Euler 1736-ban megadta a valaszt, mely szerint nem lehet. A varos ma Kalinyingrad néven
ismert, és a vilaghédbortiban a hidjait lebombéaztak, igy az eredeti probléma mar elvesztette
létjogosultsagat, azonban ezt a problémat tartjak a grafelmélet elsé kérdésének.

25. Definici6 (Euler-vonal). Egy olyan vonalat, mely a graf minden élét pontosan egy-
szer tartalmazza, Euler-vonalnak nevezziik. Ha a vonal zéart, akkor zart Euler-vonalnak
nevezziik.

26. Tétel. Legyen G egy izoldlt pont nélkili graf. Ekkor

e (-ben pontosan akkor van zdrt Euler-vonal, ha 0sszefiiggd, és minden foka pdros,
o (G-ben pontosan akkor van Euler-vonal, ha 0sszefiiggd, és legfeljebb két darab pdratlan
foku csicsa van.

27. Példa.

el ¢ Gy € G ¢
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A G fokszamsorozata 2,3, 3,4, 4, igy ebben nincs zart Euler-vonal, de Euler-vonal van,
példaul az a,d,e,c,d,b,c,a,b vonal. A G5 fokszamsorozata 2,2,2,4,4, igy ebben van zart
Euler-vonal, példaul az a,d, e, c,d, b, c,a vonal. A G5 fokszamsorozata 2,3, 3, 3, 3, igy ebben
zart és nyitott Euler-vonal sincs.

Természetesen adodik a kérdés, hogy az élek helyett mikor tudunk az 6sszes ponton at-
menni. Hamilton talalt ki egy téblajatékot, melyben gyakorlatilag egy graf osszes csticsan
kellett tigy végigmenni, méghozza pontosan egyszer. Az § munkassaganak tiszteletére nevez-
ték el az ilyen utakat Hamilton-utnak.



28. Definici6é (Hamilton-ut, Hamilton-kér). Ha egy grafban egy ut minden csiicson atmegy,
akkor azt Hamilton-atnak nevezziik. Ha egy grafban egy kor minden csticson atmegy, akkor
Hamilton-kornek nevezziik.

Az Euler-vonal 1étezéséhez kapcsolodo tétel egy nagyon egyszeri karakterizacios tétel volt.
S6t, gyors algoritmus adhato, ami Euler vonalat és kort ad meg outputként. Ezzel szemben
a Hamilton-ut és kor esetén nincs se karakterizacios tétel, se hatékony algoritmus. Ismeretes
néhéany tétel, mely bizonyos grafok esetén miikodik, ezek koziil mi csak egyet emlitiink meg.

29. Tétel (Dirac tétele). Ha egy egyszerd graf minden csucsanak fokszama legaldbb akkora,
mint a csiucsszam fele, akkor van benne Hamilton-it.

Ha egy egyszerd graf minden csucsdnak fokszama legaldbb akkora, mint a csiucsszdm fele,
és van legaldabb 3 csicsa, akkor van benne Hamilton-kor.

3. Fak

A fak egy specialis tulajdonsagu grafcsalad. Egy fa tobb szempontbol is extremaélis érté-
keket képvisel a grafok kozott, mar a definiciojuk is ezzel teheté meg.

30. Definicié. Egy G grafot fanak neveziink,
ha Osszefiiggs, és minden élére igaz, hogy el- ®
hagyasa utan mar nem Osszefiiggs grafot ka-

punk. °

31. Definicié. Egy grafot minimalisan 6sszefiiggdnek neveziink, ha Osszefiiggs, de bar-
mely élét elhagyva mar nem Osszefiiggs.

32. Definicié. Egy grafot maximalis kormentesnek neveziink, ha nincs benne kor, de
barmely 1j élt hozzavéve méar lenne benne.

33. Tétel (Féak ekvivalens jellemzései). Legyen G egy n csicsi egyszerd grif. Ekkor a kévet-
kezok ekvivalensek.

A G grif fa.

A G grdf minimdlisan dsszefiiggd.

A G graf maximdlis kormentes.

A G graf dsszefiiggd, és eggyel kevesebb éle van, mint csicsa.
A G grdaf kérmentes, és eggyel kevesebb éle van, mint csicsa.

34. Megjegyzés. Egy adott n esetén az m-csiics grafok kozott egy n-cstucsu fa a legkevesebb
élt tartalmazo graf.

35. Tétel. Véges, egynél tobb csicsszami faban legalabb két elsdfoki csics van.



36. Definicio (Erds). Egy kérmentes grafot erdének neveziink.

37. Példa. Az alabbi graf egy erdé.

38. Megjegyzés. Az erd ugy is felfoghatd, mint fak csicsdiszjunkt egyesitése.

4. Grafparaméterek

39. Definicié (Parositas). Legyen G = (V) F) egy graf. Két E-beli élt fiiggetlennek vagy
idegennek neveziink, ha a végpontjaik négy kiilonb6z6 csicsot adnak. Filiggetlen éleknek
egy M halmazat parositasnak nevezziik. Ha az M parositas a G 6sszes csucsat lefedi, akkor
teljes parositasnak nevezziik. A G grafban a maximalis méretii parositas elemszaméat v(G)-
vel jeloljiik, azaz

v(G) = max{|M| : M péarositas G-ben}.

40. Definici6 (Lefogo ponthalmaz). Legyen G = (V| E) egy graf. A G graf pontjainak egy S
halmazat lefogé ponthalmaznak nevezziik, ha G minden élének legalabb az egyik végpontja
S-ben van. A G grafban a minimalis méretii lefog6 ponthalmaz elemszaméat 7(G)-vel jeloljiik,
azaz

7(G) = min{|S| : S lefog6d ponthalmaz G-ben}.
41. Allitas. Tetszdleges G grdfra v(G) < 7(G).

42. Definicié. Egy egyszeri grafot k-szinezhetdnek neveziink, ha a csiicsai kiszinezhetsk k
darab szinnel tigy, hogy barmely élének a végpontjai kiilonbo6z6 szintiek. A G graf kromatikus
szamanak nevezziik azt a legkisebb k szamot, mellyel a graf k-szinezhet§. A G kromatikus
szamét x(G)-vel jeloljiik.



43. Példa.

A jobb oldali G' grafban piros élek paro-
sitast, a kék csicsok pedig lefog6 ponthal-
mazt alkotnak. A cstcsok neve melletti sza-
mok a grafok egy jo 3-szinezését jelolik, a
felhasznalt szinek: 1,2,3. A megadott paro-
sitds miatt tudjuk, hogy 5 < v(G). Viszont
v(G) < 6, mert 6 fiiggetlen élhez mar 12
csucsra lenne sziikség, de csak 10 csticsa van.
Ebbdl kovetkezik, hogy v(G) = 5, tehat a pi-
rossal megjelolt {ab, cq,dr,pf,eg} parositas
maximalis.

A megadott lefog6 ponthalmaz miatt,
7(G) < 6. Azonban 6 < 7(G) is telje-
siil, mert van grafban két cstucsdiszjunkt kor:
p,q,7,p és a,b,d, f,g,e,c,a. A 3 hosszu kor lefogasdhoz legalabb 2 cstcs, a 7 hosszu kor le-
fogésahoz legalabb 4 csucs sziikséges. Tehat 7(G) = 6.

A megadott 3-szinezés jo, tehat x(G) < 3. Viszont 2 szinnel nem tudjuk jol szinezni, mert
a graf tartalmaz paratlan kort, példaul a p, ¢, 7 haromszoget. Tehat x(G) = 3.

5. Paros grafok

44. Definici6é (Paros graf). Egy G = (V) E)
grafot paros grafnak neveziink, ha a csticsai
olyan A és F' diszjunkt halmazba osztalyoz-
hatok, hogy minden E-beli él egyik végpontja
A-ban, a masik pedig F-ben van. Az A és F
halmazokat a paros graf két szinosztalyanak
nevezziik. °

45. Tétel. A G grdf pontosan akkor pdros grdf, ha nincs benne pdratlan hosszi kor.

46. Tétel. Ha a G pdros grafban van teljes pdrositds, akkor a két csiucsosztdly elemszama
megeqyezik.

47. Tétel (Konig-tétel). Ha G egy véges paros grif, akkor v(G) = 7(G).

48. Definici6. Legyen M egy tetszéleges parositas G-ben. A vy, eq, v, ..., e, vp utat M-re
vonatkozo javito alternalo ttnak nevezziik, ha vy és v, nem illeszkedik egyetlen M-beli élre
sem, k péaratlan, tovabba eq, eq, ..., ex_1 € M (ésigy ey, e3,...,ex & M).



49. Allitas. Legyen G eqy grif és benne M eqy pdrositds. Ha létezik P: ey, eq, ..., e javito
alterndlo ut M-re nézve, akkor M mnem maximdlis elemszdmi pdrositds. Ekkor az M' =
(M\E(P))U(E(P)\ M) pdrositds nagyobb elemszdami M-nél. Azaz M' abban kilonbozik M -
tdl, hogy elhagyjuk M -bdl azokat az éleket, amelyek benne vannak a javito utban, és hozzdadjuk
a javito it azon elemeit, melyek nincsenek M -ben.

50. Tétel (Berge tétele). Legyen G egy grdaf és M eqy nem optimdlis pdrositis G-ben. Ekkor
létezik M -re vonatkozo javito alterndlo 1it.

51. Algoritmus (Maximaélis parositas keresése javito alternalo utak segitségével).
Input: G graf.
Kiindulo lépés: legyen M egy tetszGleges péarositas.
Altaldnos lépés: keresiink M-re vonatkozoan javito utat.

e Ha talalunk, akkor a 49. Allitasban leirt moédon az M parositast lecseréljiik, és tjra
futtatjuk az altalanos 1épést.
e Ha nem taldlunk javité utat, akkor M maximélis elemszadmu parositas.

52. Megjegyzés. A fent leirt algoritmus tetszéleges grafokra miikodik. Az egyetlen problémat
az jelenti, hogyan keressiink a grafokban javito alternéld utat. Kénig Dénes és Egervary Jend
megadtak egy algoritmust arra az esetre, amikor az input G graf paros. Az § tiszteletiikre
nevezték el az algoritmust magyar modszernek (Hungarian method).

53. Definicié. Egy X C V cstuicshalmaz szomszédsagat N (X)-szel jeloljik, és olyan csi-
csokat sorolunk az N(X) halmazba, melyek valamelyik X halmazbeli cstuccsal Ossze vannak
kotve éllel.

54. Tétel (Konig-Hall-tétel). Legyen G egy pdros grif A, F csucsosztdlyokkal. Pontosan
akkor létezik A-t lefedd pdrositds, ha barmely X C A csucshalmazra |[N(X)| > | X].

55. Tétel. Legyen G eqy pdros graf A, B csiucsosztdlyokkal. Pontosan akkor létezik teljes
parositas G-ben, ha |A| = |F| és barmely X C A-ra |[N(X)| > |X]|.

56. Tétel. Minden reguldris paros grafban létezik teljes pdrositds.

6. Sikgrafok

57. Definicio (Sikgraf). Egy grafot sikgrafnak neveziink, ha lerajzolhato a sikra gy, hogy
az ¢élei (amik esetleg gorbe vonalak) csak csiicsoknél talalkoznak, nem metszik egymaést belss
pontban. Egy sikgraf élei altal hatarolt teriileteket a sikgraf tartomaéanyainak nevezziik.
(A sik helyett tetszoleges feliilettel lehetne dolgozni, igy értelme van példaul gémbre vagy
toruszra valo lerajzolasrol beszélni.)



58. Tétel (Euler-tétel). Legyen G egy olyan sikgrdf, melynek n csicsa, e éle ést tartomdnya
van. Ekkor n +t =e+ 2.

59. Definicié (Topologikus részgraf). Ha a T' grafot ugy kapjuk egy G grafbol, hogy

e (G néhéany csicsat (a hozza kapcsolodo élekkel egyiitt) elhagyjuk,

e (G néhany élét elhagyjuk,

o (G egy 2-foku csucsat elhagyjuk, és a rajta 1évs két élt egybe kapcsoljuk vagy
e az el6zGeket véges sokszor alkalmazzuk egymas utan,

akkor a T' grafot a G graf topologikus részgrafjanak nevezziik.

60. Tétel (Kuratowszki-tétel). A G grdf pontosan akkor sikgrdf, ha a K5 és Ks3 nem topo-
logikus részgrifja.

61. Tétel (Négyszintétel). Minden egyszeri G sikgrdf esetén x(G) < 4.
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