SZAMELMELET

Legnagyobb kozos oszto, Euklideszi algoritmus. Lineéris diofantoszi egyenletek.
Szamelméleti kongruenciak, kongruenciarendszerek. Euler-féle ¢-fiiggvény.

1. Oszthat6sag

1. Definicié. Legyen a,b € Z. Az a osztdja b-nek, ha létezik olyan ¢ € Z egész szam, melyre
ac = b. Jelolése: a | b.

2. Példa. 3|12, —2|6, 1|-132, 7|0, 0]0.

3. Megjegyzés. Az oszthatosdg nem egyezik meg az osztas fogalmaval, mint lathato a 0 oszt-
hato O-val, de ett6l még a nulldval valo osztas értelmetlen marad.

4. Tétel. Tekintsiik az Ny halmazon értelmezett oszthatosdagi reldaciot, vagyis az x és y nem-
negativ szamok pontosan akkor dllnak reldcidban, ha x | y. Legyen a,b,c,d € Ny tetszdleges.

1. Az oszthatdsdgi reldcio az No halmazon részbenrendezés, azaz reflexiv, antiszimmetrikus
és tranzitiv.

2. Haa|bésalc, akkoral|bc,a|b+césal|b—ec.

3. Ha ac | bc és ¢ # 0, akkor a | b.

5. Megjegyzés. Az elobbi tétel azt allitja, hogy (Np;|) részbenrendezett halmaz. Ennek a
részbenrendezett halmaznak a legnagyobb eleme a 0, mert minden nemnegativ egész szam
osztoja a 0-nak; illetve 1 a legkisebb elem, mert minden nemnegativ egész szam oszthato
1-gyel. Ezen fogalmak a Diszkrét matematika I. kurzuson mar elkeriiltek.

1.1. Primszamok

6. Definicié. A d € Z szamot az a,b € Z szamok legnagyobb ko6z0s osztojanak nevezziik,
ha d | a és d | b, valamint barmely d € Z esetén, ha d | a és d | b, akkor d | d. Az a és b
szamok legnagyobb k6zos osztojat Inko(a, b)-vel jeldljiik.

7. Definicié. A t € Z szamot az a,b € 7Z szamok legkisebb k6z6s tobbszorosének nevez-
ziik, ha a | t és b | ¢, valamint barmely ¢t € Z esetén, ha a |t és b | t, akkor ¢t | t. Az a és b
szamok legkisebb kozos tobbszorosét 1kkt(a, b)-vel jeloljiik.

A primszamok definicioja kiilonbozni fog attol, amit kozépiskolaban tanitanak. Fels6bb
matematikdban be kell vezetni az irreducibilis elemek fogalmat, mely kiilonb6zhet a prim
elemek fogalmatol.



8. Definicié. A p € Ny szamot irreducibilisnek nevezziik, ha Nyp-ban két osztdja van: 1 és
p.
9. Definicio. A p € Ny szamot primszamnak nevezziik, ha p | ab esetén p | a vagy p | b.

10. Megjegyzés. A nemnegativ szamok halmazaban az irreducibilis szamok ugyanazok, mint a
primszamok, ezért fordulhat eld, hogy a primszamokat szoktak definidlni az osztok szamaval.
Azonban a két fogalom nem fog mindig egybeesni, ezért sziikség van a definiciok elkiilonité-
sére. Példaul a paros szamok korében a 6 irreducibilis, mert nem tudjuk elallitani két paros
szam szorzataként, viszont nem prim, mert 6 | 18 - 30, hiszen 540 = 6 - 90, de 61 18 és 6 1 30
a paros szamok korében.

Sok primszammal kapcsolatos kérdést sikeriilt mar megvalaszolni, azonban sok még csak
sejtésként van jelen a matematikaban. Ha valaki el6szor taldlkozik primszamokkal, akkor
felmertilhet az a kérdése is, hogy egyaltalan hany darab primszam van? A valaszt mar Euler
is tudta a kérdésre, és egy elég elegéns bizonyitast adott ra. A bizonyitas annyira révid és
Otletes, hogy itt is feltiintetjiik.

11. Tétel (Euler tétele). Végtelen sok primszdm van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, ezek pi,po, ..., pr. Képezzikk az n =
p1p2 - - - Pr + 1 szamot. Az n szam p;-kkel vett osztési maradéka mindig 1, igy n nem oszthato
egyik p;-vel sem. Tehat n prim, vagy létezik egy p;-ktél kiilonb6zé primosztoja. Mindkét
esetben ellentmondasra jutottunk, ugyanis talaltunk egy p;-ktél kiilonb6z8§ primet, viszont
az elején feltettiik, hogy pi,po, ..., pr az Osszes primszam. O]

1.2. Maradékos osztas

12. Tétel. Az egész szamok kdrében mindig elvégezhetd a maradékos osztds. Azaz bdrmely
a€Z ésbeZ\{0} esetén létezik olyan q,r € Z, hogy a =b-q+r, ahol 0 < r < |b|. (A ¢-t
nevezziik hdnyadosnak, mig az r-et maradéknak.)

A kovetkezd tétel egy olyan algoritmust ad, mellyel gyorsan és konnyen kiszamithatéd két
szam legnagyobb kozos osztoja.

13. Tétel (Euklideszi algoritmus). Legyen a,b € N, és tekintsik az alabbi maradékos osztd-
sokat (mindig q; jelenti a hdanyadost, r; pedig a maradékot):

a = bg +r,
b = rige+ 12,
T = ToQ3+ T3,
T'n—2 = Tph—14n + Tn,
T'm—1 = TnQn+1-



Ekkor r,, azaz az utolso nemnulla maradék lesz az a és b szamok legnagyobb kozos osztoja.
14. Megjegyzés. Az euklideszi algoritmus soran mindig az el6z6 osztobol lesz az osztando,
illetve az el6z6 maradék lesz az oszto.

15. Megjegyzés. Mivel b > 1| > ry > ... véges lépésben végig ér (a maradék nemnegativitasa
miatt), eljutunk addig, mig az utols6 maradék 0 lesz. Ekkor allunk meg.

16. Megjegyzés. Az euklideszi algoritmus hatékony kiszamitési modjat adja két szam legna-

gyobb kozos osztojanak meghatarozasahoz, mely konnyen programozhato.

17. Példa. Hatarozzuk meg 246 és a 132 legnagyobb kozos osztojat.

246 = 132-1+114
132 = 114-1+ 18
114 = 18-6+6
18 = 6-3+0
Mivel az utolsé nemnulla maradék 6, igy Inko(246, 132) = 6.
Az euklideszi algoritmus segitségével bizonyithatoak a legnagyobb kozos osztd aldbbi tu-
lajdonsagai.
18. Tétel (A legnagyobb kozos oszto tulajdonsagai).
1. Barmely két egész szamnak van legnagyobb kozos osztdja.
2. Ha a,b € Z, akkor van olyan u,v € Z, hogy lnko(a, b) = ua + vb.
3. Ha a,b,c € Z, akkor Inko(ca, cb) = |c|Inko(a,b), azaz a legnagyobb kozds 0szto képzé-

sekor a kozos tényezd kiemelhetd.
4. Ha a,b €7 és legalabb az egyik nem nulla, akkor

a b
Ink ~ 1.
HO (lnko(a, b)’ Inko(a, b))

Két szam legkisebb kozos tobbszorosét is hatékonyan tudjuk szamolni, ugyanis a megha-
tarozasa visszavezethetd a legnagyobb kozos oszté meghatarozasara, ahogy azt a kovetkezs
tétel allitja.

19. Tétel. Az egész szamok kozott barmely két szamnak van legkisebb kézds tobbszordse. Ha
a,b € Z, akkor érvényes az Inko(a, b) - Ikkt(a, b) = |ab| dsszefiiggés.

20. Példa. Hatéarozzuk meg 246 és a 132 legkisebb k6z0s tobbszorosét. A 17. Példa alapjan
tudjuk, hogy Inko(246, 132) = 6. Igy 1kkt(246, 132) = 246132 — 5412,

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem a kozépiskolaban tanult moédszerrel hatarozzuk
meg a legnagyobb k6z0s osztot, mely szerint a szamok primtényezds felbontésat hasznaljuk.
A kovetkezd részben ez fog kideriilni, a rovid 6sszefoglald utén.
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1.3. Szamelmélet alaptétele

21. Tétel (A szamelmélet alaptétele). Minden pozitiv egész szam felbonthaté primszdimok
szorzatdra. Fz a felbontds a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelms.

22. Megjegyzés. Az n szam primtényezGs felbontasat n = Zle p;* alakban fogjuk felirni,
ahol a p;-k az n szam kiilonb6z6 primosztoi, az a; kitevk pedig pozitiv egész szémok.

23. Tétel. Legyenm = Hle Pyt ésn = Hle pfi, aholp, ..., pp pdronként kiillonbozd primek,
az a; €s B; kitevdk pedig nemnegativ egészek (fontos, hogy a kitevék nulldk is lehetnek, ha az
eqyik szdam primosztoi kozott nem szerepel a mdsik szam egyik primosztoja, de azért 0 kitevdvel
szereltetjik). Ekkor

o m|n< (Vie{l,....k})(; <B),
° lnko(m7 n) — Hf:1 p;‘ﬂln(aiﬁi);

° lkkt(m,n) — Hk pma‘x(aizﬁi)'

=111

24. Példa. Hatarozzuk meg az 168 = 23-3-7 és a 630 = 2-32-5-7 legnagyobb kozos osztojat
és legkisebb kozos tobbszorosét.

Inko(168,630) =2 -3 -7 = 42 Ikkt(168,630) = 2* - 3% . 5.7 = 2520

Mint lathato, ha ismerjiik két szam primtényezss felbontaséat, akkor nagyon gyorsan meg
tudjuk mondani a legnagyobb kozos osztojukat. Azonban a problémét az jelenti, hogy hogyan
hatarozzuk meg a szamok primtényezss felbontasat. A jelenleg ismert algoritmusok erre a
célra teljesen hasznalhatatlanok egy tobb széz szdmjegyd szam esetén, és ezen mulik az
adataink online biztonsaga. Ezzel szemben az euklideszi algoritmus két tobb szaz szémjegy
szamra is rendkiviil gyorsan lefut.

2. Linearis diofantoszi egyenletek

Gyakran el6fordul, hogy egy egyenletnek csak az egész értékid megoldéasai érdekelnek min-
ket, f6leg, ha az egyenlet valamilyen gyakorlati probléma modellezésébdl keletkezett. Az ilyen
egyenletek egyik legegyszertibb forméjaval ismerkediink meg ebben a fejezetben.

25. Definici6. Linearis diofantoszi egyenleten egy
ar +by =c

egyenletet értiink, ahol a,b,c € Z, és az z,y ismeretlencket is az egész szamok korében
keressiik.



26. Tétel. A fenti diofantoszi egyenlet pontosan akkor oldhatd meg, ha Inko(a,b) | c. Ha az
egyenlet megoldhatd és (xo,yo) eqy ismert megolddsa, akkor az egyenlet dltaldnos megolddsa

b a

¢ Y- ————t  (tE L)
Inko(a,b) y= Inko(a, b) (teZ)

Tr=xy+
27. Példa. Adjuk meg a 12x + 18y = 186 diofantoszi egyenlet altalanos megoldaséat.

I. Ellenérizziik, hogy létezik-e megoldasa, azaz ki kell szamitani a 12 és 18 legnagyobb
koz0s osztojat. Ezt az euklideszi algoritmussal célszerti megtenni, mert késébb az egész al-
goritmus szamitéasait fel fogjuk hasznalni. (Természetesen latszik, hogy Inko(12,18) = 6, de
tegyiik fel, hogy ezt nem tudjuk ranézésre meghatarozni.) Tehat az euklideszi algoritmust
végrehajtva:

18 = 12 - 1 + 6,
12 = 6 - 2 4+ 0
Mivel az utols6 nem nulla maradék 6, igy Inko(12,18) = 6, és ezt osztja a 186-ot, tehat van

megoldés.

II. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat, azaz a tételben szerepld (xq, yo)
szampart. Erre hasznaljuk az euklideszi algoritmus menetét 6 = 18-1—12-1. Mivel a 6 osztja
a 186-ot, igy megszorozzuk az egyenlet mindkét oldaladt azzal a szammal, hogy bal oldalon
186-ot kapjunk:

6 = 18-1 - 12-1,
(186 =)6-31 = 18-31 — 12-31.
186 = 12-(-31) + 18-31

Megkaptuk az egyenlet egy partikularis megoldasat: (xo,yo) = (=31, 31).
ITI. A tételbeli képlet segitségével megkapjuk az altalanos megoldast:

r=-31+3t é y=31—-21,
ahol t € Z tetszGleges egész szam.

28. Példa. Adjuk meg a 97x + 35y = 13 diofantoszi egyenlet altaldnos megoldasat.
[. Meghatéarozzuk a 97 és 35 legnagyobb ko6zos osztojat.

97 = 35 - 2 + 27,
35 = 27 - 1 + 8,
27 = 8 - 3 + 3
8 = 3 -2 + 2
3 = 2 -1 + 1,
2 = 1 -2 + 0

)

Mivel az utolsé nem nulla maradék 1, igy Inko(97,35) = 1, és ezt osztja a 13-at, tehat van
megoldas.



II. Megkeressiik az egyenlet egy partikularis megoldasat, azaz a tételben szerepls egy
(20, yo) szampart. Erre hasznaljuk az euklideszi algoritmus végrehajtasa soran kapott adato-
kat. Kifejezziik a maradékokat, és egyesével visszahelyettesitjiik azokat, a legnagyobb kozos
osztot kiado egyenletbe.

1 = 3-2.1=3-(8-3-2)-1=8-(-1)+3-3
= 8-(-1)+3-3=8-(-1)+(27—8-3)-3=8-(—10) +27-3
= 8-(=10)+27-3=(35—27)-(=10)+27-3 =35 (—10) + 27 - 13
= 35.(=10)+27-13=235-(—10) + (97 — 35-2) - 13 = 35 - (—36) + 97 - 13

Tehat azt kaptuk, hogy 35-(—36)497-13 = 1. Nekiink az egyenlet jobb oldalan 13-nak kellene
lennie, igy mindkét oldalt megszorozzuk 13-mal, igy azt kapjuk, hogy 35-(—36)-134+-97-13-13 =
13, azaz 35 - (—468) + 97 - 169 = 13. Megkaptuk az egyenlet egy partikularis megoldasat:
(LU(), y0> = (169, —468)

ITI. A tételbeli képlet segitségével megkapjuk az altalanos megoldast:

r =169+ 35t és y=—468 —97t,

ahol t € Z tetszGleges egész szam.

3. Szamelméleti kongruencia

29. Definici6. Legyen a,b, m € Z. Azt mondjuk, hogy ,,a kongruens b-vel modulo m”, ha
m | a —b. Jelélésben: a = b (mod m).

30. Megjegyzés. Az a = b (mod m) kifejezés gyakorlatilag azt jelenti, hogy a és b ugyanazt a
maradékot adjak m-mel osztva.

31. Példa. 6 =4 (mod 2), 22 = -2 (mod 8), 23 =8 (mod 5).
32. Tétel. Legyen m € Ny eqy rigzitett modulus. Ekkor a
o=1{(a,b) €Z*:a=0b (modm)} C Z*
reldcio ekvivalenciareldcio a Z halmazon. (Tehdt reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.)

33. Tétel. Rogzitett m modulus és tetszdleges ay, by, as, by €gész szamok esetén ha ay = as
(mod m) és by = by (mod m), akkor

a;+by =ay+by (modm) és aby =azby (mod m).
34. Tétel. Ha ac = bc (mod m) és Inko(m,c) =1, akkor a = b (mod m).

Az elz6 tétel élesithetd.



35. Tétel. Ha ac = be (mod m), akkor a =b (mod ——7—).

Inko(m,c)

36. Tétel (Kis Fermat-tétel). Ha p primszam, és a € Z nem oszthatd p-vel, akkor
a? =1 (mod p).

Az eléz6 tételt a fontossdga miatt a késGbbiekben altaldnositani fogjuk, de ahhoz 1j
fogalmak bevezetésére van sziikség.

4. Linearis kongruencia

37. Definici6. Egy ax = b (mod m) alakt kongruenciat linearis kongruencianak neve-
zink, ha a,b € Z és m € N adott, és x € Z ismeretlen.

Egy ax = b (mod m) alaku lineéaris kongruencia megoldaséanak kérdése tulajdonképpen
ekvivalens az ax — my = b diofantoszi egyenlet megoldésainak kérdésével, természetesen az
z-re vonatkozoan. Igy a diofantoszi egyenletre vonatkozo tételek atfogalmazhatok linearis
kongruencidkra.

38. Tétel. Az ar = b (mod m) kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha Inko(a,m)
osztoja b-nek. Ha van megolddsa, akkor eqy xo partikuldaris megoldds ismeretében az dltaldnos

megoldds x = xy (mod m)

39. Példa. Oldjuk meg a 21z = 14 (mod 35) lineéris kongruenciat.

FElsd megoldds. A feladat ekvivalens azzal, hogy oldjuk meg a 21z — 35y = 14 diofantoszi
egyenletet. Mivel Inko(21,35) = 7 | 14, igy az egyenlet megoldhat6. Az egyenlet altalanos
megoldasa (ami megkaphato a 27. és 28. Példakban latott modon) x = 4 4 5¢, y = 2 + 3¢,
ahol t € Z tetsz6leges egész szam. Nekiink csak az z ismeretlen értékére van sziikségilink, igy
a kongruencia éaltalanos megoldasa x =4 (mod 5).

Masodik megoldds. (Kdtai-Urban Kamilla megolddsa.) Ha a linearis kongruencia megold-
hato, akkor a kongruencia jobb oldalat addig noveljiik (vagy csokkentjiik) a modulus érté-
kével, amig oszthaté nem lesz az x egyttthatojaval: 21z = 14 = 14 4+ 2 - 35 (mod 35), azaz
21z = 84 (mod 35). A 35. Tétel alapjan, ha 21-gyel osztunk, a kévetkez6t kapjuk: = = 4

(mod ﬁ), tehat a lineéaris kongruencia megoldasa x = 4 (mod 5).

40. Definicié. Linearis kongruenciarendszernek nevezziik a

ar = dy (mod ny)
(1)
ckr = d (mod ny)
alakt kongruenciarendszert, ha 2 < k € N, ny,...,ng € N, ¢q,..., ¢k, dy, ..., dp € Z adott

szamok, és az x € 7Z ismeretlen.



41. Megjegyzés. A fenti (1) kongruenciarendszer megoldhatosaganak sziikséges feltétele, hogy
a kongruenciak kiilon-kiilon megoldhatoak legyenek. Ha megoldhatoak, akkor a kongruencia-
rendszer

r = a; (mod my)

(2)
x = a (mod my)
alakura hozhato.
A kongruenciarendszerek megoldasanak menete, hogy felirjuk a kongruenciarendszer (2)
alakjat, majd kettesével oldjuk meg a kongruenciakat, ahogy azt a kovetkezs tétel mutatja.
42. Tétel. Az

a;  (mod my)

= ay (mod my)

kongruenciarendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha Inko(mq,ms) | a; — az. Amennyiben
megoldhato és xqy eqy rogzitett megolddsa, akkor a fenti kongruenciarendszer ekvivalens az
alabbi kongruencidval:

x=1x9 (mod lkkt(mq,ms)),

és ezért az dltalanos megolddsa
r = xo+t - 1kkt(mq, ma), (teZz).

43. Példa. (Katai-Urban Kamilla feladata és megoldasai.) Oldjuk meg a kévetkezs kongru-
enciarendszert:

% 3 (mod 6)
4x 6  (mod 18).

El6szor kiilon-kiilon megoldjuk a linearis kongruenciakat a 39. Példaban latott modon, igy
kapjuk az

3 (mod 6)
6  (mod?9)

T
T

kongruenciarendszert.

Elsd megoldds. Ha mindkét kongruencia jobb oldalabél kivonjuk a megfelel6 modulus
értékét, mindkeét esetben —3-at kapunk, igy megkaptuk a kongruenciarendszer egy megoldését
(xg = —3). A 42. Tétel alapjan az altalanos megoldas: * = —3 (mod 1kkt(6,9)), azaz x = 15
(mod 18).

Masik megoldds. Az els§ kongruenciabol kifejezve az z-et kapjuk, hogy = = 6k + 3, ahol
k € 7. Ezt behelyettesitjiik a mésodik kongruenciaba: 6k+3 = 6 (mod 9), majd megoldjuk a
linearis kongruenciat k-ra a 39. Példaban latott moédon. Igy kapjuk, hogy & = 2 (mod 3), ami
azt jelenti, hogy k = 3l + 2, ahol | € Z, ezt visszahelyettesitve: x = 6k +3 = 6(3[ +2) + 3 =
181 + 15. Tehat a kongruenciarendszer megoldéasa: z = 15 (mod 18).
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A kovetkezé tétel osszefoglalja, hogy mikor oldhaté meg egy linearis kongruenciarendszer.
Ez a tétel egyébként a fentiek egyenes kovetkezménye.

44. Tétel. A (2) kongruenciarendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha biarmely kételemd
részrendszere megoldhatd, azaz barmely 1 < i < j < k esetén lnko(m;, m;) | a; — a;

45. Tétel (Kinai maradéktétel). Ha a (2) kongruenciarendszerben az my, ..., my modulusok
paronként relativ primek, akkor a (2) kongruenciarendszer mindig megoldhatd, és ha xy egy
partikuldris megoldasa, akkor a rendszer dltalanos megolddsa

T = Xo +1 MMy ... M.

5. Euler-féle p-fliggvény

46. Definicié. Ha n € N, akkor p(n) = |[{z € N: 2z <n és Inko(x,n) = 1}|. Tehat ¢(n)
jeloli az n szamnal nem nagyobb, hozza relativ prim pozitiv egész szamok darabszaméat. Ezt
a fiiggvényt Euler-féle p-fiiggvénynek nevezziik.

47. Példa. Példaul (1) =1, ¢(6) = 2 és ha p prim, akkor p(p) =p — 1.

48. Tétel. Ha azn € N szam primtényezds alakja

akkor

i=1 i=1
49. Tétel. Ha m,n € N relativ primek, akkor p(mn) = @(m)p(n).
50. Példa. p(100) = p(2% - 5%) = p(2%)p(5%) = (22 — 21)(5% — 51) = 2- 20 = 40.
51. Tétel (Euler tétele). Ha m € N és a € Z relativ primek, akkor
a?™ =1 (mod m).
52. Példa. Mi az utolso két szamjegye (a tizes szamrendszerben) a

7160002

szamnak? Az igazi kérdés itt az, hogy mivel kongruens a 7192 szam modulo 100? Tudjuk,
hogy ¢(100) = 40 (lasd az el6z6 példaban), illetve Euler tétele szerint 740 = 1 (mod 100).
Ebbdl kévetkezik, hogy

7160002 _ 74000-40+2 _ (740)4000 72 = 14000 | 49 = 49 (mod 100).

(A kongruenciak végig modulo 100 értendsk.)



