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€ csoport
1. Feladat (4 pont). Hatarozza meg a
2 =2 -1
4 -3 -3
-1 0 4
determinans értékét.
Megoldas.
+  _o9— _1+
2_ 2 1_ —2 1 2 =2
4 -3t =37 =(-1) 3 _3 +4 4 3= (-1)-(6—-3)+4-(—6—(-8))=—-3+8=5

1™ 0~ 4f

2. Feladat (5 pont). Adja meg az
F=(A& B)AN((RA) = O)

itéletkalkulusbeli formula teljes diszjunktiv normalforméjat. Tovabba adja meg, hogy a —F formula
teljes diszjunktiv formajaban hany darab konjunkciojel (A) van. Valaszat indokolja.

Megoldas.
(A < B) AN ((0H A — O)
i o i i h ¢ 4 i
i i 1 h ¢ i h
¢t h h h h @+ 1 1
¢t h h h h & ¢ h
h h @ h it h i d
h h i h i h h h
h ¢ h ¢ it h i i
h i h h it h h h

F=(ANBAC)V(ANBA-C)V (mAN-BAC)

Ha az F formula harom kiértékelésre igaz, akkor a —F, 6t kiértékelésre igaz. Igy a —=F formula teljes
diszjunktin normalforméjaban 5 - 2, azaz 10 konjunkcidjel van, mivel minden igaz sorhoz tartozik
egy kloz, és minden klozban két konjunkcidjel van.

3. Feladat (4 pont). Dontse el, hogy linearisan fiiggs, vagy fiiggetlen az , ¥,  vektorrendszer, ha

u=(-2,0,1, —1), v=(1, 2, —1, 2), w=(3, =2, —1, 4).



Megoldas.

—2 0 1 -1\ /1 2 -1 2\ /12 -1 2\ (1212
1 2 -1 21 %[22 0 1 11210 4 -1 3| %04 -1 3
3 92 1 4 3 _92 1 4 0 -8 2 -2 00 0 4

) Megcserélem az elss és masodik sort.

) Az els6 sor 2-szeresét hozzdadom a masodik sorhoz, tovabba az elsé sor (-3)-szorosat hozzdadom
a harmadik sorhoz.

(3) A méasodik sor 2-szeresét hozzdadom a harmadik sorhoz.

A vektorrendszer rangja 3. Mivel a vektorrendszer elemszama is 3, igy a vektorrendszer linearisan
fiiggetlen.

(1
(2

4. Feladat (6 pont). Legyenek az A, B, C' matrixok az alabbiak:

-1 =2
-1 0 -3 2 1
A_<—2 -3 —1>’ B_<5 2)’ ¢= 1 :;

Hatarozza meg az AT — 2C, ATB + 2CT, AC + B~! matrixok koziil azokat, melyek léteznek. Ha
valamelyik nem létezik, indokolja meg, hogy miért.

Megoldas.
-1 =2 —2 —4 1 2
At —2c=10 -3]-12 —2]=|-2 -1
-3 -1 2 —4 -5 3

Az ATB + 2CT nem végezhets el, mert az AT B 3 x 2-es méatrix, mig a 207 egy 2 x 3-as matrix, és
kiilénb6z6 méretd métrixok nem adhatok Gssze.

(=28 (-2 1\ [-4 9
AC+B _(—29+ 5 —2) \3 7
5. Feladat (4 pont). Hatarozza meg a

( 3r .. 37T)
z2=28 0087+2-sm—

2
komplex szam kobgyokeit. Tovabba hatérozza meg az egyik kobgyokének a kanonikus alakjat is.

Megoldas. A harom kiilénb6z6 kdbgyok:

3
>+2-0-7
o21:2<0052—+i-sing):2-(O+i-1):2i
( Syl ,77r)
® 2o =2 cos——i—z-smg
S 42.2.m lln
e 23=2 COST—i—%sm?
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1. Feladat (4 pont). Az origobol kiindulé a, b, ¢ helyvektorok egy paralelepipedont hataroznak meg
a térben. Mekkora ennek a térfogata, ha

a = (_17 17 _]-)7 [_): (_]-7 47 _2)7 Cc= (47 37 O)?

Megoldas.
-1 -1 1 -1 1 -1
1 4t -2 :4’ ‘—3‘ ‘:4 (—2—(—4)-3-(2-1)=8-3=5
JrR—— 4 —2| 71 =2

A paralelepipedon térfogata 5.

2. Feladat (5 pont). Adja meg az
F=((wA)«< B)AN(A—=C)

itéletkalkulusbeli formula teljes diszjunktiv normélforméjat. Tovabba adja meg, hogy a —F formula
teljes diszjunktiv forméjaban hany darab diszjunkcidjel (V) van. Vélaszat indokolja.

Megoldas.

(= A < B AN (A — O)
h 1 h ¢« h @ @ i
h i h ¢« h i h h
h i i h ¢ @ 4 i
h 1 t h h v h h
¢t h @ i t  h 4 i
¢t h @ i it h ¢ h
it h h h h h i 1
it h h h h h i h

F=(AN-BAC)V(mAANBAC)V (=AANBA-C)

Ha az F formula harom kiértékelésre igaz, akkor a —F, 6t kiértékelésre igaz. Igy a —=F formula teljes
diszjunktin normalforméjaban 5 — 1, azaz 4 diszjunkcidjel van, mivel minden igaz sorhoz tartozik
egy kloz, és a klozok kozott szerepld V-jelek szama a klozok szamanél eggyel kevesebb.

3. Feladat (4 pont). Dontse el, hogy linearisan fiiggs, vagy fiiggetlen az @, 5, ¢ vektorrendszer, ha

i=(-2,1,0,1), b=(1,2 -1,1), &=(3, -4, 1, -3).



Megoldas.

2 1 0 1 12 -1 1 .2 A
12 -1 1|21 0 1|20 5 —2 3 Q(O - 3)
3 -4 1 -3 3 -4 1 -3 0 —10 4 —6

(1) Megcserélem az els6 és masodik sort.

(2) Az els6 sor 2-szeresét hozzédadom a mésodik sorhoz, tovabbé az els6 sor (-3)-szorosat hozzaadom
a harmadik sorhoz.

(3) A masodik sor 2-szeresét hozzaadom a harmadik sorhoz. Igy egy csupa nulla sort kapok, amit
elhagyok.

A vektorrendszer rangja 2. Mivel a vektorrendszer elemszama 3, igy a vektorrendszer linearisan
fliggo.

4. Feladat (6 pont). Legyenek az A, B, C' matrixok az alabbiak:
-3 2
3 2 -2 -1 3
A:(E) 3)’ B:(1 4 4)’ ¢= 8 }

Hatarozza meg az A~'B — 3C, A™' 4+ BC, B — 207 matrixok koziil azokat, melyek léteznek. Ha
valamelyik nem létezik, indokolja meg, hogy miért.

Megoldas. Az A™'B — 3C nem végezhet6 el, mert az A~'B matrix 2 x 3-as méretd, a 3C pedig
3 X 2-es, és kiilonb6zd méretd matrixokat nem tudunk kivonni egymasbol.

- (-3 2 6 -2\ _ (30

A +BC(5 —3>+(—3 10>(2 7)

r_ (-2 =13y (-6 00\ _ (4 -13
3—20_(1 4 4) (4 2 2)‘(—3 2 2)

5. Feladat (4 pont). Formalizilja az alabbi allitast a predikdtumkalkulus elemeivel.

,INéhdny négyzetes mdatriznak nincs inverze.”

Az individuumtartomény legyen a métrixok halmaza. Felhasznalando6 predikétu-
mok: N(x) : x négyzetes, I(x) : z-nek van inverze.

e [gaz-e a fenti, d6lt betts allitas? Valaszat indokolja.

e Adja meg az On altal megadott formula negaltjit (tagadasat) olyan alakban, hogy negacidjel
csak predikdtumjelre vonatkozik.

Megoldas.
e Formalizalas: (3z)(N(z) A ~K(z)).

o Az allitas igaz, példaul a (8 8) matrix jo példanak.

e Tagadas: (Vz)(=N(z)V K(z)).
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1. Feladat (4 pont). Létezik-e a
-2 3 -1
1 1 =2
0 2 -3
matrixnak inverze?
Megoldas.
_ot 3— _1+
2n s - —2 -1 —2 3
1 1T —27|=-2 1 _o +(—3) 11 =(-2)-4—-(-1)—-3-(-2-3)=—-10+15=5
ot 27 —3*

Mivel a matrix determinansa nem nulla, ezért létezik inverze.

2. Feladat (5 pont). Adja meg az
F=(A— B)AN (B« (=0))

itéletkalkulusbeli formula teljes diszjunktiv normalforméjat. Tovabba adja meg, hogy a —F formula
teljes diszjunktiv formajaban hany darab konjunkciojel (A) van. Valaszat indokolja.

Megoldas.
(A - B) AN (B & (= Q)
i 1 i h i h h i
i o i i T ¢ h
t h h h h ¢ h 1
t h h h h h i h
h &« ¢ h ¢ h h 1
h 7 i i VA i h
h ¢« h ¢« h ¢« h i
h ¢« h h h h i@ h

F=(AANBA-C)V(mAABA-C)V (mAA-BAC)

Mivel az F' formula 3 kiértékelésre igaz, igy a —=F formula 5 kiértékelésre. Minden igaz kiértékeléshez
tartozik egy kloz, és minden klozban két A-jel van. Igy 5 -2, azaz 10 konjunkciéjel van a —F teljes
diszjunktiv normalformajaban.

3. Feladat (4 pont). Dontse el, hogy linearisan fiiggs, vagy fiiggetlen az &, 7/, 2’ vektorrendszer, ha

F=1(2,0,1,-1), =1, -1, =2, 1), Z=(=3, —1, -4, 3).



Megoldas.

2 0 1 -1 1 -1 =2 1 1 -1 -2 1
) (2)

-1 =2 1% (2 0o 1 a|Z o 2 5 -3 ﬂ(é;?_@))
~3 -1 -4 3 3 -1 —4 3 0 —4 —10 6

(1) Megcserélem az elsé és masodik sort.

(2) Az elsG sor (-2)-szeresét hozzdadom a masodik sorhoz, tovabba az els sor 3-szorosat hozzaadom
a harmadik sorhoz.

(3) A mésodik sor 2-szeresét hozzdadom a harmadik sorhoz. Igy egy csupa nulla sort kapok, amit
elhagyok.

A vektorrendszer rangja 2. Mivel a vektorrendszer elemszama 3, igy a vektorrendszer linearisan
fiiggd.

4. Feladat (6 pont). Legyenek az A, B, C' matrixok az alabbiak:
4 0
-1 0 1 3 2
A:( > B={1 -2, o;( )
0 —2 1 3 5 3

Hatérozza meg az A — 2BT, (A +3BT)C~, AB + C~! matrixok koziil azokat, melyek léteznek. Ha
valamelyik nem létezik, indokolja meg, hogy miért.

Megoldas.
-1 0 1 8 2 6 -9 -2 -5
— T — — —=
amam = (5 )60 4 )= Y )
Az (A + 3BT)C~! matrix nem szamithato ki, mert a matrixszorzas nem végezhetd el, ugyanis az
(A + 3BT) matrix 2 x 3-as méreti, mig a C~! matrix 2 x 2-es.

L (-1 -2 3 2\ (-4 0
AB+C —(1 2>+<5 —3)_(6 —1>

5. Feladat (4 pont). Hatarozza meg a

i 4 / -1 0 0
6 _7 és 3 5 0
4 -2 3
matrixok sajatértékeit. Tovabba adjon példat olyan 2 X 2-es matrixra, melynek egy darab (kétszeres)
valos sajatértéke van.

Megoldas.

_ _ 7 — 2 _

6 —7—a T Ad—2)(-T—2z)+24=0"+3z—4

A fenti polinom gyokei adjak az elsé matrix sajatértékeit: A\ = 1 és Ay = —4.

Triangularis matrixok sajatértékei a féatlojaban 1évs elemek, igy a maéasodik métrix sajatértékei:

—1,5,3.

Koénnyen adhato olyan 2 x 2-es matrix, melynek csak 1 darab sajatértéke van, példaul legyen triangu-
1

—543 1

’4—:10 4

laris, és a f6atlojaban legyenek ugyanazok az elemek: < ) . Ennek a méatrixnak az 1, kétszeres

sajatértéke.
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1. Feladat (4 pont). Szamolja ki az u = (1,0,1) és a v = (—1, 1, 2) vektorok vektoriélis szorzatat.

Megoldas.
it j_ Lt
uxv=|1" 07 1~ :io 1‘—3“1 1‘+k’1 O‘:(—l)i—i’)j—i—lk‘:(—l,—S,l)
1t 1 o+ 1 2 -1 2 -1 1

2. Feladat (5 pont). Adja meg az
F=(A—- BN (A= 0))

itéletkalkulusbeli formula teljes diszjunktiv normalforméjat. Tovabba adja meg, hogy a —F formula
teljes diszjunktiv forméjaban hany darab diszjunkciojel (V) van. Vélaszat indokolja.

Megoldas.
(A —- B) AN (= (A & (O)
i 1 ¢+ h h @ i 1
i h h ¢« 4 ¢ h h
vt 1 ¢+ h h i 1 1
t h h h ¢ & h h
h ¢ i it ¢ h h i
h ¢+ h h h h ¢ h
h 7 i it i h h i
h ¢+ h h h h ¢ h

F=(ANBA-C)V(mAANBAC)V(mAAN-BAC)

Az F formula 3 kiértékelésre igaz igy a —F formula 5 kiértékelésre igaz. Minden igaz kiértékeléshez
tartozik egy kloz, és az 5 klozt 4 darab diszjunkcidjellel tudjuk Osszefiizni a teljes diszjunktin
normalforméaban.

3. Feladat (4 pont). Dontse el, hogy linearisan fiiggs, vagy fiiggetlen az Z, 7/, Z vektorrendszer, ha
r=(2, -1, 1, 0), y=(1, 0, 2, —1), Z7=(-3,2,0, —1).
Megoldas.

2 11 0\ /1 0 2 -1\ /10 2 -1\ o, o .
102—1&2—110&0—1—32@( )

-3 2 0 —6 -3 2 0 —6 0 2 6 —4 0 -1 =3 2



(1) Megcserélem az elsé és masodik sort.

(2) Az els6 sor (-2)-szeresét hozzdadom a masodik sorhoz, tovabba az els sor 3-szoroséat hozzaadom
a harmadik sorhoz.

(3) A masodik sor 2-szeresét hozzaadom a harmadik sorhoz. Igy egy csupa nulla sort kapok, amit
elhagyok.

A vektorrendszer rangja 2. Mivel a vektorrendszer elemszama 3, igy a vektorrendszer linearisan
fliggd.

4. Feladat (6 pont). Legyenek az A, B, C' matrixok az alabbiak:

0 4

3 2 03 -1
a=(39) 5= ( ). e={10
2 1 1 2 =3 0 4

Hatérozza meg az BT — 2C, A~(B — 3C'), A~' + BC matrixok koziil azokat, melyek léteznek. Ha
valamelyik nem létezik, indokolja meg, hogy miért.

Megoldas.

8 0o -7
0ol =11 2
8 -1 11

0 1 0
B—20=3 2 |-12
-1 -3 0

Az A7Y(B — 3C) métrix nem szamolhat6 ki, mert a B — 3C' kivonés nincs értelmezve, ugyanis a
B métrix 2 x 3-as, a 3C matrix 3 x 2-es, és csak ugyanolyan méretd matrixokat tudunk kivonni

egymasbol.
» 12 3 4\ (2 -2
A +BC‘(2 —3)*(2 —8)_(4 —11)

5. Feladat (4 pont). Formalizilja az alabbi allitast a predikdtumkalkulus elemeivel.

LVan olyan linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, melynek két eleme van.”

Az individuumtartomany legyen a vektorrendszerek halmaza. Felhasznalando
predikatumok: K (z) : z-nek két eleme van, F'(x) : = linearisan fiiggd.

e Igaz-e a fenti, d6lt betis allitds? Vélaszat indokolja.

e Adja meg az On altal megadott formula negaltjat (tagadasat) olyan alakban, hogy negaciojel
csak predikdtumjelre vonatkozik.

Megoldas.
e Formalizalas: (Jz)(K (z) A =F(x)).

o Az allitds igaz, mert példaul a v; = (1,1,1) és vy = (0,1,1) vektorok lineéarisan fiiggetlen
vektorrendszert alkotnak. (Masik példa a 3. Feladat els6 két vektora.)

e Tagadas: (Vz)(—=K(z)V F(x)).




