1. Feladat. Mutassuk meg teljes indukciéval, hogy
1-442-7T4+...+nBn+1)=n(n+1)>.

(Az ilyen tipusu feladatokat ugy kell értelmezni, hogy barmely n € N-re!)

Megoldads.

1. Azn = 1lesetben1-4=1-(1+ 1)2 a bizonyitand¢ allitas, ami nyilvanval6an teljesiil.
Megnézhetjiik az n = 2 esetet is, ekkor is igaz lesz az allitas:

1-442-7 = 2-(2+41)
18 = 18.

2. Indukciés hipotézisként tegyiik fel, hogy igaz barmely n € N-re teljesiil a
T(n): 1-442-7+...+nGBn+1)=n(n+1)
allités.
3. Az indukci6s hipotézis (azaz T'(n)) felhasznalasaval igazoljuk, hogy teljesiil T'(n+1)
1s.

T(n4+1): 14427+, 4nBn+D+(n+1)Bn+ 1) +1)=n+1)((n+1) +1)°

Most felhasznaljuk az indukcios hipotézist, mely szerint T'(n 4 1) bal oldala a ko-
vetkezSképpen alakul:

Tn+1): nn+1)>+n+1D)Bn+1)+1)=mn+1)((n+1)+1)>.

Felbontjuk a zarojeleket, és bizunk abban, hogy az egyenlség itt is teljesiil. Ugyanis
ha igen, akkor igazoljuk a T'(n + 1) allitast, és igy a feladat allitasat is.

nn+1°+n+1)B0m+1)+1) = n+1)((n+1)+1)°
n(n®+2n+1)+(n+1)Bn+4) = (n+1)(n”+4n+4)
P42’ +n+3n°+4dn+3n+4 = nP4+4An’+4An+nP4+4n+4
P+ +8n+4 = nP+5m>+8n+4
0 =0

Ezzel kész a feladat.



2. Feladat. Mutassuk meg teljes indukcidval, hogy ha egy pozitiv egész szadm 3" egyforma
szamjegybdl all, akkor ez a szdm oszthatoé 3"-nel.

Megoldds.

1. Az n =1 esetben a bizonyitando allitas az, hogy = - 111 szam oszthat6 3-mal. (Az
x egy nullatol kiillonb6zs tetszoleges tizes szamrendszerbeli szamjegy, ami a feladat
megoldéasa soran elhagyhato lehet, nem befolyasolja a megoldas menetét.) Ez az
allitas nyilvan igaz, mert a szdm szamjegyeinek Osszege 3x ami nyilvan oszthato
3-mal.

Megnézhetjiik az n = 2 esetet is, ekkor is igaz lesz az allitds. Az x - 111111111 szam
szamjegyeinek Osszege 9z, ami nyilvan oszthato 9-cel.

2. Indukcioés hipotézisként tegyiik fel, hogy igaz barmely n € N-re teljesiil a
T(n): egy 3" egyforma szamjegybdl all6 szam oszthatd 3"-nel
allitas.

3. Az indukci6s hipotézis (azaz T'(n)) felhasznalasaval igazoljuk, hogy teljesiil T'(n+1)
is. A T'(n + 1) allitasban vizsgalt szam tulajdonképpen olyan, mintha a 7'(n)-ben
1év6 szamot irnank egymés utdn haromszor:
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Most gy hasznaljuk fel az indukcios hipotézist, hogy tudjuk, hogy a fenti blokkok
kiilon-kiilon oszthatdak 3™-nel. Az osztas szabalyai szerint, a fenti blokkos szam
elosztasat 3"-nel (megtehetjiik az indukcios hipotézis miatt) ugy kell elvégezni, hogy
blokkonként osztjuk el. Tehat
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ahol A az a hanyados, amit a T'(n)-beli szam és a 3™ osztésa soran kapunk. Egy szam
pontosan akkor oszthaté 3"*l-gyel, ha oszthaté 3"-nel, és az ezen osztas végered-
ményeképpen kapott hdnyados még oszthatod 3-mal. Tehat az allitas igazoldsahoz
mar csak azt kell belatnom, hogy « ’ A H A H A ‘ oszthaté harommal. Ez pedig

nyilvan teljesiil, mivel az ’ A H A H A ‘ szam szamjegyeinek Osszege megegyezik

az \i‘ szam szamjegyeinek Osszegének 3-szorosaval, és ebben mar benne is van,
hogy oszthaté 3-mal. Ezzel a feladat kész.

Ez egy kicsit furcsak bizonyitasnak ttinhet, de teljesen korrekt, és teljes indukcion
alapul, mivel a 2. lépésben felhasznéltam az indukcios hipotézist. Ha elsére nem ért-
hets, masodjara talan tandcsos n = 3 esetén végigmenni a 3. lépésen, természetes
azon hipotézis feltevésével, hogy x - 111111111 = 32 - x - 12345679. Ha még igy sem
sikeriil, kovetkez6 gyakorlaton szivesen elmagyarazom. (Legalabbis megprobéalom.)
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