Leképezések tulajdonsagai

1. Feladat. Milyen tulajdonsagai vannak az alabbi leképezésnek?
f: R=R"U{0}, xf=2"
Megoldas:

1. Injektivitas
Tegyiik fel, hogy x1 f = xof valamilyen xq, x5 € R elemekre. Cél: 1 = xs.

361f = 1’2f
B =
1] = |22
1 = T2 vagy I1p = —T9

Mivel a méasodik esetben nem teljesiil, hogy x1 = z9, igy a leképezés nem injektiv. Mas
szoval tudunk talalni ellenpéldat, erre példa az, hogy 5f = (=5) f, de 5 # —b.

2. Sziirjektivitas
Rogzitsiink egy tetszéleges y € RT U {0} elemet, és keressiink hozza egy olyan = € R
elemet, melyre zf = y teljesiil. Azaz oldjuk meg z-re az xf = y egyenletet.

xf =
2

X —_=

<

x| =
r=,/y vagy x=—\y

Mivel a gydkjel alatti kifejezés mindig értelmezve van, igy barmely y € RT U {0} esetén
a keresett x € R-nek jo lesz a |/y valasztés. Tehat minden elemnek taldlok Gst, azaz a
leképezés sziirjektiv.

3. Bijektivitas
Nem injektiv, igy nem is bijektiv.

<

2. Feladat. Milyen tulajdonsigai vannak az alabbi leképezésnek?
fo: RYU{0} = RYU{0}, afy=2"
Megoldas:

1. Injektivitas
Tegyiik fel, hogy x1fo = xafy valamilyen x1zy € RT U {0} elemekre. Cél: x1 = xs.

T1fo = Tafo
B = a3
r1T = X2

Most azért hagyhattam el az abszolatértéket, mert az x; és az xo nemnegativ szamok
voltak. Kijott, amit szerettiink volna, tehat a leképezés injektiv.
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2. Sziirjektivitas
Rogritsiink egy tetsz6leges y € RTU{0} elemet, és keressiink hozza egy olyan x € RTU{0}
elemet, melyre x fy = y teljesiil. Azaz oldjuk meg z-re az zfy = y egyenletet.

rfo = y
932:y

v = Vp

Mivel a gyokjel alatti kifejezés mindig értelmezve van, igy barmely y € R U{0} esetén a
keresett x € R* U{0}-nek jo lesz a /y valasztas. Tehat minden elemnek talalok 6st, azaz
a leképezés sziirjektiv.

3. Bijektivitas
A leképezés bijektiv, mivel injektiv és sziirjektiv.

3. Feladat. Milyen tulajdonsagai vannak az alabbi leképezésnek?
f3: RTU{0} =R, zfs=2"
Megoldas:

1. Injektivités
Tegyiik fel, hogy x1f3 = xaf3 valamilyen x1, 2o € RT U {0} elemekre. Cél: z; = x.

T1fs = 2afs
v = 1
r1T = X2

Most is azért hagyhattam el az abszolatértéket, mert az x; és az o nemnegativ szamok
voltak. Kijott, amit szerettiink volna, tehat a leképezés injektiv.

2. Sziirjektivitas
Rogzitsiink egy tetszéleges y € R elemet, és keressiink hozza egy olyan x € R U {0}
elemet, melyre z f3 = y teljesiil. Azaz oldjuk meg x-re az = f; = y egyenletet.

rfs =y
2 _
r =Y

r = Vi

Azonban most ellentmondésra jutottam, mivel én az y-t tetszéleges valos szamnak vélasz-
hatom, de akarmilyen valos szambol nem tudok négyzetgyokot vonni. Igy példaul negativ
y-ok esetén soha nem taldlok 6st. Tehét a leképezés nem sziirjektiv.

3. Bijektivitas
A leképezés nem bijektiv, mivel nem sziirjektiv.

A fenti harom példaval arra akartam ravilagitani, hogy fontos a
leképezésnek kiindulasi és az érkezési halmaza is!



4. Feladat. Milyen tulajdonsagai vannak az alabbi leképezésnek?
g: 7 =7, (x,y) v Yy
Megoldas:

1. Injektivitas:
Tegyiik fel, hogy x1g = xog valamilyen xy,7, € Z? elemekre. Cél: x; = 5. Mivel a
kiindulasi halmaz a Z?, igy most specidlisan x; = (a,b) és x» = (c,d), ahol a,b,c és
d egész szamok, és azt kell ellendrizni, hogy (a,b) = (c,d) teljesiil-e. Nyilvan kénnyen
talalunk ellenpéldat, példaul (2,3)g = (1,6)g, de (2,3) # (1,6). Tehat a leképezés nem
injektiv.

2. Sziirjektivitas:
Rogzitsiink egy tetszéleges y € Z elemet, és keressiink hozza egy olyan z = (a,b) € Z?
elemet, melyre zg = y teljesiil. Azaz oldjuk meg x-re az xg = y egyenletet.

rg =y
ab =y
Mivel y egész szam, igy az x = (a,b) = (1, y) nekiink megfelel valasztas, ugyanis (1,y)g =
y teljesiil barmely y € Z esetén.
3. Mivel a leképezés nem injektiv, ezért nem is bijektiv.

5. Feladat. Milyen tulajdonsagai vannak az alabbi leképezésnek?
h: N— N, n— n pozitiv osztéinak szama
Megoldas:

1. Injektivitas:
Képlettel dolgozni most nem nagyon lehet, de konnyen talalunk olyan ellenpéldat, ami
meglovi a leképezés injektiv voltat. Példaul minden primszam képe a 2-es, azaz kiilonb6z6
értékek mellett ugyanazt az értéket veszi fel a leképezés, ami pont azt jelenti, hogy nem
injektiv.

2. Sziirjektivitas:
A kérdés most az, hogy barhogy rogzitiink egy tetszéleges m € N természetes szamot,
tudok-e olyan n természetes szamot megadni, melynek pontosan m darab pozitiv osztoja
van. A vélasz az, hogy igen. Ha m = 1, akkor n = 1. Ha m > 1, akkor n = 2™ j6
valasztas. Ez nem trividlis, de azért egy kis gondolkodassal ra lehet jonni.

3. Mivel a leképezés nem injektiv, ezért nem is bijektiv.

6. Feladat. Milyen tulajdonsagai vannak az alabbi leképezésnek?
k:Z—7 xk=(zx+1,1)
Megoldas:

1. Injektivitas:
Tegyiik fel, hogy x1k = zok valamilyen x1, zo € Z elemekre. Cél: x; = x».

.I’lk’ = .CL'Q]C
(r1+1,1) = (z2+4+1,1)
$1+1:$2+1 és 1=1

Ty =x9 6és 1=1

Azt kaptam, hogy x1k = z2k esetén az x1 = xo mindig teljesiil, tehat injektiv a leképezés.
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2. Sziirjektivitas:
Azt kell belatni, hogy barmely y = (a,b) € Z? elemhez létezik olyan x egész szam, melyre
zk = (a,b) teljesiil. Ha b # 1, akkor ilyen z-et biztos nem talalok, mivel z-t6l fiiggetleniil a
k(z) mésodik komponense mindig 1. Igy példaul az (1,2)-nek nincs Gse, tehat a leképezés
nem sziirjektiv.

3. Mivel a leképezés nem sziirjektiv, ezért nem is bijektiv.

7. Feladat. Milyen tulajdonsigai vannak az alabbi leképezésnek?

I R\ {0} — R\ {0}, xlz%

Megoldas:

1. Injektivitas:
Tegyiik fel, hogy 1l = x5l valamilyen z1, x5 € R\ {0} elemekre. Cél: 21 = x5.

l’ll = l’gl
11
51’1 n 5$2
51’1 = 5ZL’2
r1T = X2

Azt kaptam, hogy z1k = z2k esetén az x; = xo mindig teljesiil, tehat injektiv a leképezés.
2. Sziirjektivitas:

Azt kell belatni, hogy barmely y € R\ {0} elemhez létezik olyan x nemnulla valés szam,

melyre xl = y teljesiil. Tehat az xl = y egyenletben fejezziik ki z-et y fiiggvényeként.

xl = vy
1 JR—
S5t Y
1

- = o
Yy

1

_ — €x
oY

Minden NEMNULLA y esetén talalok egy olyan z-et melyre xl = y. Tehat a leképezés
sziirjektiv.
3. Mivel a leképezés injektiv és sziirjektiv is, ezért bijektiv.



