MATRIXOK SAJATERTEKE, INVERZE

1. Sajatérték

1. Definici6. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix. Ha A = Az valamely
A € T testbeli elemre és valamely nemnulla z € T*" sorvektorra, akkor A\-t az A matrix
sajatértékének, az x vektort pedig az A méatrix \-hoz tartozé baloldali sajatvektornak
nevezziik.

2. Definicid. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix. Ha Az = Az valamely
A\ € T testbeli elemre és valamely nemnulla x € T™*! oszlopvektorra, akkor -t az A matrix
sajatértékének, az x vektort pedig az A matrix A-hoz tartozo jobboldali sajatvektornak
nevezziik.

3. Definici6. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix, és A egy sajatértéke A-nak.
Ekkor a A-hoz tartozo bal- és jobboldali sajatvektorok halmazéat a nullvektorral kiegészitve
bal- illetve jobboldali sajataltérnek nevezziik.

4. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix. A
xa(z) = (=1)"-det (A —z- E,)
polinomot az A méatrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

5. Tétel. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es mdtriz. Ekkor az A mdtriz sajatértékei
pontosan a xa(z) karakterisztikus polinom gyokei.

A fejezet tovabbi részében a szdmtest a valos, illetve a komplex szamok halmaza lesz,
mert mas szamtestekben torténd szamolas késébbi kurzusok anyaga lesz.
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XA(x):det<(g é)-(g 2)):'9;@ 5fx‘:(9—x)(5—$)—12:x2—14x+33,

xa(r) gydkei: x; = 3, x5 = 11.
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6. Példa. Hatarozza meg az A = ( ) > matrix sajatértékeit!

gy a matrixnak két kiilonbozs valos sajatértéke van: A\ = 3 és Ay = 11.
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1 -1 z 0 1l—z -1
XA(x)_det<(4 5 )_(o x))_’ 45—z
xa(x) gyoke: x = 3.

Igy a matrixnak egy darab valés sajatértéke van: A = 3.
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XA(x)zdet(( 4 §>—(g 2)):’1__1"” g’:(l—x)(3—x)+2:x2—4a:+5,

xa(x) gyoke: xy =2 —i, x9 = 2+ 1.

7. Példa. Hatérozza meg az A = ( ) matrix sajatértékeit!

=(1-2)5b—2)+4=2>-62x+9,

8. Példa. Hatarozza meg az A = ( ) matrix sajatértékeit!

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste f5lott dolgozunk, viszont a komplex
szamok teste esetén két gyok van, igy az A matrixnak két kiilonb&z6 komplex sajatértéke van:
M=2—16s X =2+41.
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9. Példa. Hatérozza megaz A= | 0 —9 —1 | métrix sajatértékeit!
0 0 5
88—z ) 9
xalz) = 0 -9-z -1 |=@8-2)(-9—2)b—2x)
0 0 d—1x
xa(x) gyoke: x1 =8, x9 = =9, 23 = 5.
gy a matrixnak harom kiilonbozs valos sajatértéke van: A\; = 8, Ay = —9 és A\ = 5.
1 -1 1
10. Példa. Hatarozza megaz A= | 1 1 —1 | matrix sajatértékeit!
2 -1 0
l—2z -1 1 -z -1 1 0 -1-(1-2)? 1+ (1—-2)
xa(z) = 1 1—-2z -1 |= 1 1—-2z -1 |=|1 1—x -1
-1 -z -1 -z 0 2z — 3 2—z
_ —1-(1-2)* 2—a| —-1-(1-2)* 1
- (_1)' 203  2-u _(”3_2)’ 20 -3 1
= (z-2)(-1-14+22—2*-22+3) = (z—2)(1 —2?)
xa(x) gyoke: x1 =2, 9 =1, 3 = —1.
Igy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van: A\; =2, Ao = 1 és A3 = —1.



2. Inverz

11. Definici6é. Egy A négyzetes matrix inverzének nevezziik azt az A~!-gyel jelolt matrixot,
melyre A- A~' = A7'. A = I, ahol I a megfelels méretii egységmétrix. (A definicié alapjan
egyértelmi, hogy az inverz mérete megegyezik az eredeti matrix méretével.)

A definicié azonban semmit nem mond arr6l, hogy milyen matrixoknak van inverze, és ha
van, akkor hogyan szamolhatjuk ki. A kovetkezékben két kiszamitasi modot fogunk ismer-
tetni.

2.1. Tétel szerinti kiszamitas

12. Definicié. Egy A = (ai;),,.,
terminénst A;;-vel jeloljiik és az

négyzetes matrix a;; eleméhez tartozé adjungalt alde-

Ay = (1) Dy

képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartoz6 aldeterminéns, vagyis annak a mat-
rixnak a determinansa, melyet tigy kapunk, hogy az A matrixbdél elhagyjuk az i-edik sorat és
j-edik oszlopat.

13. Tétel. Tetszileges A = (aij), .., négyzetes mdtriznak akkor és csak akkor van inverze,
ha det(A) # 0. Ha van inverze, akkor pontosan egy van, és erre érvényes az aldbbi képlet:
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At = — (A, )
det(A) ( J )nxn
01 2
14. Példa. A= | 1 1 3 |, A1 =2
1 2 4
det(A) =3+4-2-4=1
1 3 1 3
App = (1) g 4 |=A4-6=-2 Ap= (—1)0+2) L 4| = @=3)=-1
1 1 1 2
Az = (—=1)(1+3) L9 |= 2-1=1, Ay = (-1)@ 5 4 |= —(4—4) =0,
0 2 0 1
Agy = (1)) L4 |=0-2=-2 Ay= (—1)+3) L o | =—0=-D=1,
1 2 0 2
A = (DB S =3-2=1  Ap=(-DE | S 1=-(0-2)=2
Asz = (—1)B+3) (1) 1 ‘ =0—-1=-1
T
X 1 A A Agg 1 A Ay Az 1 -2 0 1
AT = Ay Axp A = Ag Ap A | == -1 =2 2
det(A det(A 1
et(4) Azr Asp Asg et(4) Az Az Ass r 1 -1



2.2. Gauss—Jordan-eleminicio

15. Definicié. Egy adott M matrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az
alabbiakat értjiik:

e két sor cseréje,
e cgy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e cgyik sor konstansszorosdnak hozziadasa egy masik sorhoz.

16. Tétel. Hao A egy n x n-es négyzetes mdtriz, I pedig az n X n-es eqységmdtriz, akkor
tekintsiik a B = (A | I) mdtrizot. Az A mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a sor-
vektorrendszer elemi dtalakitdsainak sorozatdval a B mdtriz (I | C) alakra hozhato. Ekkor

Al=C.
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17.Példa. A= 11 3|, A=

12 4
012[100 ] [T13[010|[T13[0 1 0],
113010 o12 10001210 0¥
124001 1241001 01 1|0 —11
rTo01 |1 1 0][10 1 ][-110][T01]-110
012 1 0001 2 1 00012 1 0 o0
01 1 11 00 -1 | -1 -1 1 001 | 1 1 -1
[TooT =0 1| [T00] -2 0 1 2 0 1
o120 100 Qo100 -1 =2 2 |—ata]| -1 -2 2
001 ]| 1 1 -1 001 | 1 1 -1 1 1 -1

. és 2. sor cseréje.

. sorbol kivonom az 1.-t.

. sorbol kivonom a 2.-at.

. sorbol kivonom az 2.-at.

. sor megszorzasa (—1)-gyel.
. sorbol kivonom a 3.-at.
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7) 2. sorhoz hozzadadom a 3. sor (—2)-szeresét.

NN N N N N
— O
l\D — CJJ CJJ — C)J —

18. Megjegyzés. Hasonloan a determinans kiszamitasahoz nagyobb méret métrixok esetén itt
is a Gauss—Jordan-eliminacio6 sokkal gyorsabb, mint a tétel szerinti aldeterminansos modszer.



