ITELETKALKULUS

Logikai alapfogalmak, miiveletek, formalizalas,
logikai ekvivalencia, teljes diszjunktiv normalforma, tautologia.

1. Bevezetd

A matematikai logikdban az &llitasoknak nem a tényleges jelentésével, hanem a szerke-
zetével, igazsagértékével és gondolatmenetének helyességével foglalkozunk. Mi ezen kurzus
keretei kozott csak kétértéki logikaval foglalkozunk (igaz-hamis), de tobbértéki logika is
értelmezhetd. Példaul vessiink egy pillantast a kovetkezé kijelentésekre.

1. Ez a mondat hamis.
2. Minden 2-nél nagyobb paros egész szam felirhat6 két primszam Gsszegeként.
3. Minden kétfejd 16 piros.

Az els6 kijelentés ellentmondas, tehat nem lehet sem igaz, sem hamis, gondoljunk bele. A
masodik egy hires sejtés, err6l pedig egyszertien nem tudjuk megmondani, hogy igaz-e, vagy
hamis. A harmadik kijelentés pedig azért érdekes, mert a kétértéki logika szerint igaznak
kellene lennie, mert a tagadasa hamis, de ezt is tgy szoktuk elintézni, hogy logikai értéke
eldonthetetlen. T6bbek kozott az informatikdban alkalmazzak a szintén tobbértékid Fuzzy-
logikat, amely nem csak a szokasos 0-1 értékeket veheti fel, hanem koztes értékeket is. Ezaltal
az objektumok tobb csoportba sorolhatok, és a gépek jobban iranyithatok. Mi ilyenekkel nem
foglalkozunk, helyette a matematikai logika legalapvetGbb részét nézziik at.

2. Itéletkalkulus

1. Definicié (Itélet). Az itélet olyan allitas, amelynek igazsagértéke van (igaz vagy hamis).
Jelslesitk: A, B, C, . ..

Nem itéletek a kovetkezdk: felkidltasok, felszolitasok, kérdé mondatok, ...
Hasonl6an, mint a hétkdznapi nyelvben is, az itéletek bizonyos moédon Osszekapcsolhatok, és
igy 0j Osszetett itéleteket kaphatunk. Nézziik meg milyen kapcsolatban allhatnak egymassal
az itéletek, illetve pontosabban milyen miivelettel kapcsolhatok Gssze az itéletek?

2. Definici6. Ha A és B két itélet, akkor értelmezziik az alabbi miiveleteket.

e Negacid: -A
"NEM A" - gy fejezziik ki a logikai kapcsolatot szavakkal.
C-ben, Java-ban: !



e Konjunkcié: AN B
"A ES B": Nem minden "és" konjunkcio, gondoljunk példaul a felsorolasra. Viszont
"és" helyett allhat a "DE" sz6, példaul "Szeretem a dimatot, DE utalom a Kalkulust."
C-ben, Java-ban: &&

e Diszjunkci6é: AV B
"A VAGY B": vagy A, vagy B, vagy mindkettd.
C-ben, Java-ban: ||
Fontos: NEM kizar6 vagy! Ezen a kurzuson nincs kizaro vagy.

e Implikaci6: A — B
"Ha A, akkor B." "Csak akkor A, ha B." "A-bol kiovetkezik B." "B-nek elegendd
feltétele A." "A-nak sziikséges feltétele B."

e Ekvivalencia: A <+ B
"Akkor és csak akkor A, ha B." "Pontosan akkor A, ha B." "A-nak sziikséges és
elégséges feltétele B." "A ekvivalens B-vel."

2.1. Igazsagtablazatok
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2.2. Formalizalas

A formalizalas soran az allitasokbol matematikai jelekbdl allo jelsorozatokat képziink, a
fenti miiveleti jelek segitségével. Az allitasokat a lehetd legkisebb alapegységekre kell bontani,
ezek a primitéletek.

3. Definici6é (Primitélet). A primitélet olyan itélet, amely nem tartalmaz logikai kotGsza-
vakat.

Formalizalasnél fontos, hogy csakis kizardlag primitéletek helyett vezessiink be
itéletvaltozokat. FONTOS: A PRIMITELET NEM TARTALMAZHAT TAGADAST!

4. Definici6 (Formula). Legyen n € N és legyenek A, ..., A, itéletvaltozok, azaz olyan
valtozok, amelyek itéleteket jel6lnek.

1. Az itéletvaltozok mindegyike formula.

2. Ha F és G formula, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F— G), (F < @) jelsorozatok
mindegyike formula.

3. Az itéletkalkulus minden formul4ja megkaphato a fenti 1. és 2. szabalyok VEGES sok-
szori alkalmazaséaval.



Ha jol megnézziik, akkor ez egy rekurziv definicio, ahol a rekurzi6 a primitéleteknél all
meg. Informalisan a fenti definici6 azt jelenti, hogy logikai miiveletek segitségével, itéletval-
tozokbol és zardjelekbdl szintaktikailag helyes jelsorozatokat képziink.

A logikai miiveletek ko6zo6tt is van precedenciasorrend: —, A, V, —, <>. Ezt zardjelezéssel ki
lehet keriilni, és a kurzuson nem is fogjuk hasznalni.

Nézziik meg, hogy miikodik a formalizdlas egy konkrét példén keresztiil.

5. Példa. "Ha esik az es6 és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gya-
korlatra, ha zh-t irunk." Formalizalas:

Primitéletek: A — esik az esG; B — rossz kedvem van; C' — elmegyek dimat gyakorlatra; D —
zh-t irunk.

Formalizalva: (A A (=B)) — (C <> D). Precedencidkat alkalmazva: A A =B — (C < D).

6. Definicié (Részformula). Legyen F' és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G részfor-
mulaja F-nek, ha G fellép F-nek a rekurziv definicié szerinti elGallitasa soran.

7. Példa. Az el6z6 példa Gsszes részformulai a kovetkezsk: A, (=B), (AA (=B)), C, D,
(C <+ D), (AN (=B)) = (C <> D).
2.3. Kiértékelés, logikai ekvivalencia

8. Definici6 (Kiértékelés). A kiértékelés az a miivelet, amikor a valtozok helyére igaz vagy
hamis értéket helyettesitiink.

9. Példa. Legyen adott a kévetkezs formula: A — ((=B) V (). Szamoljuk ki a formula azon
kiértékelését, melyben A és C' igaz, B pedig hamis.
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10. Definici6 (Logikai ekvivalencia). Az itéletkalkulus I és G formulaja logikailag ekvi-
valens, ha értékilk BARMELY kiértékelésnél megegyezik. Jelolésben: F' = G.

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy mindkét formulara felirjuk az igazsagtablazatot, és
Osszenézzilk a két formula Osszes kiértékelését, és ha mindegyik megegyezik, akkor ekviva-
lensek. Lehetséges, hogy egy nagyon hosszi logikai formulahoz talalhato egy sokkal rovidebb
formula, mellyel logikailag ekvivalens. Ekkor minden tovabbi nélkiil attérhetiink a rovidebb
formula vizsgalatara.

Masik elénye a logikai ekvivalencianak, hogy az <> és — jelek atirhatok a A,V, - jelek
segitségével, mint ahogy azt a kovetkezd tétel allitja.

11. Tétel. Bdarmely A és B formuldk esetén

A—B=-AVB é A< B=(A— B)A(B— A).



12. Példa. Ekvivalens-e a kovetkez$ két formula: F = - (A — B), G = AN (—=B).

(A[B[(AS B [F=-(A>B) [B)[G=AA(B)]
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13. Példa. Az utolso6 oldalon 6sszegytjtottiik a legfontosabb ekvivalencidkat, amelyek mind-
egyike bizonyithato az el6z6 példaban mutatott modon.

2.4. Diszjunktiv normalforma

A 11. Tétel hasznalataval barmely formuldbol ki tudjuk kiiszobdlni az ekvivalencia és
implikacio jeleket. Ebben a fejezetben egy olyan specidlis formulatipusroél lesz sz6, mely mind
matematikailag, mind informatikailag konnyen vizsgalhato. (A szamitogép nem rendelkezik
beépitett ekvivalencia és implikacid jelekkel, igy hasznos lenne algoritmus, mellyel ezek kikii-
sz0bolhetsk egy formulabol.)

14. Definici6 (Diszjunktiv normélforma). Egy formula diszjunktiv norméalforma, ha P,V
...V Py alakd, ahol minden P; itéletvaltozok és negaltjaik konjunkcidja oly mddon, hogy
mindegyik valtozé minden P;-ben legfeljebb 1-szer szerepel.

15. Definicié (Teljes diszjunktiv normalforma). Ha egy n-valtozos diszjunktiv norméalforma
minden Pj;-jében mind az n darab valtozo szerepel, akkor teljes diszjunktiv normalfor-
marol beszéliink.

A definicioknal sokkal érthet6bben be lehet mutatni példén keresztiil.
16. Példa. A kovetkez6 formulak diszjunktiv normélformak:

o (A NAyAN—A3) V (Al A Ay A —A3) — ha az itéletvaltozok Aj, As, Az akkor ez még
teljes is (k =2, n > 3).

o AV (A; N —Ay) — ez nyilvan nem teljes (k =2, n > 2).

o AV Ay — ez sem teljes (k =2, n > 2).

o A A=Ay A —A; — ha az {téletvaltozok Ap, Ay, Az akkor ez még teljes is (k = 1, n > 3).

17. Tétel. Tetszdleges F' formuldhoz létezik olyan teljes diszjunktiv normdlforma, amely F-fel
logikailag ekvivalens.

Ez egy nagyon fontos tétel, azonban semmit nem mond arrél, hogyan keressiik meg ezt a
teljes diszjunktiv normalformat. A modszer a kovetkezd.

1. Felirjuk F' igazsagtablazatat.



2. A definicioban szereplé P;-k azon sorokat reprezentéaljak, ahol F' logikai értéke igaz.
3. Minden sorhoz a megfelels P;-t tgy kapjuk, hogy azon valtozokat negaljuk, ahol hamis
érték szerepel, és vessziik az Osszes valtozot tartalmazo konjunkciot.

18. Példa. Irjuk fel az (A V B) — (-A) formula teljes diszjunktiv normalformajat!
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(A\/B) — (—|A) = (ﬁA/\B) V (ﬁA/\ﬁB)

2.5. Tautolégia

19. Definici6 (Tautologia). Egy formula tautolégia, ha barmely kiértékelésre igaz.

A definici6 szerint konnyen ellendrizhets, hogy egy formula tautolégia-e, csak fel kell irni
az igazsagtablazatat, és megnézni, hogy a végén mindenhol igaz érték jon-e ki.

20. Példa. Nézziik meg, hogy az (A A (A — B)) — B formula tautologia-e?

|A[B|(A=-B)|(AN(A—=B)) | (AN(A— B)) = B|

v |t l AL =1 i —i=1
i | h h tANh=nh h— h =t
h| { hhNt=h h—i=1
h| h l hht=h h — h =t

Minden kiértékelésre igaz a formula, tehat (A A (A — B)) — B tautologia.



Tautolégiagyiijtemény

(I) —, + kifejezése a tobbi miivelettel:

(1) A< B=(A— B)A(B— A),
(2) A— B=(-A)VB.
(IT) A, V alaptulajdonsdgai:
(3) ANA=A, AVA=A (idempotencia)
(4) ANB=BAA, AVB=BVA, (kommutativités)
(5) (AANB)AC=AAN(BACQO), (AVB)vC=Av (BV(), (asszociativités)
(6) (AVB)ANA= A, (AANB)V A=A, (abszorptivitas)
(M (AVB)AC=(ANC)V (BAC), (AANB)VC =(AVC)A(BV(O). (disztributivitds)
(III) A, Vv, — kozotti Osszefiiggések:
(8) -(AAB)=(-A)V(-B), —(AVB)=(-4)A(—B), (De Morgan szabélyok)
(9) ~(-4) =4,
(10) AN (-A) = BA(—-B), AV (-A) = BV (-B),
(11) AN(BV(-B))=A, AV (BV(-B))=BV(-B),
(12) AN(BA(=B))=BA(-B), AV (BA(-B))=A.
(IV)  —-t és <»-t tartalmazd logikai ekvivalencidk:
(13) A< B=B+ A, (kommutativités)
(14) (A< B)<C=A+ (B« (), (asszociativités)
(15) A — B =(—-B) = (-A),
(16) (A-C)AN(B—=C) = (AvB)—>C7
(17) (A-B)AN(A—=C)=A— (BAQ),
(18) A%(B*)C):(A/\B)%C
(19) A— (BA(-B)) =-4
(V) Tautoldgidk:
(20) A= A(=Av(-4)),
(21) (AN (A— B)) — B,
(22) ((=B) A (A = B)) — (mA),
(23) (FA) A (AV B)) — B,
(24) A— (B— (ANB)),
(25) (AANB) — A,
(26) A — (AV B),
(27) (A= B)A(B—C)) = (A—C),
(28) (A= B)— ((B—C)—= (A= Q)),
(29) (A= B) = ((ANC) = (BAO)),
(30) (A= B)— ((AvVC) = (BVO)),
(31) (A< B)A (B C)) = (A« O),
tovabba
(32) (Ae B) = ((AxC) « (B*()),
(33) (A< B) = ((C*A) « (CxB)),

ahol * a A, V, —, <> logikai miiveletek barmelyike lehet.

Az (V) tautoldgidk, valamint az egyes F=G alapvetd logikai ekvivalencidkbdl szarmaztatott F <> G, F — G
és G — F alaki tautologiak dsszességét nevezziik tautolégiagyijteménynek.



