LEKEPEZESEK

Leképezések tulajdonsigai. Szamossagok.

1. Leképezések tulajdonsagai

A tovabbiakban legyen A és B két tetszéleges halmaz. Idézziink fel néhany definiciot.

1. Definici6. Relacidoknak nevezziik az A x A részhalmazait, azaz o relacio, ha o C A X
A (= A?%). Egy A-bol B-be mené megfeleltetés az A x B részhalmaza, azaz o egy A — B
megfeleltetés, ha 0 C A x B.

Hasonl6an definialhaté a leképezés fogalma is.

2. Definici6é. Az f C A x B megfeleltetést akkor nevezziik leképezésnek, ha BARMELY
a € A-hoz LETEZIK pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € f.

3. Definicié. Az f : A — B leképezés INJEKTIV, ha BARMELY a, as € A-ra teljesiil, hogy
ha ay f = as f, akkor a; = as. Mas szoval, kiilonb6z6 elemek képe kiilonbo6zé.

4. Definicié. Az f : A — B leképezés SZORIEKTIV, ha BARMELY b € B-hez LETEZIK
olyan a € A, amelyre f(a) = b. Mas szoval, minden B-beli elemnek van ¢se A-ban.

5. Definici6. Az f : A — B leképezés BIJEKTIV, ha injektiv ES sziirjektiv.

6. Példa. Példaul, legyen g : N — N, n — |n — 3| + 1 egy leképezés. Vizsgaljuk meg a g
leképezés tulajdonsagait!

Injektivitas: Tegyiik fel, hogy |n — 3| + 1 = |m — 3| + 1. Ez ekvivalens azzal, hogy
|n — 3| = |m — 3|, vagyis n—3 = £(m—3). Két eset van: n—3 = m—3, vagy n—3 = 3—m.
Az els6 esetben azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen,
de meg kell vizsgalni a masik esetet is. A masodik eset azzal ekvivalens, hogy n+m = 6,
azaz m = 6 — n. Ez azt jelenti, hogy g(n) = ¢(6 — n), természetesen csak akkor, ha
6 —n € N. De van olyan (elég) kicsi n € N, amelyre még 6 —n € N, példaul n = 5. Ekkor
azt kaptuk, hogy ¢g(5) = g(1), viszont 5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv. A kapott
ellenpélda ranézésre is megmondhato, nem fontos végig levezetni.

7. Megjegyzés. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor kész vagyunk, egyetlen el-
lenpélda is bizonyitja, hogy a tulajdonsdg nem all fenn.

8. Megjegyzés. A tulajdonséig vizsgalataban segithet az abréazolas és a vizszintes vonal
teszt.

Sziirjektivitas: Rogzitliink egy tetszéleges y € N szamot, és keresiink hozzd egy
megfelels n € N szamot, amelyre g(n) = y. Keressiik az n szamot a kovetkezd egyenlet
megoldéasaként: |n — 3|+ 1 = y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y— 1. Nekiink nem az
Osszes olyan szam kell, aminek a képe y, elég csak egyet talalnunk, ezért elhagyhatjuk az




abszolutérték jelet. Ekkor azt kapjuk, hogy n —3 =y — 1, azaz n = y + 2. Mit kaptunk?
Azt hogy BARMELY 4 € N szamra teljesiil, hogy g(y + 2) = y. Tehat minden y-hoz
talalhato Gs, ezért a leképezés sziirjektiv.
9. Megjegyzés. A tulajdonsig vizsgalataban segithet az abrazolas és a vizszintes vonal
teszt.

Bijektivitas: A fenti g leképezés nyilvan NEM bijektiv, mivel nem injektiv.

2. Szamossagok

Végtelen halmazok esetén az elemszam helyett a szamossag fogalmat hasznéljuk. Minden
halmaznak van szamossaga, ami véges halmaz esetén természetesen megegyezik a jol ismert
elemszam fogalommal.

10. Példa. Az A = {0,a} halmaz véges, elemszama ketts, azaz |A| = 2.

11. Tétel. Ha A egy véges halmaz akkor |P(A)| = 214l (Ez végtelen A halmazokra is igaz,
azonban ennek megértéséhez mdr magasabb fokiu halmazelméleti ismeretekre lenne sziikség,
ami nem tartozik a tantdrqy keretei kizé.)

12. Példa. Mivel |0] = 0, igy [P(0)| = 1 és |P(P(P(P(D))))| = 8.

13. Definici6é. Az N halmaz szédmossiagat megszamlalhatéan végtelennek nevezziik, és
No-lal jeloljik, azaz |[N| = .

Felmeriil a kérdés, hogy hanyféle végtelen van, és mi alapjan kiilonboztetiink meg bizonyos
végtelen fogalmakat. Véges halmazok elemszama pontosan akkor egyenld, ha mindegyiknek
ugyanannyi eleme van. Ez végtelen halmazok esetén is igy lesz, csak nem mondhatjuk, hogy
két halmaz szamossidga pontosan akkor egyenld, ha szamossaguk végtelen. A halmazok sza-
mossagat bijekciok segitségével tudjuk 6sszehasonlitani, ugyanis egy bijekcié tulajdonképpen
parba &llitja két halmaz elemeit.

14. Definicié. Az A és B halmazok szamossaga egyenls, ha létezik A — B bijektiv
leképezés.

15. Példa. A B = {pozitiv paros szamok} halmaz végtelen sok elemet tartalmaz, elemszama
helyett szamossaga van, mégpedig | B| = N,.
Az f: N — B, xf = 2x leképezés bijekcié az N és B halmazok kozott, igy szamossa-
guk megegyezik.

16. Megjegyzés. Az el6z6 példaban az érdekesség az, hogy ugyanannyi egész szam van, mint
ahany paros egész szam van, pedig az egész szamoknak csak a fele paros. Ez nem ellentmon-
dés, a fenti definiciok alapjan jo a példa.



17. Definici6. Az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenld, mint a B halmaz szamos-
saga, azaz |A| < |B|, ha létezik A — B injektiv leképezés.

18. Tétel. Tetszdleges A halmaz esetén |A| # P(A), sdt

Al < P(A).
19. Tétel. |N| < |R|.

20. Definici6é. Az R halmaz szdmossagat kontinuum szamossagnak nevezziik, és c-vel
jeloljik, azaz |R| = c.

21. Példa. |N| =|Z| = |Q| = |A| =R, |IR| =R\ Q| =|C| = |T| =
22. Tétel. Az Ny a legkisebb végtelen szdmossdyg.

23. Tétel.

~

. (Dichotomia) Tetszdleges A és B halmazok esetén|A| < |B| vagy |B| < |A|.
. (Antiszimmetria) Tetszéleges A és B halmazok esetén ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor
Al = |BJ.
3. Legfeljebb megszdmldlhatoan végtelen sok legfeljebb megszamldlhatoan végtelen halmaz
unioja 18 megszdamldalhatoan végtelen.
4. (Szdmossdgaritmetika alaptétele) Ha az A és B halmazok kézil valamelyik végtelen
szamossdgu, akkor

NS}

|AUB| =|A x B| =max (|4],|B]) .

R

Rg + g = No.
NO 'NO - No.

R

3. Alkalmazasok

1. Egy programnyelvben a beépitett véletlenszam-generator a [0;1] intervallumbol ad
vissza értéket (egyenletes eloszlassal). Nekiink a dobokocka imitélasara van sziikség.
A feladat egy leképezéssel konnyen megoldhato, ahol a [0; 1] intervallum szamait kell
leképezni az {1,2,3,4,5,6} szamhalmazra.

2. Digitalizalas: egy analog jel digitalizalasakor végtelen sok kiilonbozé allapotrol kell le-
képezniink véges allapothalmazra, mivel a szamitogép diszkrét miikodéstd. Példaul a
szemmel érzékelhetd szineket (természetesen annak csak egy sokkal "kisebb" mére-
tf részhalmazat) RGB-koddal jelenithetjikk meg a szamitégépen. (A (m, V2, e) szint
meg tudjuk jeleniteni? Miért igen, vagy nem? Milyen tulajdonségu akkor az "RGB-
leképezés"?)

3. Kodolas (titkosités): olyan leképezés, mellyel egy tizenet képe csak a leképezés inverzével
egylitt olvashato, azaz a kodolo és dekddold leképezés szorzata az identikus leképezés.



4. Programozas: szintaktikai és szemantikai szabalyok szerint leképezziik a végrehajtando
feladatot egy adott programnyelvre. (A compiler természetes még ezt is tovabb képe-
zi alacsonyabb szintii programokra.) Itt a leképezés inkabb csak koznyelvileg értendd,
ugyanis a leképezést a programozo6 végzi, mikozben a programot irja. Ez nem matema-
tikai leképezés, de bizonyos szinten ugyanarrél van szo.

5. Maga a nyelv is leképezés, a gondolatainkat képezziik le kiilonbozé nyelvi eszkézokre.
Ez a leképezés nem injektiv, példaul a "fog" sz6 bizonyitja ezt.



