HALMAZOK

Alapfogalmak, hatvanyhalmaz,
halmazmiiveletek, halmazmiveletek azonossagai.

1. Alapfogalmak

A halmaz és az eleme alapfogalmak, nem definidljuk Sket.
Jelolés: x € H: az = eleme a H halmaznak. Itt = egy tetsz6leges valami, mivel a H elemei is tetszéleges
dolgok lehetnek. Egy halmaz véges, ha véges sok eleme van. Ezt a véges szdmot a halmaz elemszamanak
nevezziik.

1. Definicié (Ures halmaz). Az iires halmaz olyan halmaz, melynek nincs eleme. Jele: (). Masképp
fogalmazva: minden z-re teljesiil az, hogy « ¢ ().

2. Megjegyzés. Csak egyetlen iires halmaz van, viszont sok kiilénb6z6 médon felirhat6. Példaul
() = {10-nél nagyobb paros primszamok} = {4 fejii piros kutyak} .

Ha a halmaz nem iires, akkor elemeit megadhatjuk felsorolassal, képlettel, koriilirassal; a 1ényeg, hogy
egyértelmten kideriiljon, hogy mik tartoznak a halmazba, és mik nem.

3. Definicié. Két halmaz akkor egyenld, ha elemeik megegyeznek. Jelolés: A = B.

4. Megjegyzés. Az el6z8 definicié értelmében egy halmazban minden elemet egyszeres multiplicitéssal
szamolunk. Példaul {0, 1,2} = {0,0,0,1,1,2,2}, mert a két oldal elemei ugyanazok. Ugyanigy értelmetlen
a halmazban az elemek sorrendjét megkiilonboztetni.

5. Példa. H ={2,4,6,8} = {zx € N:z < 10 és Jy € N, hogy = = 2y} = ,egyjegyi paros szdmok halma-

Za”

6. Példa. 0 # {0}

A bal oldali halmaz az iires halmaz, neki nincs eleme, elemszama nulla. A jobb oldali egy olyan halmaz,
mely 1 elemet tartalmaz, mégpedig az iires halmazt. Ennek az elemszama 1. Ez a kett§ olyan, mint
egy iires konyv, illetve az ilires konyvet tartalmazéd polc. A konyv iires, de a polc nem. A két halmaz
természetesen nem egyenld.

2. Részhalmaz, hatvanyhalmaz

7. Definicié (Részhalmaz). Az A halmaz a B halmaznak részhalmaza, ha minden A-beli elem B-nek
is eleme. Jelolés: A C B.

8. Megjegyzés. Minden H halmaznak van két trivialis részhalmaza:

e H C H, azaz minden halmaz részhalmaza sajit magéanak, illetve
e () C H, azaz az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

9. Definicié (Valodi részhalmaz). Az A halmaz a B halmaznak valédi részhalmaza, ha részhalmaza,
de nem egyenld vele. Jeldlése: A C B.

10. Tétel. Legyen A, B és C tetszdleges halmaz. Ekkor

e ha AC B és BC C, akkor A C C;
e ha AC B és BC A, akkor A = B.

11. Definicié (Hatvanyhalmaz). Egy H halmaz hatvanyhalmazénak nevezziik azt a halmazt, mely a
H halmaz 6sszes részhalmazabol all. Jelolése: P(H).

12. Példa. P ({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}.



Altalaban egy rogzitett, jol definialt halmaz elemeivel foglalkozunk, ugyanis nem tul sok értelme van
a H = {0,1, 2,3, Shakespeare Gsszes mtivei, p, ¢, 7} halmaznak. Ez is egy korrekten definialt halmaz, de
gyakorlati haszna nincs. Ezért meg szoktunk allapitani egy alaphalmazt, és csak ezen alaphalmaz elemeit
vizsgaljuk, az ezen kiviili elemekkel nem foglalkozunk. Példaul a primszamok halmazanak vizsgalatakor
az alaphalmazt tekinthetjiik példaul az egész szamok halmazanak, mert tigy sem akarjuk azt vizsgalni,
hogy egy ceruza eleme-e a primszamok halmazanak. Mivel a ceruza nincs az alaphalmazban, igy nem is
meriil fel ilyen kérdés.

3. Halmazmiiveletek

13. Definicié (Halmazmiveletek). Legyen A és B két tetsz6leges halmaz, U legyen a rogzitett alaphal-
maz, A, B C U. (A formaélis definiciok mellett a mtiveleteket Venn-diagramokon is szemléltetjiik.)

1.

Az A és B halmazok unidjanak nevezziik azt a
halmazt, melynek minden eleme benne van vala-
melyik halmazban. Jel6lés: AU B.

AUB={x: € AVAGY z € B}

Az A és B halmazok metszetének nevezziik azt
a halmazt, melynek minden eleme benne van
mindkét halmazban. Jelolés: AN B.

AﬂBz{x: meAESxEB}

Az A halmaz komplementerének nevezzik azt
a halmazt, melynek minden eleme benne van U-
ban (az alaphalmazban), de nincs benne A-ben.
Jelolés: A.

A={z: 2€UESz ¢ A}

Az A és B halmazok kiilonbségének nevezziik
azt a halmazt, melynek minden eleme benne van
A-ban, de nincs benne B-ben. Jelolés: A\ B.

A\B={z: € AES2¢ B} =ANB

Az A és B halmazok szimmetrikus differen-
cidjanak nevezziikk azt a halmazt, melynek min-
den eleme az A és a B halmazok koziil pontosan
az egyikben van benne. Jelolés: A A B.

AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B)
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4. Halmazmiiveleti egyenl6ségek

Ebben a részben a halmazmiiveletek néhany fontosabb tulajdonsagat vizsgaljuk meg. Tételként fo-
gunk rajuk hivatkozni, de az allitasok legnagyobb része az el6bbi definiciok alapjan konnyen és gyorsan
igazolhato.

14. Tétel. Tetszdleges A, B, C halmazokra

ANA=A, AUA=A, (idempotencia)
ANB=BnNA, AUB =BUA, (kommutativitds)
(ANB)NC=An(BNC), (AuB)UC=AU(BUC), (asszociativitds)
(AUB)NA=A4, (ANB)UA=A, (abszorptivitds)
(AuB)NC=(ANnC)u(BNC), (ANB)UC =(AuC)N(BUC). (disztributivitds)

15. Tétel. Tetszdleges A, B(C U) halmazokra

ANB=AUB, AUB=ANB, (de Morgan azonossdgok)
A=A,

ANA=0, AUA=T,

ANU =A, AUU =T,

AND =10, AUp = A.

A kovetkezd tétel mar szerepelt a halmazmiiveletek definiciojanal, azonban fontossaguk miatt tételként
is leirjuk djra. A definicioknél az igazi definicid a szdveges definicio. Ebbdl lehet levezetni a kovetkezs
egyenlGségeket a nyelvtani kotGszavakat megfelelGen varidlva.

16. Tétel. Tetszdleges A, B(C U) halmazokra
A\ B=ANB,

" AAB = (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

5. Alkalmazasok

1. Halmaz, mint absztrakt adattipus. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek I. kurzus.
2. Java programozasi nyelv: példaul Set interfész; AbstractSet, HashSet osztély.
3. FormaAlis nyelvek és szamitastudomany:

e abéce: eldre rogritett, meghatarozott jelek altalaban véges halmaza, példaul ¥ ={magyar nyelv
altal hasznalt betik és karakterek};

e az &bécé elemei a karakterek, a karakterekbdl allo sorozatok a szavak, példaul Shakespeare
minden mive egy-egy sz0;

e X* az Osszes szavak halmaza;

e > * részhalmazai a nyelvek, példaul Shakespeare Gsszes miive egy nyelv.

e LASD: Bonyolultsagelmélet kurzus.

-

Regularis kifejezések: olyan string, amivel meghatarozhatoé stringek egy halmaza.

Fontos kiterjesztés: fuzzy-halmazok. Alkalmazésai: irdnyitastechnika, mesterséges intelligencia, elekt-
ronika. LASD: Mesterséges intelligencia kurzus.

Mandelbrot-halmaz és egyéb fraktalok.

Szamelméleti halmazok: N, Z, Q, R, C.

Biologia: rendszertani kategorizalas.

Minden teriileten, mindenféle kategoridba sorolas halmazelméleti feladat. Ujjlenyomat keresése adat-
bazisban, telefonszam keresése telefonkényvben ... - ez mind olyan probléma, mely arra vezethetd
vissza, hogy egy adott objektum eleme-e egy halmaznak. Gyakorlatban a halmazokon mar értelmez-
ve van valami sorrendiségi relacié, igy mar nem pusztdn matematikai halmazokrél beszélhetiink,
ahol a halmaz elemeinek sorrendje nem szamit. LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek I. kurzus -
Keresési és rendezési algoritmusok.
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