RELACIOK

Descartes-szorzat. Relaciok szorzata, inverze. Relaciok tulajdonsagai.
Ekvivalenciarelacio, osztalyozas. Részbenrendezés, Hasse-diagram.

1. Descartes-szorzat

1. Definicié. Tetszdleges két a, b objektum esetén értelmezhetjiik az (a, b) elempér fogalmat. Rendezett
elemparrol beszéliink, ha (aq,b;) pontosan akkor egyenls (as, bs)-vel, ha ay = as és by = by, azaz fontos
a két elem sorrendje.

2. Definicié (Descartes-szorzat). Legyen A, B két halmaz. Ekkor az A és B halmaz Descartes-szorzata
az a halmaz, mely azokat a rendezett elempéarokat tartalmazza, amiknek az els6 komponense A-nak,
méasodik komponense B-nek eleme. Jelolés: A x B.

Ax B={(a,b): a€ A, be B}

3. Definicié (Descartes-négyzet). Legyen A egy halmaz. Ekkor az A halmaz Descartes-négyzete az
a halmaz, mely azon rendezett elempéarokbdl all; amiknek mindkét komponense A-nak az eleme. JelGlés:
A2,

A2 =AxA={(a,b): a € A, be A}
4. Megjegyzés. Ha A véges halmaz, és elemszama m, illetve B is véges halmaz, és elemszama n, akkor

az A x B halmaz is véges, és elemszama m - n. Ez egy egyszerd kozépiskolai feladatként is felfoghato, és
kénnyen igazolhato.

5. Megjeqyzés. Ha A = () vagy B = (), akkor A x B = ().
6. Megjegyzés. Ha A és B két tetsz6leges halmaz, akkor A x B # B x A.

2. Relaciok

7. Definicié (Megfeleltetés). Legyen A és B két halmaz. Az A x B Descartes-szorzat részhalmazait A-bol
B-be mend megfeleltetéseknek nevezziik. Ekkor A az indulasi halmaz, B pedig az érkezési halmaz.

8. Definicié. Legyen A egy halmaz. Az A? Descartes-négyzet részhalmazait relaciéknak nevezziik. A
relacidkat altalaban a gordg abécé kis bettivel jeloljiik.

9. Példa. Legyen A = {1,2,3,4} és B = {2,3,4,5,6} két halmaz. Ekkor o = {(1,3),(3,6),(4,2)} egy
megfeleltetés A-bol B-be, és o = {(1,1),(2,4),(4,2)} egy relaci6 az A halmazon.

10. Megjegyzés. A megfeleltetések dbrazolasa torténhet graffal, koordinatarendszerrel és matrixszal is.

11. Definicié (Relaciok szorzata). Legyen o és o két relacio az A halmazon, azaz o C A? és o C A2.
Ekkor a két relacio szorzatat oo-val jeldljik, és a kovetkezGképpen definialjuk:

o0 = {(a,c) € A*: létezik b € A, hogy (a,b) € 0 és (b,c) €a}.

12. Definicié (Relacio inverze). Legyen o egy relacié az A halmazon, azaz ¢ C A?. Ekkor a o relacié
inverzét o~ !-gyel jeldljiik, és a kovetkezdképpen definialjuk:

o' ={(a,b) € A*: (ba) €0}.

rikus differenciajatol is beszélhetiink, de ezeket itt nem részletezziik. Ezek tigy mikddnek, mint egyszerd
halmazok esetén, csak itt a halmazok elemei specidlisan rendezett elemparok.



3. Relaciok tulajdonsagai

A tovabbiakban legyen A egy tetsz6leges halmaz. Definidlni fogjuk a relaciok néhény tulajdonsagat.

14. Definicié. A tovabbiakban a o C A? relacié legyen rogzitett, és definialjuk a relaciok kévetkezd
tulajdonsagait.

1. 0 REFLEXiV, ha BARMELY a € A-ra teljesiil, hogy (a,a) € o.
Példaul a o =7 <7 (g Rz) relacio reflexiv, mert barmely x valés szamra teljesiil, hogy (z,z) € o,
azaz r < x.

2. ¢ SZIMMETRIKUS, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o, akkor (b,a) € o.
Példaul az elbb emlitett o relacio nem szimmetrikus, mert abbol, hogy 3 < 4 [azaz (3,4) € ], nem
kivetkezik, hogy 4 < 3 [azaz (4,3) € g]. Az ” =" relacié mar szimmetrikus.

Megjegyzés. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor a tulajdonsag meg van léve.

3. 0 TRANZITIV, ha BARMELY a, b, ¢ € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és (b, c) € o, akkor (a,c) € 0.
Példaul a fenti p relacioé nyilvan tranzitiv, mert ha a < b és b < ¢, akkor a < ¢ is teljesiil.

4. 0 EKVIVALENCIARELACIO, vagy réviden EKVIVALENCIA, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv
is egyszerre.

5. ¢ ANTISZIMMETRIKUS, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € o és (b,a) € o, akkor
a=b.
Példaul a fenti p relacié nyilvan antiszimmetrikus, mert ha z < y és y < z, akkor x < y < z, ami
azt jelenti, hogy = = y.

6. 0 RESZBENRENDEZES, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv is egyszerre.

7. 0 DICHOTOM, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy (a,b) € o vagy (b,a) € o.
Példéaul a g relacié dichotém, mert barmely két valés szadmroél el tudjuk donteni, hogy melyik kisebb-
egyenld, mint a mésik.

Megjegyzés. Ha egy relacié nem reflexiv, akkor dichotém sem lehet. (Gondoljunk bele! A dichotémia

8. 0 RENDEZES, ha részbenrendezés és dichotom is egyszerre.
15. Megjegyzés. Ha egy relaciot az iranyitott grafjaval adunk meg, akkor

e ¢ pontosan akkor reflexiv, ha a graf minden pontjaban van hurokél;

o pontosan akkor tranzitiv, ha teljesiil az, hogy ha létezik ut két pont kozott, akkor létezik 1 hosszu
it is kozottiik;

o pontosan akkor szimmetrikus, ha a graf minden éle kétiranyu;

o pontosan akkor antiszimmetrikus, ha barmely két kiilonb6z6 pont kozott 0 vagy 1 irAnyban megy
él;

e o pontosan akkor dichotém, ha a graf barmely két pontja kozott megy él.

16. Példa. Legyen o a kovetkezd relacio: o = {(z,y) € Z? : 2| 2® + y?} C Z2 Milyen tulajdonsagok
teljesiilnek a o relaciora?
Megoldas:

1. Reflexivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY x € Z-re teljesiil-e, hogy (z,z) € o, azaz hogy
2 | 22 + 22. Ez nyilvéan teljesiil, mert 22 + 22 = 222, ami nyilvan péros, ezért minden egész szam
o-relacidban all sajat magaval.

2. Szimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,%) € o-bol kévetkezik-
e feltétel nélkiil, hogy (y,x) € o. Ez nyilvan teljesiil, mert (z,y) € 0 —= 2 | 22 + ¢y < 2 |
y? + 2?2 < (y,z) € 0, azaz o szimmetrikus.

3. Tranzitivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,v,z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o-bél és
(y,2) € o-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (z,z) € o. Nézziik meg;:

(ryy) €oc =222 +y?> =22+’ =2k (k€ Z) = 2? =2k —y?

(y,2) Eoc<=2 |y’ +22 = 1?>+22=2 (l€Z) = 2?> =2l — y*
Behelyettesitiink: 2?2 + 22 = 2k + 21 — 2y? = 2 (k + | — y?) = 2m, ahol m € Z.
Igy megkaptuk, hogy 2 | 22 + 22, azaz (z,2) € o, vagyis a relaci6 tranzitiv.

4. Mind a harom fenti tulajdonsag teljesiil, ezért a relacio ekvivalencia(relacio).

5. Antiszimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (x,y) € o-bél
és (y,z) € o-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy = = y. Rendkiviil kdnnyen tudunk ellenpéldat
talalni, példaul (2,4) € o, (4,2) € 0 DE 2 # 4.

Megjegyzés. Nagyon kevés olyan relacié van, ami egyszerre szimmetrikus és antiszimmetrikus is,
de létezik ilyen, s6t mar meg is volt emlitve egy ilyen relacié egy kordbbi példaként. Viszont az



sem igaz, hogy egy relaciéra valamelyik teljesiil. Kénnyen adhaté olyan relacié, amelyik se nem
antiszimmetrikus, se nem szimmetrikus.

6. Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, igy o nem részbenrendezés, és ezért mar rendezés sem lehet,
de azért nézziik meg az utolsé tulajdonsagot is.

7. Dichotémia: Most azt kell vizsgalni, hogy BARMELY x,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € o vagy
(y,x) € o. Nyilvan egy pératlan-paros kombinaci6 sem igy, sem amigy nincs benne a relacioban,
és igy megint konnyen talaltunk ellenpéldat (egyszerre végtelen sokat is).

4. Osztalyozas

Az osztalyozés tulajdonképpen egy adott halmaz speciélis részhalmazokra torténd felbontésa. A for-
malis definici6é olvasasa kézben gondoljunk a biologidbol ismert rendszertani orszdgokra. Minden él6lény
beletartozik valamelyikbe, nincs olyan élglény, aki két kiillonboz6 kategdridba esne, egyik orszag sem fires,
és csak élglények vannak beléjiik sorolva. Gyakorlatilag ilyen a formalis definicié is.

17. Definici6. Legyen A egy tetszOleges halmaz. Ekkor a C halmazt osztalyozasnak nevezziikk az A
halmazon, ha

1. CCP(A),

2. BARMELY X € C-re X # 0,

3. BARMELY X,Y €Cre X =Y vagy X NY =0, és
4. A=Uyee X.

Szoban igy vonhato Ossze az el6bbi négy feltétel: C osztalyozés az A halmazon, ha C az A nemiires (2)
részhalmazibol 4ll (1), és minden A-beli elem (4) pontosan egy darab C-beli halmaznak eleme (3).
A C halmaz elemeit osztalyoknak nevezziik.

18. Példa. A ={1,2,3,4,5},C = {{1.2},{4},{3,5}}. (A szinezésnek egy késsbbi példaban lesz értelme.)
C osztalyozas, mert minden A-beli elem szerepel pontosan egy osztalyban, és egyik osztaly sem iires.

Ekvivalenciarelacié — osztalyozas
19. Tétel. Egy A halmaz feletti C osztdlyozds meghatdroz egy ekvivalencidt a kévetkezd mdodon:
pe = {(a,b) € A%:3X €C, hogy a,b € X}.
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az eqy osztdlyban lévd elemek eqymdssal mindenhogy reldciéban vannak.

20. Példa. Az el6z6 példaban szerepls osztalyozashoz felirhaté ekvivalenciarelacio:

pc = {(1: 1) ) (172) ) (2: 1) ) (252), (474) > (373> ) (3a5) ) (573) ) (5a5)}'

21. Tétel. Ha p ekvivalencia az A halmazon, akkor az A/p = {box : b € A} halmaz osztdlyozis A-n, ahol
bpx ={ce A: (b,c) € p}.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy egy ekvivalenciareldcidhoz felirhaté egy olyan osztdlyozds, amelyben
az eqgymdssal reldcicban lévd elemek ugyanabban az osztilyban vannak.

Mire jo ez? Mindig attérhetiink ekvivalenciarol osztalyozasra, illetve osztélyozasrél ekvivalencidra, és
azzal dolgozhatunk, amelyikkel nekiink kényelmesebb. Példaul ha meg akarjuk hatarozni két olyan ekviva-
lencia metszetét, melyek az altaluk meghatarozott osztalyozassal vannak megadva, akkor dolgozhatunk a
kovetkezSképpen. Az osztalyozasokat atirjuk relacio-alakba, relacioalakba, és ezeknek vessziik a metszetét.
Az osztalyozasok metszete teljesen més, rossz eredményt adna.

22. Példa. Térjiink vissza a Példaban bemutatott o relaciora, amirél belattuk, hogy ekvivalencia.
Ekkor nyilvan van egy hozza tartozo6 osztélyozas. Adjuk ezt meg!
Megoldas:

Keressiink egymassal relacioban allo szamokat: (0,2),(0,4),(0,6),(2,4),(2,6),... € 0. Nyilvan vég-
telen sok van, de az azért latszik hogy a paros szdmok a paros szamokkal relaciéban vannak, ezért nyilvan
egy osztalyban vannak. Mivel osztalyozast keresiink, igy a péaratlan szdmokat is kell valahova tenniink.
Konnyen rajohetiink, hogy a paratlan szamok relacioban allnak a paratlan szamokkal, ugyanis paratlan
szamok négyzete szintén paratlan, és két paratlan szam Osszege mar paros, ezért teljesiil a relacio felté-
tele. Igy mar van két osztaly-jeloltiink, a paros szamok, és a paratlan szamok halmaza. Most mar csak
azt kell belatni, hogy paratlan szam nem allhat relacidban paros szdmmal, hogy valéban két kiilonbo6zé
osztalyt kapjunk. Ez pedig konnyt, mert paros szdm négyzete paros, paratlané paratlan, és egy paros
és egy paratlan szam Osszege paratlan, ami nyilvan nem oszthato kettével, igy nem teljesiilhet a relacio
feltétele.

Tehat a keresett C, osztélyozés a kovetkezs: C, = {{péaros egész szamok} , {paratlan egész szamok}}.



5. Részbenrendezés, Hasse-diagram

23. Definicié (Emlékeztets).

e Egy A halmaz esetén az A? halmaz részhalmazait relaciéknak nevezziik.
e Egy relacié részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.
e Egy relacio (teljes) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom.

24. Definicié (Részbenrendezett halmaz). Egy (A; <) part részbenrendezett halmaznak neveziink,
ha A egy nemiires halmaz, ,,<” pedig egy tetszéleges részbenrendezés az A halmazon.

25. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, a,b € A. Ekkor jeldlje a < b azt, hogy a < b,
de a # b. Jelolje a < b azt, hogy a < b, és nincs olyan z € A, melyre a < z és x < b teljesiilne. Ha a < b,
akkor azt mondjuk, hogy b koveti a-t, a < relaciot pedig kovetési relaciénak nevezziik.

26. Tétel. Ha (A; <) véges részbenrendezeit halmaz, akkor tetszdleges a,b € A elemekre az aldbbi két
allitds ekvivalens:

o a<l
o [étezik n € Ny és léteznek cy,c1,...,c, € A elemek gy, hogy a = cg, co < ¢1, ..., Ch—1 < Cn,
cp =b.

A tétel azt jelenti, hogy a < kovetési reldcic meghatdrozza a részbenrendezést.

A részbenrendezés dbrazolasa helyett szemléletesebb a kovetési relaciot dbrazolni, illetve az el6zé tétel
szerint ezt meg is tehetjiik, és erre szolgal a Hasse-diagram.

27. Definicié (Hasse-diagram). Egy tetszéleges {a,b,c}
(4; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja

olyan iranyitott graf, amelyben a részbenrendezett

halmaz A alaphalmazanak az elemei alkotjak a graf

pontjait, és a grafban az a és b pontok kozott pon-

tosan akkor halad él, ha a < b. Az él iranyitasat

a diagramon ugy Aabrazoljuk, hogy a b pontot az {a? b} {b’ C}
a pont f6lott helyezziik el. A reflexivitasbol adodo

hurokéleket a diagramon nem abrazoljuk.

{a} {c}

28. Példa. Legyen adott az A = {a,b,c} harom

elemd halmaz. A (P(A); C) par bizonyithatoan rész-

benrendezett halmaz, és a Hasse-diagramja a jobb 0
oldali abran lathato.

29. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, a € A pedig egy tetszéleges elem.

Az a maximalis eleme A-nak, ha nem létezik olyan x € A, melyre b < z.
Az a minimalis eleme A-nak, ha nem létezik olyan x € A, melyre x < b.
Az a legnagyobb eleme A-nak, ha minden =z € A elemre x < a.

Az a legkisebb eleme A-nak, ha minden = € A elemre a < x.

30. Tétel. Ha a az (A; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme, akkor a mazimdlis elem is. Ugyanez
igaz legkisebb és minimdlis elemre.

31. Tétel. Legnagyobb és legkisebb elembdl csak legfeljebb eqy darab létezhet egy (A; <) részbenrendezett
halmazban, maximdlis és minimdlis elem tobb is lehet.

32. Példa. Az el6z6 példaban 1év6 részbenrendezett halmaz legnagyobb (és egyben maximalis) eleme
{a,b,c}, alegkisebb (és egyben minimalis) eleme ().



6. Informatikai alkalmazasok

1.

w

Relacios adatmodell. Tegyiik fel, hogy bizonyos személyek neveit és cimeit biztonsagi okokbdl két
kiilon adatbéazisban (esetleg két kiilon rendszerben) taroljuk. Az elsé minden névhez egy azonosité
kodot tartalmaz, a masodik minden kodhoz hozzarendel egy cimet. A két ,tabla” egymas nélkiil
hasznalhatatlan. Ahhoz, hogy ,lekérdezziik” valaki(k)nek a cimét, tulajdonképpen egy relacioszor-
zast kell alkalmaznunk, elszor a (név, kod) part hatérozzuk meg, ezutan a (kod, cim) part, ebbdl
kapunk (név, cim) part. Ez relacioszorzas.

. Rendezési algoritmusok. Adott egy véges halmaz, rendezziik az elemeit a megadott rendezési relacio

szerint. (LASD: Algoritmusok és adatszerkezetek kurzus.)

Post-hél6 és Post tétele. LASD: Logika és informatikai alkalmazasai kurzus.

Egy graf erGsen Osszefiiggé komponensei az elérhetGségi relacié altal meghatarozott osztalyai a graf
cstcshalmazanak. Informatikai a probléma, mert minden irdnyitott grafot elképzelhetiink tgy, mint
egy szamitogép-halozat reprezenticioja, és minden halozat reprezentalhato graffal.

7. Alkalmazasok

1.

Particionalis informacios struktira. ElsGsorban jatékelméleti probléma, arrol szol, hogy egy jatékos
nem ismeri, hogy jelenleg mi az allas, de pontosan tudja, hogy az allasrél az altala birtokolt informa-
ciokbol mik a lehetséges és nem lehetséges 1épések, ami kételemii particioja az allasok halmazanak.
Ezt altalaban feltételként szoktak alkalmazni, ésszerd, hogy miért.

Minden kategorizalasi feladat tulajdonképpen osztalyozas. Példaul, ha iratokat rendeziink mappék-
ba, akkor nyilvin nem akarjuk, hogy maradjon iires mappa (illetve ha mégis, akkor az nem része
a kategorizalasnak), illetve minden iratot pontosan egy mappaba szeretnénk betenni. Ez tulajdon-
képpen az osztélyozas definicioja (osztaly=mappa, irat=elem).

Biolégia: rendszertani osztélyozas, minden (ismert) él6lény beletartozik pontosan egy fajba, és nyil-
van nem tartunk szamon olyan fajt, aminek nem létezik (soha nem is létezett) egyede.



	Descartes-szorzat
	Relációk
	Relációk tulajdonságai
	Osztályozás
	Részbenrendezés, Hasse-diagram
	Informatikai alkalmazások
	Alkalmazások

