LEKEPEZESEK

Leképerzések tulajdonsigai. Szamossigok.

1. Leképezések tulajdonsagai

A tovabbiakban legyen A és B két halmaz. Idézziink fel néhény definiciot.

1. Definicié. Relacioknak nevezziik az A x A részhalmazait, azaz o relacié, ha o C Ax A (: AQ). Egy
A-b6l B-be mens megfeleltetés az A x B részhalmaza, azaz o egy A — B megfeleltetés, ha o C A x B.

Hasonl6 lesz a leképez fogalma is.

2. Definicié. Az f C A x B megfeleltetést akkor nevezziik leképezésnek, ha BARMELY a € A-hoz
LETEZIK pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € f.

3. Megjegyzés. A tovabbiakban az (a,b) € f jelolés helyett az af = b jelolést alkalmazzuk, amire szoban
ugy hivatkozunk, hogy az a elem képen az f leképezés szerint a b elem.

A tovabbiakban az f : A — B leképezés legyen rogzitett. Definidljuk a leképezések tulajdonsagait.

4. Definicié. f INJEKTIV, ha BARMELY a;,as € A-ra teljesiil, hogy ha a1 f = asf, akkor a; = a.
Mas szoval, kiillonb6z6 elemek képe kiilénb6zd.

5. Definicié. f szZURJEKTIV, ha BARMELY b € B-hez LETEZIK olyan a € A, amelyre af = b.
Mas szoval, minden B-beli elemnek van Gse A-ban.

6. Definicié. f BIJEKTIiV, ha injektiv ES sziirjektiv.

7. Példa. Példaul, legyen g : N — N, n+— |n — 3| + 1 egy leképezés. Vizsgaljuk meg a g leképezés fenti
tulajdonsagait!

Injektivitas: Tegyiik fel, hogy ng = mg, azaz |n — 3| +1 = |m — 3| + 1. Ez ekvivalens azzal, hogy
[n — 3| = |m — 3|, vagyis n —3 = £(m — 3). Két eset van: n —3 =m — 3, vagy n—3 =3 —m.
Az els6 esetben azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen, de
meg kell vizsgélni a masik esetet is. A mésodik eset azzal ekvivalens, hogy n + m = 6, azaz
m = 6 — n. Ez azt jelenti, hogy ng = (6 — n)g, természetesen csak akkor, ha 6 —n € N. De
van olyan (elég) kicsi n € N, amelyre még 6 — n € N, példaul n = 5. Ekkor azt kaptuk, hogy
59 = lg, viszont 5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv. A kapott ellenpélda ranézésre is
megmondhato, nem fontos végig levezetni.

8. Megjegyzés. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor a tulajdonsag meg van l6ve.

9. Megjegyzés. Abrazolas + vizszintes vonal teszt.

Sziirjektivitas: Rogzitiink egy tetsz6leges y € N szamot, és keresiink hozza egy megfelel6 n €
N szémot, amelyre g(n) = y. Keressiik az n szamot a kovetkezd egyenlet megoldasakent:
|n — 3|+ 1 = y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y — 1. Nekiink nem az &sszes olyan szam
kell, aminek a képe y, elég csak egyet talalnunk, ezért elhagyhatjuk az abszolat érték jelet.
Ekkor azt kapjuk, hogy n — 3 = y — 1, azaz n = y + 2. Mit kaptunk? Azt hogy BARMELY
y € N szamra teljestil, hogy (y 4+ 2)g = y. Tehat minden y-hoz taldlhato Gs, ezért a leképezés
sziirjektiv.

10. Megjegyzés. Abrazolas + vizszintes vonal teszt.

Bijektivitas: A fenti g leképezés nyilvan NEM bijektiv, mivel nem injektiv.



2. Szamossagok

Végtelen halmazok esetén az elemszam helyett a szdmossag fogalmat hasznaljuk. Minden halmaznak
van szamossaga, ami véges halmaz esetén természetesen megegyezik a jol ismert elemszam fogalommal.

11. Példa. Az A = {0, a} halmaz véges, elemszama ketts, azaz |A| = 2.

12. Tétel. Ha A egy véges halmaz akkor |P(A)| = 2141, (Ez végtelen halmazokra is igaz, azonban ennek
megértéséhez mdr magasabb fokiu halmazelméleti ismeretekre lenne szikség, ami nem tartozik a tantdirgy
keretei kizé.)

13. Példa. Mivel |0| =0, igy |P(0)| =1 és |P(P(P(P(D))))| = 8.
14. Definici6é. Az N halmaz szamossagéit megszamlalhatoéan végtelennek nevezziik, és Rg-lal jeloljik,
azaz |N| = V.

Véges halmazok esetén természetes modon adodik, hogy két halmaz elemszama mikor egyezik meg.
Végtelen halmazok esetén, mar nem tudjuk ilyen egyszertin megallapitani, hogy mikor egyenls két halmaz
szamossaga. Mint lathaté, méar a szamossag egyenlGségének fogalma sem olyan egyszert, mint véges
esetben.

15. Definicié. Az A és B halmazok szamossaga egyenld, ha létezik A — B bijektiv leképezés.

16. Példa. A B = {pozitiv paros szamok} halmaz végtelen sok elemet tartalmaz, elemszama helyett
szamossaga van, mégpedig |B| = Ng. A megfelel§ bijekcié ami ezt bizonyitja, az o : N — B, n — 2n
leképezés.

17. Eszrevétel. Az el6z6 példaban az érdekesség az, hogy ugyanannyi egész szam van, mint ahany péros
egész szam van, pedig az egész szamoknak csak a fele paros. Ez nem ellentmondas, a fenti definiciok
alapjan jo a példa.

18. Definicié. Az A halmaz szamossaga kisebb vagy egyenls, mint a B halmaz szdmossiga, azaz
|A| < |BJ, ha létezik A — B injektiv leképezés.

19. Tétel. Tetszdleges A halmaz esetén |A| # P(A), sét |A] < P(A).

20. Tétel. |N| < |R]|.

21. Definicié. Az R halmaz szamossagit kontinuum szamossagnak nevezziik, és c-vel jeloljiik, azaz
IR| =c.

22. Példa. |N| = |Z| = |Q| = [A| =Ry, [R] = [R\ Q| = [C| = |T| =c.

23. Tétel. Az Ny a legkisebb végtelen szamossdg.

24, Tétel.

1. (Dichotomia) Tetszéleges A és B halmazok esetén|A| < |B| vagy |B| < |A|.

2. (Antiszimmetria) Tetszdleges A és B halmazok esetén ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor |A| = |B|.

3. Legfeljebb megszdmldlhatoan végtelen sok legfeljebb megszamldlhatoan végtelen halmaz unidja is meg-
szamldlhatoan végtelen.

4. (Szdmossdgaritmetika alaptétele) Ha az A és B halmazok kézil valamelyik végtelen szimossd-

gu, akkor
|AUB| =|A x B| =max (|A],|B]).
5. Ng + Ng =Ng.
6. Np - RNy = No.

3. Alkalmazasok

1. Egy programnyelvben a beépitett véletlenszam-generator a [0;1] intervallumbol ad vissza értéket
(egyenletes eloszlassal). Nekiink a dobdkocka szimulalasara van sziikség. A feladat egy leképezéssel
koénnyen megoldhat6, ahol a [0; 1] intervallum szamait kell leképezni az {1, 2, 3,4, 5,6} szamhalmaz-
ra.

2. Digitalizalas: egy analog jel digitalizalasakor végtelen sok kiilonb6z6 allapotrol kell leképezniink vé-
ges allapothalmazra, mivel a szdmitogép diszkrét miikddésd. Példaul a szemmel érzékelhet§ szineket
(természetesen annak csak egy sokkal ,kisebb” méreti részhalmazat) RGB-koddal jelenithetjiik meg
a szamitogépen. (A (7r, V2, e) szint meg tudjuk jeleniteni? Miért igen, vagy nem? Milyen tulajdon-
sagu akkor az ,,RGB-leképezés™?)



3. Kodolas (titkositas): olyan leképezés, mellyel egy lizenet képe csak a leképezés inverzével egyiitt ol-
vashato, azaz a kodolo és dekodolo leképezés szorzata az identitas. (Valojaban nem teljesen inverzre
van sziikség.)

4. Programozas: szintaktikai és szemantikai szabalyok szerint leképezziik a végrehajtandé feladatot
egy adott programnyelvre. (A compiler természetes még ezt is tovabb képezi alacsonyabb szinti
programokra.) Itt a leképezés inkabb csak kéznyelvileg értendd, ugyanis a leképezést a programozo
végzi, mikézben a programot irja. Ez nem matematikai leképezés, de valamilyen szinten ugyanarroél
van sz0.



