KOMPLEX SZAMOK

Komplex szamok és alakjaik,
szamolas komplex szamokkal.

1. Komplex szamok

1. Definicioé. A komplex szamok halmazat C-vel ’ Im

jeloljik, és C =R x R. 1
Tehat definicié szerint egy komplex szam nem

més, mint egy valdés szdmokbol all6 rendezett szam-

PAr.

2. Definicié. Legyen z € C, z = (a, b) egy komplex
Szam.
Ekkor a z kanonikus alakja

z=a+b-1i.
A z komplex szam trigonometrikus alakja
z =r(cos(p) + i -sin(p)),

ahol r = |z| = Va? + 1%, és ¢ = arg(z) az a sz0g,
amivel a valés tengely pozitiv felét el kell forgatni
az orig6 koriil ugy, hogy atmenjen a z-nek megfelels
ponton. Az r-et a z komplex szam abszolutértéké-
nek, az arg(z) szoget a z komplex szam argumentu-
manak nevezziik.

3. Definicié. A z = (a,b) komplex szam z = a + bi kanonikus alakjaban szerepls a valos szamot z valés
részének, b valos szamot z képzetes részének nevezziik. Mas jeloléssel z = Re(z) + i - Im(z). Az i a
képzetes egység. Az i olyan komplex szam, amelynek a négyzete —1, azaz i> = —1.

4. Definicié. Legyenek z; és zo a kovetkez6 kanonikus alaki komplex szamok:
z1 =a+bi, zo0 =c+ di.

Ekkor definidlhatjuk a kovetkezé miiveleteket:

o Osszeadds: 2y + zo = (a4 bi) + (c + di) = (a + ¢) + (b + d)i.

o FEllentett: —z1 = —a — bi.

e Kivonds: z1 — z2 = 21 + (—22) = (a — ¢) + (b — d)i.

o Szorzds: z129 = (a+bi)(c+di) = ac+ adi+ bci + bdi? = ac+ adi+ bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i.
o Konjugdlt: z1 = a — bi.

o Abszohitérték: |z1| = /2121 = Va2 + b2

o Osztas:

21 % (a+bi)(c—di) ac—adi+bci+bd ac+bd  bc—ad,

2o 2973 2 +d? o 2 +d? _02+d2+02—|—d22'
5. Példa. z = (1,-1), 22 = (—4,5)

e Kanonikus alak: zy =1 —14, 20 = —4 + 5.
e Trigonometrikus alak: z; = /2 (cos (%’r) + i sin (77)) .
e Miiveletek:

— Osszeadds: z1 + zp = (1 — 4) + (=1 + 5)i = —3 + 4.
Ellentett: —zo = 4 — 5i.

Kivonds: zo —2z1 = (—4—1)+ (5 — (—1))i = —5 + 61.

— Szorzds: z120 = (1 —9)(—4+5i) = —4+5i+4i+5=1+9%.
Kongugdlt: z1 =1+ 1.



— Abszolitérték: |z1| = /12 4+ (=1)° = V2.
— Osztds:

z  —4+5i 1+i —4-4i+5i—-5 —9+i 9+1
2 1—d 14i 12 — 42 T2 T 2 2

Mivel egy komplex szdm egy rendezett szampéar, azonnal adédik a kévetkezs allités.

6. Tétel. Ha z1 = a1 + b1t és zo = ag + bai két komplex szdm, akkor z1 = z5 pontosan akkor teljesiil, ha
a1 = a9 és bl = b2.
7. Tétel. Legyenek z és w a kévetkezd trigonometrikus alaki komplex szamok:
=r(cosp+ising), w=s(cost)+ isiny).
Ekkor
z-w =rs(cos(p + 1)) +isin(p +¢)); o 1 = (cos(—p) +isin(—p));
= =5 (cos(p —¢) +isin(p — ¥)); o Z=r(cos(—p) +isin(—yp));

o tetszileges n € Ny szdmra 2™ = r™ (cos(ny) + isin(ny)) ;

e ha z # 0, akkor tetszéleges n € N szdmra /z = r (COS (%mﬁj + isin (%M ) , k=
0,1,2,...,n — 1, azaz minden nemnulla komplex szamnak pontosan n darab n-edik gyoke van.

8. Példa. Legyen z = (\/3, 1) és w = (1, —1) két komplex szam.

oz:\/§+i:2(cos%+isin%) w—l—izx/i(cos —|—zsm74)

® 2w = S\/i (cos (% —i— %r) + i sin (g —i— %)) =22 ((3051293—7r + isin 213—2”)19

o &= 75 (cos(§ =) +isin(§ - F)) = V2 (cos (—47) +isin (—47))

1 _ 1 s - s

o ;=3 (cos(=F) +isin(=F));

o = V2 (cos (<) + isin (~77))

° w6=(ﬂ)6( (6 7”)—&—15111( 4)): (00524—28111 ):82"

° d7::95:91:1:\3/5(005( /3)—}—25111(%/ )) (cos +251n18)

To = \3/5(005 (( + 27r) /3) + 7sin ((6 + 27r) /3)) 2 (cos =T 4+ 4sin 113—;)
x3 = v/2 (cos ((§ +4m) /3) +isin ((5 + 47) /3)) = /2 (cos %’r +isin 237) .
2. Alkalmazasok

1. Komplex szamok fizikai alkalmazasai: valtéaramu korok leirdsa, rezgések és hullamok leirasa, komp-
lex id6- és amplitudofiiggvény, kvantummechanikai szamitasok.

2. Vegyiik a kdvetkezs sorozatot: zg = 0, z, = 22_| + c. Azon ¢ komplex szdmok, melyek esetén a
sorozat korlatos a Mandelbrot-halmaz elemei, ami a talan legismertebb fraktalalakzat.

3. Hogy rajzoljunk egy szabalyos n-szoget a képerny()’re? Rogzitsiink egy pontot, és a megadott képlet-
tel szamoljuk ki a rogzitett pont dltal reprezentalt komplex szém n-edik gyokeit (illetve csak azok
kozelits értékeit). Igy megkapjuk az n-szog Gsszes csucsat.

4. A Wolfram Alpha ingyenes, internetes szoftverrel a komplex szamokkal torténd elemi szamitésok

konnyen elvégezhets. A http://www.wolframalpha.com/ honlapon (10+4i)/((2-31)*(-9-1)) for-
maban lehet megadni komplex szamokat és miiveleteket. Szinte mindegyik komputeralgebrai szoft-
ver képes a komplex szdmokat kezelni, példdul a Maple és a MatLab is.



