MATRIXOK INVERZE ES SAJATERTEKE

1. Inverz

1. Definicié. Egy A négyzetes matrix inverzének nevezziik azt az A~!l-gyel jelolt matrixot, melyre
A-A71 = A"1. A= E, ahol E a megfelels méretii egységmatrix. (A definicié alapjan egyértelmt, hogy
az inverz mérete megegyezik az eredeti méatrix méretével.)

A definici6 azonban semmit nem mond arr6l, hogy milyen métrixoknak van inverze, és ha van, akkor
hogyan szamolhatjuk ki. A kovetkezGkben két kiszamitasi modot fogunk ismertetni.

1.1. Tétel szerinti kiszamitas

2. Definicié. Egy A = (a;;)
A;j-vel jeloljiik és az

nxn DEgyzetes matrix a;; eleméhez tartoz6 adjungalt aldeterminénst

Aij = (1) Dy
képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartoz6 aldeterminans, vagyis annak a matrixnak a

determinénsa, melyet tgy kapunk, hogy az A matrixbodl elhagyjuk az i-edik sorat és j-edik oszlopat.

3. Tétel. Tetszileges A = (aij),, ., négyzetes mdtriznak akkor és csak akkor van inverze, ha det(A) # 0.
Ha van inverze, akkor pontosan eqy van, és erre érvényes az aldbbi képlet:
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4. Példa. A = A1 =2

)

= O
[N
IENNGUN N\

det(A) =3+4-2—-4=1
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1.2. Gauss-Jordan-eleminici6
5. Definicié. Egy adott M matrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az alabbiakat
értjiik:

e két sor cseréje,
e egy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e egyik sor konstansszorosdnak hozzidadasa egy mésik sorhoz.



6. Tétel. Ha A egy n X n-es négyzetes mdtriz, E pedig az n X n-es eqységmdatriz, akkor tekintsik a
B = (A| E) mdtrizot. Az A mdtriz akkor és csak akkor invertdlhatd, ha a sorvektorrendszer elemi
dtalakitdsainak sorozatdval a B mdtriz (E | C) alakra hozhaté. Ekkor A=t = C.
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7.Példa. A= 1 1 3 |, A =2
1 2 4
01 2 1 00 ) 1 1 3 01 0 @ 1 1 3 0 1 0
1 1 3 01 0 M 0 1 2 1 0 0 5 0 1 2 1 0 O
1 2 4 0 01 1 2 4 0 0 1 0 1 1 0 -1 1
(1) 1. és 2. sor cseréje.
(2) 3. sorbol kivonom az 1.-t.
(3)101 -1 1 0(4 1 0 1 -1 1 0(5)101 -1 1 0
D o121 00 o1 2 1o o fo12] 1 0 0
0 1 1 0 -1 1 0 0 -1 -1 -1 1 0 0 1 1 1 -1
(3) 1. sorbol kivonom a 2.-at.
(4) 3. sorbol kivonom az 2.-at.
(5) 3. sor megszorzéasa (—1)-gyel.
©) 1 0 0 -2 0 1 7 1 0 0 -2 0 1 -2 0 1
D o120 100 Fo1o] -1 2 2 =at=|-1 -2 2
0 0 1 1 1 -1 0 0 1 1 1 -1 1 1 -1

(6) 1. sorbol kivonom a 3.-at.
(7) 2. sorhoz hozzdadom a 3. sor (—2)-szeresét.

8. Megjegyzés. Hasonloéan a determinans kiszamitasahoz nagyobb méretd matrixok esetén itt is a Gauss-
Jordan-eliminacié sokkal gyorsabb, mint a tétel szerinti aldeterminansos maédszer.

2. Sajatérték

9. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix. Ha A = Az valamely \ € T' szamra és
valamely nemnulla 2 € T'*™ sorvektorra, akkor A-t az A métrix sajatértékének, az x vektort pedig az
A métrix A-hoz tartozd baloldali sajatvektornak nevezziik.

10. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix. Ha Az = Ax valamely )\ € T szémra és
valamely nemnulla x € T"*! oszlopvektorra, akkor A-t az A méatrix sajatértékének, az = vektort pedig
az A matrix A-hoz tartozé jobboldali sajatvektornak nevezziik.

11. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix, és A egy sajatértéke A-nak. Ekkor a
A-hoz tartozd bal- és jobboldali sajatvektorok halmazat a nullvektorral kiegészitve bal- illetve jobboldali
sajataltérnek nevezziik.

12. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix. A

xa(@)=(=1)" -det (A—=x-E,)
polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjinak nevezziik.

13. Tétel. Legyen A egy T szdmitest feletti (n x n)-es mdtriz. Ekkor az A mdtriz sajdtértékei pontosan
a xa(x) karakterisztikus polinom gyikei.
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xa(x) gyokei: 1 = 3, zo = 11.

14. Példa. Hatarozza meg az A = (

o ((34) (3!

Igy a matrixnak két kiilonboz6 valos sajatértéke van, Ay = 3 és Ap = 11.

) matrix sajatértékeit!
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(9 —)(5—x) — 12 = 2? — 14z + 33,



15. Példa. Hatérozza meg az A = ( }1 _51 ) matrix sajatértékeit!
1 -1 x
XA(x)_det(< 4 5 >_< 0

Igy a matrixnak egy darab valds sajatértéke van, A = 3.
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)) :det< 1;“”” 5__1x ) =(1-2)5-a)+4=2%—6x+09,

xa(z) gyoke: x = 3.

16. Példa. Hatarozza meg az A = ( _11 ; ) matrix sajatértékeit!

XA(x)Zdet<( _11 ;)-(g g>>=det<1_1x 3):(1—%)(3—x)+2:x2—4x+5,

xa(z) gyoke: 1 =2 — i, x9 =2+ 1.

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste folott dolgozunk, viszont a komplex szamok

teste esetén két gyok van, igy az A méatrixnak két kiillonbozé komplex sajatértéke van: Ay = 2 — i és
Ay =2+1.

1 -1 1
17. Példa. Hatérozzamegaz A= | 1 1 —1 | matrix sajatértékeit!
2 -1 0
-2 -1 1 -z -1 1 0 -1-(1-2) 1+(1—2x)
xa(x) = det 1 l—2z -1 | = 1 l—z -1 |=]|1 11—z -1
2 -1 -z 2 -1 -z 0 2z -3 2—-z
B —1-(1-2)? 2—-z| -1-(1-2)% 1
S T S (5”2)‘ 20 -3 1

= (-2)(-1—-1+22—2?-22+3) = (z—2)(1 —2?)

xa(z) gyoke: &1 =2, xo =1, x5 = —1.

Igy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van, Ay =2, Ay = 1 és A3 = —1.



