DETERMINANSOK

Determinansok kiszdmitasi modjai,
tulajdonsagai és alkalmazasai.

1. Determinans
A determinans rendkiviil fontos a linearis algebraban, igy egy determinins
kiszamitasa mindenkinek rutinfeladatnak kell, hogy legyen!

1.1. Sarrus-szabaly

Egy 1 darab szambol all6 matrix determinansa maga a méatrixot alkot6 szam. Egy (2 x 2)-es deter-
minans kiszamitasara maga a Sarrus-szabély a definicio:

“ = (f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)
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A (3 x 3)-as méatrix determinansa hasonléan szamithato, egy kis kis eltéréssel. Itt nem csak a f6atloval,

és a mellékatloval kell szamolni, hanem a veliik parhuzamos ,atlokkal” is. Segitségképpen a determinéns
utan odairhatjuk az els6 két oszlopat, hogy jobban lassuk a parhuzamossagot:
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A determinans a kdvetkezGképp all 6ssze. A f6atloban és a vele parhuzamos atlokban 1év6 elemek szorzatat
adjuk Gssze, és ebbdl vonjuk ki a mellékitloban, és a vele parhuzamos atloban 1év6 elemek szorzatéat. Tehét
a kovetkezot kell csinélni:

= aei + + cdh — ceg — bdi — afh.
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Nézziik meg ezt egy konkrét példan keresztiil:

Példa.

=2 =5 1| = (3(-5) D)+ () () (-2)2)

— (=9 (=5) - (-8) ~ 2+ (-2) )~ (3-1-2)
= —-15-16+16+160+4 -6 =143

1. Megjegyzés. Maga a szamolési algoritmus nem bonyolult, de ennél a médszernél viszonylag nagy az
elszamolés veszélye.

2. Megjegyzés. Ez a modszer csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansok kiszdmolaséra hasznalhato,
nagyobb méretre nem mikodik.



1.2. Sor/oszlop szerinti kifejtés (Kifejtési tétel)

Emlékezziink arra, hogy sor/oszlop szerinti kifejtésnél gondolnunk kell a matrixhoz tartozo ,sakktab-
lara”, ami elGjeleket tartalmaz felvaltva, a bal fels6 sarok mindig ,,+”, és ett&l valtakozik az elGjel jobbra
és lefelé:
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Kivalasztjuk a determinans tetszéleges sordt vagy oszlopat, ami szerint a kifejtést el akarjuk végezni.
Legyen ez elGszor példaul az elsé oszlop. A determinéns értéke a kovetkezSképpen addodik: a kivalasztott
sor/oszlop elemeit megszorozzuk a sakktablaban neki megfelels eljellel, majd megszorozzuk annak a
maradék determindnsnak az értékével, amit tgy kapunk, hogy az eredeti determinansbdl toroljiik az elem
sorét és oszlopat. A példan rogton latszik, hogy mit kell csinélni:

Példa.
3 2 —4
-5 1 2 —4 2 -4
-2 -5 1 |=+3- —(-2)- +(-8)- (1)
5 9 2 1 2 1 -5 1

A modszer lényege, hogy egy (n X n) méretd determinanst vissza tudunk vezetni (n — 1) x (n — 1)-es
determinansokra. Folytassuk az (1) egyenlGséget, mivel a (2 x 2)-es determinansok értéke mér kénnyen
szamolhato:

(1) = 3-((=5)1-1:2)+2: (21— (-4):2) =8:(2-1 = (-4)- (-5))
3.(=7)4+2-10— 8- (—18) = —21 + 20 + 144 = 143.

Gyakorlasképpen végezziik el a determinéns kifejtését a masodik sora szerint is:

3 2 -4

2 —4 3 —4 3 2
-2 -5 1 = —(—2)-’ ‘+(—5)-’ ‘—1-‘ ‘
8 2 1 2 1 -8 1 -8 2

= 2.(2:1—(-4)-2)—5-(3-1—(—4)-(-8)—1-(3-2—2-(-8))
= 2.10-5-(—29) —1-22 =20+ 145 — 22 = 143.

3. Megjegyzés. FEz a modszer tetszdleges méretd determinansokra is miikodik, szemben a Sarrus-szaballyal,
ami csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansokra alkalmazhato.

4. Megjegyzés. Ha van a matrix elemei k6zo6tt nulla, akkor érdemes lehet olyan sort, vagy oszlopot vélaszta-
ni a kifejtéshez, amiben minél t6bb nulla van. Ugyanis a kifejtésnél a nulldhoz tartozo kisebb determinans
0-val szorzdédna, igy fel sem fontos tiintetni.

5. Megjegyzés. Dolgozatokban érdemes ezt alkalmazni, mert elszamoléasi hiba esetén még esetleg lehet
részpontot adni, mig a Sarrus-szabalynal ez nehezebben oldhat6é meg.

1.3. Elemi atalakitasok (Gauss-eliminacio)

6. Megjegyzés. Ez a modszer talan a leggyorsabb, viszont korant sem olyan algoritmikus, mint az el6z6
ketts. Csak azoknak ajanlom megtanulni, akik biztosak abban, hogy ez a modszer nem fogja Gsszezavarni
az eddig megtanultakat.

7. Tétel. Determindnsokra vonatkozo alapvetd tulajdonsdgok.

1. A determindns eldjelet vdlt, ha két sordat megcseréljik.

2. Ha a determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.

3. A determindns értéke nulla, van van két azonos sora.

4. Ha a determindns egy sordban minden elemet ugyanazzal a konstanssal megszorzunk, vagy elosztunk,

akkor a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik, vagy osztodik.

A determindns nulla, ha az eqyik sora eqy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

6. A determindns értéke nem vdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk egy mdsik sor
konstans-szorosdt.

7. Dualitdsi elv: az 1. — 6. dllitasokban a ,,sor” szd kicserélhetd az ,,0szlop” széra.

&



Els6sorban a kiemelt miivelettel gyorsan ki tudjuk szdmitani a determinanst, mert meg tudjuk névelni
a determinansban szerepl6 nullak szaméat. A felsorolas tobbi eleme is hasznos lehet, de az alkalmazasuk
nem sziikségszerd.

Példa.

3 2 -4 a 3 2 -4 @ -29 10 O

2 5 1| Yl -7 0|26 -7o0

-8 2 1 -8 2 1 -8 2 1

© . 7 0® g (C29)—6.10 = 143.
6 -7
e (1) : A 2. sorhoz hozzdadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
e (2): Az 1. sorhoz hozzdadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
e (3) : Kifejtettem a determinéns a 3. oszlopa szerint. (A sok nulla miatt valojaban csak egy kisebb
determinénst kell kiszamolni.)

e (4) : Sarrus-szabalyal megkaptam a végs eredményt.

8. Megjegyzés. Még egyszer hangsilyozom, hogy nem kell ezt a mddszert alkalmazni, mert kis métrixok
esetében a Sarrus-szabéaly sokkal gyorsabb, a kifejtéses modszert pedig kobnnyebb ellendrizni.

1.4. Erdekesség

Egy n X n-es matrix determinansanak kiszdmitasa a kifejtéses modszerrel O(n!) idSigénnyel tehetd
meg. Ha elemi atalakitasokat végziink, akkor bizonyithato, hogy az idéigény csak O(n?). Réviden réavila-
gitanék arra, hogy mennyivel jelent ez nagyobb gyorsasagot. A tegyiik fel, hogy egy 5 GHz-es processzoru
szamitogéppel szamolunk, ami azt jelenti, hogy 5 millidrd mitveletet tud elvégezni masodpercenként. A
konnyités kedvéért a tovabbiakban csak az ordo uténi fiiggvényekkel szamolok.

Ha n = 3, akkor a métrix determindnsanak kiszamitésa kifejtéses modszerrel 0,12 - 10~® masodpercig
tart, mig Gauss-eliminacioval 0, 54-10~8 masodpercig. Itt még a kifejtéses modszer a gyorsabb. Ha n = 10,
akkor az els6 modszerrel a szamitas 0,00072576 masodpercig tart, Gauss-eliminaciéval 0, 0000002 méasod-
percig tart. Itt az els6 mddszer mar t6bb mint 3000-szer lassabb, de gyakorlatilag ez még elhanyagolhatd,
mert a végsé id6 itt is kicsi.

Nézziik az n = 15 esetet. Gauss-eliminacioval az idGigény 0,000000675 méasodperc, mig kifejtéses
modszerrel 4, 358914560 perc. Ez méar eléggé érzékelhets és zavaro kiilonbség. Ha n = 20, akkor a Gauss-
eliminiciénak még mindig joval mésodperc alatti id6 sziikséges, 0,0000016 masodperc, mig a kifejtéses
modszernek 15,64366003 évre lenne sziiksége. Nem lenne tul hatékony ezt kivarni.

Végiil ugorjunk egy ,hatalmasat”, legyen n = 50. A Gauss-eliminécié még mindig hatékony, idGigénye
0,000025 masodperc. A kifejtéses modszerrel mar komoly problémaba iitkéznénk, ugyanis 0.1955638709 -
108 évre lenne sziiksége. A Nap varhaté hatralévs élettartamat 5 — 10 milliard évre becsiilik, tehat a
Nap mar nem élné meg az eredményt. Ha jol tudom, akkor ez a szadmolasi idGigény mar a vilagegyetem
varhato életkoranal is nagyobb szam. Ha valaki kivancsi r4, hogy a Gauss-eliminacié mekkora n esetén
megy 1 mésodperc f5lé, az konnyen kiszamolhatja egy egyszerd egyenletmegoldassal. Osszefoglalva:

| Méret | Gauss-elimindcio Rekurziv kifejtés |
3x3 0,54 -10~% mp 0,12-10~% mp
10 x 10 0,0000002 mp 0,00072576 mp
15 x 15 | 0,000000675 mp 4, 358914560 perc
20 x 20 0,0000016 mp 15,64366003 év
50 x 50 | 0,000025 mp | 0.1055638700 - 107 &v

Mas kérdés, hogy melyik médszer mennyire stabil numerikusan, ebbe most nem mennék bele, de ez
is érdekes kérdés.

A vazolt probléma egyaltalan nem csak elméleti, mert bizonyos teriileteken valoban t&bb szézszor tGbb
szézas méretd matrixokkal kell szdmolni, és rdadasul ezek a matrixok tobb tiz tizedesjegy pontossigu
tizedes torteket tartalmaznak. Hasonld kérdésekkel talalkozhattok a Kozelité és szimbolikus szamitasok
kurzuson.



1.5.

1.6.

Alkalmazasok

Kalkulus: Jacobi-determinans

Paralelogramma teriiletének, paralelepipedon térfogatanak kiszamitasa.

Egyenletrendszerek megoldasa Cramer-szaballyal.

Adott pontokon atmend sik, egyenes, kor egyenlete is felirhaté determinanssal.

Adott egy graf. Van-e benne kor? Mennyi a feszit6fainak szama? A kérdések a megfelel6 matrixok
determinédnsa alapjan megoldhato. (Informatikai parhuzam: van-e holtpont az eréforrasok kozott?
A vélaszt 1asd az Operacios rendszerek cimid kurzuson.)

Adott egy paros graf, van-e benne teljes parositas? Egy specialis determinanssal ez is kénnyen
eldonthets.

Kiegészités

Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det[{{3, 2, -4},{-2, -5, 1},{-8, 2, 1}}]
Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4],[-2,-5,1],[-8,2,111));
Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])
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