
9. gyakorlat

Predikátumkalkulus.

1. Bevezet®

Nézzük meg a következ® két kijelentést:

• Minden almához tartozik egy fa, amir®l leesett.
• Bármely két racionális szám között van irracionális szám.

Az eddig tanult ítéletkalkulus alapján ezek prímítéletek lennének, de érezzük rajtuk, hogy több információt
hordoznak. Ezen probléma kiküszöbölése miatt ismerkedjünk meg a predikátumkalkulussal.

2. Predikátumkalkulus, formalizálás

1. De�níció. Az els®rend¶ predikátumkalkulus szimbólumai:

• ¬,∧,∨,→,↔, (, ) és a �vessz®�;
• ∃ egzisztenciális kvantor: �létezik�, �van olyan�, �található�, �néhány�, �bizonyos�, �valamely�, ...;
• ∀ univerzális kvantor: �bármely�, �minden�, �tetsz®leges�, �az összes�, ...;
• x1, x2, . . . , xn, (n ∈ N) individumváltozók, ezekre mint vizsgálandó objektumegyedekre kell gondolni, ezen
inividum változók halmaza az individumtartomány;

• predikátumjelek nemüres halmaza: a predikátum olyan függvény, amely individumváltozókból logikai állí-
tást készít;

• függvényjelek (esetleg üres) halmaza: olyan függvényekre kell gondolni, amely több objektumból egy új
objektumot készít, azaz ezek szolgálnak a m¶veletek kifejezésére.

2. De�níció (Kifejezés). Az els®rend¶ predikátumkalkulus kifejezései az alábbi rekurzióval megadható soroza-
tok:

• az xi individumváltozók és individumkonstansok;
• ha k1, . . . , kn kifejezés, akkor bármely f függvényjelre f(k1, . . . , kn) is kifejezés, ha az f függvény n-
változós;

• az els®rend¶ predikátumkalkulus minden kifejezése el®áll az el®z® két szabály véges sokszori alkalmazásával.

3. De�níció (Atomi formula). Az els®rend¶ predikátumkalkulus atomi formulái a P (k1, . . . , kn) alakú jelsoro-
zatok, ahol P egy n-változós predikátumjel, a k1, . . . , kn pedig kifejezések.

4. De�níció (Formula). Az els®rend¶ predikátumkalkulus formulái

• az atomi formulák;
• ha F és G formulák, akkor (F ∨G) , (F ∧G) , (F ↔ G) , (F → G) , (¬F ) is formulák;
• ha F formula és xi individumváltozó, akkor (∀xi)F és (∃xi)F is formula;
• az els®rend¶ predikátumkalkulus minden formulája el®áll az el®z® három szabály véges sokszori alkalma-
zásával.

FONTOS: a kvantor mindig az utána álló legrövidebb részformulára vonatkozik!
Most már megvannak a formalizáláshoz szükséges eszközeink és szabályaink. Nézünk néhány példát!

5. Példa. Formalizáljuk az alábbi mondatot: �Minden strucc madár.�

• Legyen U = {állatok} az individumtartomány; az elemei azok az objektumok, melyekkel az állításban
foglalkozunk.

• Predikátumjelek: S(x) : �x strucc�, M(x) : �x madár�.
• Formalizált állítás: (∀x) (S(x)→M(x)) .

6. Példa. Formalizáljuk az alábbi mondatot: �Minden strucc madár.�
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• Legyen U = {struccok} az individumtartomány; az elemei azok az objektumok, melyekkel az állításban
foglalkozunk.

• Predikátumjel: M(x) : �x madár�.
• Formalizált állítás: (∀x) (M(x)) .

Az el®z® két példa rávilágít arra, hogy fontos hogyan választjuk meg az individumtartományt. Az els®
könnyebben b®víthet®, például új predikátum jelek bevezetésével könnyen formalizálható a �Minden hal vízben
él.� mondat, míg a második individumtartomány nem engedi meg az állítás formalizálását. Konkrét feladatoknál
általában az individumtartomány és a predikátumjelek el®re adottak, ha nem, akkor szabadon megválaszthatóak.

7. Példa. Formalizáljuk az alábbi mondatot: �Minden szentnek maga felé hajlik a keze.�

• Legyen U = {emberek} az individumtartomány; az elemei azok az objektumok, melyekkel az állításban
foglalkozunk.

• Predikátumjel: Sz(x) : �x szent�, H(x, y) : �x-nek y felé hajlik a keze�.
• Formalizált állítás: (∀x) (Sz(x)→ H(x, x)) .

3. Tagadás

Gyakran van szükségünk arra, hogy pontosan megfogalmazzuk egy állítás tagadását. Állítások tagadására
van szükség például konrapozíciós és indirekt bizonyítások és elemi logikai átgondolások során is. Vizsgáljuk
meg, hogy miként tudjuk egy predikátumkalkulusbeli állítás tagadását felírni pusztán az állítás formulájából.

8. Tétel. Predikátumkalkulusban teljesül az alábbi két logikai ekvivalencia:

¬ ((∀x)F ) ≡ (∃x) (¬F ) ,

¬ ((∃x)F ) ≡ (∀x) (¬F ) .

9. Tétel. Tetsz®leges A és B formula esetén teljesülnek az alábbi ekvivalenciák:

• ¬ (A ∧B) ≡ (¬A) ∨ (¬B)
• ¬ (A ∨B) ≡ (¬A) ∧ (¬B)
• A→ B ≡ (¬A) ∨B
• ¬ (A→ B) ≡ A ∧ (¬B)
• A↔ B ≡ (A→ B) ∧ (B → A)

Az el®z® két tétel egy szabályt ad a tagadásra. Mindig részformulánként kell tagadni, és ha a negációjel egy
kvantorral találkozik, akkor a kvantor megváltozik, és a tagadás a részformulában beljebb csúszik.

10. Példa. Formalizáljuk az alábbi állítás tagadását: �Minden strucc madár.�

• Az állítást már formalizáltuk egy korábbi példában: (∀x) (S(x)→M(x)) .
• Tagadjuk a formulát: ¬ (∀x) (S(x)→M(x)) ≡ (∃x) (¬ (S(x)→M(x))) ≡ (∃x) (S(x) ∧ (¬M(x))) .
• Ha jelentéstartalmilag tagadjuk az állítást, akkor azt kell formalizálni, hogy �Létezik olyan strucc, ami
nem madár.� Ez pontosan az el®bb kapott negált formulával formalizálható.

11. Példa. Adja meg a következ® formula negáltját: (∀x) ((¬P (x)) ∧ (∃y) (Q(x, y)→ R(y))) .

¬ (∀x) ((¬P (x)) ∧ (∃y) (Q(x, y)→ R(y))) ≡ (∃x) (¬ ((¬P (x)) ∧ (∃y) (Q(x, y)→ R(y))))

≡ (∃x) (¬ (¬P (x)) ∨ (¬ (∃y) (Q(x, y)→ R(y))))

≡ (∃x) (P (x) ∨ ((∀y) (¬ (Q(x, y)→ R(y)))))

≡ (∃x) (P (x) ∨ ((∀y) (Q(x, y) ∧ (¬R(y)))))

4. Logikailag igaz formulák (tautológiák)

FONTOS: Nincs általános algoritmus arra, hogy egy predikátumkalkulusbeli formuláról eldöntsük azt, hogy
tautológia-e!

12. De�níció (Interpretáció). Az els®rend¶ predikátumkalkulus interpretációjához a következ® lépéseket kell
véghezvinni.

1. Választunk egy nemüres A halmazt, ez lesz az interpretációs tartomány.
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2. Minden P predikátumjelhez hozzárendelünk egy A-n értelmezett ugyanannyi változós predikátumot.
3. Minden f függvényjelhez hozzárendelünk egy A-n értelmezett ugyanannyi változós függvényt.

Az el®z® de�níció tulajdonképpen arról szól, hogy egy adott formulának értelmet adunk, azaz egy karakterso-
rozat helyett már egy konkrét állítás formalizálásaként tekintünk rá. Technikailag bármely a = (a1, a2, . . .) , a1, a2, . . . ∈
A sorozat esetén az ai-t az formula xi helyére beírva el tudjuk dönteni, hogy a formula igaz-e vagy sem.

13. De�níció. Egy predikátumkalkulusbeli formula tautológia, azaz logikailag igaz formula, ha bármely interp-
retációja esetén tetsz®leges a = (a1, a2, . . .) , a1, a2, . . . ∈ A sorozatra az xi-k helyére ai-ket írva logikailag igaz
értéket kapunk.

Még egyszer fontos kihangsúlyozni, hogy predikátumkalkulus esetén nincs algoritmus, amivel el tudnánk
dönteni egy formuláról, hogy tautológia-e, eltér®en az ítéletkalkulustól.

14. Példa. Tautológia-e az alábbi formula:

(∃x) (P (x))→ (∀x) (P (x))?

Megoldás: nem. Ha intuíció alapján akarom indokolni a dolgot, akkor csak annyi az egész, hogy ha létezik
olyan objektum, amire valami teljesül, az nem jelenti azt, hogy minden objektumra teljesül. Nagyon egyszer¶en
meg tudjuk adni a formális választ is: legyen az interpretációs tartomány a természetes számok halmaza, és
P (x) jelentse azt, hogy x prím. Ekkor egy i → h implikációt kapunk, melynek értéke hamis. Találtunk egy
iterpretációt, mely esetén a formula hamis, ezért nem tautológia.

15. Példa. Tautológia-e az alábbi formula:

(¬ (∃x) (∀x) (¬A(x) ∨ ¬B(y)))↔ (∀x) (∃y) (A(x) ∧B(y))?

Megoldás: a formula taulológia, mert az ↔ jel bal és jobb oldalán álló formula egymással ekvivalens, a jobb
oldali adja meg mi lesz akkor, ha a bal oldaliban a negációjelet beljebb visszük a formulában. Ha a ↔ két
oldalán ekvivalens formulák állnak, akkor az tautológia, mint ahogy ezt már ítéletkalkulusból tanultuk.

16. Példa. Tautológia-e az alábbi formula:

(∃x) (B(x, y)→ x = y)↔ (∀x) (¬ (B(x, y)→ x = y))?

Megoldás: megsejtjük, hogy a formula nem tautológia, ezért keresünk olyan interpretációt, melynél van
olyan kiértékelés, amelynél hamis értéket kapunk. Legyen A egy tetsz®leges legalább kételem¶ interpretációs
tartomány, B pedig az azonosan hamis predikátum. Ekkor a bal oldal azt mondja, hogy létezik egy olyan
objektum, amely ha B-kapcsolatban áll y-nal, akkor x = y. Viszont B azonosan hamis, ezért az implikáció
mindig igaz, így a bal oldal annyit mond, hogy létezik olyan objektum, melyre igaz. Szándékosan ért véget
az el®z® mondat. Hasonlóan látható, hogy a jobb oldal azt mondja, hogy bármely objektum esetén hamis. Ha
létezik egy objektum, amelyre igaz, akkor ebb®l nem következhet az, hogy minden objektumra hamis. Így ezen
interpretáció esetén bármely �kiértékelés� esetén hamis értéket kapunk.

El®fordulhatnak olyan feladatok, melyekben a következ® egyszer¶ ekvivalenciák ismerete segíthet.

17. Tétel. Tetsz®leges F és G formula esetén

• (∀x) (∀y)F ≡ (∀y) (∀x)F,
• (∃x) (∃y)F ≡ (∃y) (∃x)F,
• (∀x)F ≡ ¬ (∀x) (¬F ) ,
• (∃x)F ≡ ¬ (∃x) (¬F ) ,
• (∀x) (F ∧G) ≡ (∀x)F ∧ (∀x)G,
• (∃x) (F ∨G) ≡ (∃x)F ∨ (∃x)G.

5. Informatikai vonatkozások

• Logika és informatikai alkalmazásai kurzus:

� Az ítéletlogika és predikátumlogika kiterjesztése másdorend¶ logikára.
� Logikai programozás és PROLOG nyelv (levezetések).
� Helyesség, teljesség, eldönthet®ség (lásd Bonyolultságelmélet kurzus is).

• Bizonyítás elmélet.
• Modell elmélet.
• Rezolúciós kalkulus, automatikus tételbizonyítás.
• Mesterséges intelligencia.
• Számítógépes nyelvészet, például beszédfelismerés.
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