5. BES 7. GYAKORLAT

Szamossagok. Komplex szamok és alakjai,
szamolas komplex szamokkal.

1. Szamossagok

Végtelen halmazok esetén az elemszam helyett a szdmossag fogalmat hasznaljuk. Minden halmaznak
van szamossaga, ami véges halmaz esetén természetesen megegyezik a jol ismert elemszam fogalommal.

1. Példa. Az A = {0,a} halmaz véges, elemszama ketts, azaz |A| = 2.
2. Tétel. Ha A egy véges halmaz, és elemszdma m, akkor P(A) = 2™.
3. Példa. Mivel |§| =0, igy |P(0)| =1 és |P(P(P(P(0))))| = 8.

4. Definici6. Az N halmaz szamossagat megszamlalhatoan végtelennek nevezziik, és Wy-lal jeloljiik, azaz
IN| = Ng.

5. Definicié. Az A és B halmazok szamossiaga egyenls, ha létezik A — B bijektiv leképezés.

6. Példa. A B = {pozitiv paros szamok} végtelen sok elemet tartalmaz, elemszéma helyett szamosséga
van, mégpedig |B| = Y.

7. Tétel. Tetszileges A halmaz esetén |A| # P(A), sét |A] < P(A).

8. Definicié. Az A halmaz szamosséga kisebb vagy egyenls, mint a B halmaz szdmossaga (|A| < |B]),
ha létezik A — B injetiv leképezés.

9. Tétel. |N| < [R].

10. Definicié. Az R halmaz szdmossigat kontinuum szamossidgnak nevezziik, és c-vel jeloljiik, azaz
IRl =c.

11. Példa. |N| = |Z]| = |Q| = [A] =Ry, [R] = [R\ Q| = [C| = [T| = c.
12. Tétel. Az Xy a legkisebb végtelen szamossdyg.
13. Tétel.

1. (Dichotomia) Tetszdleges A és B halmazok esetén|A| < |B| vagy |B| < |4].

2. (Antiszimmetria) Tetszéleges A és B halmazok esetén ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor |A| = |B].

3. Legfeljebb megszdmldlhatoan végtelen sok legfeljebb megszamldlhatéan végtelen halmaz unidja is meg-
szamldlhatdoan végtelen.

4. (Szdmossdgaritmetika alaptétele) Ha az A és B halmazok kézil valamelyik végtelen szdmossdgi,

akkor |AU B| = |A x B| = max (|4],|B]).

No + Rg = Ng.

6. Ro - Ry = No.
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2. Komplex szamok

14. Definicié. A valds szamok halmazat C-vel je-
16ljiik, és C =R x R.

15. Definicié. Legyen z € C, z = (a, b) egy komp-
lex szam.

Ekkor a z kanonikus alakja a kovetkezs:

Re

z=a+b-1i.
A z komplex szam trigonometrikus alakja:
2 =1 (cos(p) + i - sin(g),

ahol r = |z| = Va? + b2, és ¢ = arg(z) az a szdg,
amivel a valos tengely pozitiv felét el kell forgatni
az origo korill ugy, hogy dtmenjen a z-nek megfelels
ponton.

16. Definicié. A z = (a,b) komplex szdm z = a + bi kanonikus alakjaban szereplé a valds szamot z
valos részének, b valos szamot z képzetes részének vezezziik. Mas jeloléssel z = Re(z) + 4 - Im(z). Az i a
képezetes egység. Az i olyan komplex szam, amelynek a négyzete —1, azaz i = —1.

17. Definicié. Legyenek z; és z5 a kdvetkez6 kanonikus alakd komplex szamok:
z1 =a+bi, zo =c+ di.
Ekkor definidlhatjuk a kovetkezd miiveleteket:

Osszeadds: 21 + zp = (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i.

[ ]

o FEllentett: —z1 = —a — bi.

o Kivonds: z1 — z2 = 21 + (—22) = (a — ¢) + (b — d)i.

o Szorzds: 2120 = (a+bi)(c+di) = ac+ adi + bei + bdi2 = ac+ adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i.
e Konjugdlt: z1 = a — bi.

o Abszolutérték: |z1| = /2121 = Va? + b2.

o Osztds: ZL = 212 = (atb;i_(;z #) — acfac%lisgwbd = 35133 + ﬁgl‘égi-

18. Példa. z; = (1,—1), 22 = (—4,5)

e Kanonikus alak: zy =1 — 14, 20 = —4 + 5.
e Trigonometrikus alak: z; = v/2 (cos (%) +isin (7)) .
e Miiveletek:

— Osszeadds: z1 + zp = (1 — 4) + (=1 + 5)i = —3 + 4.
FEllentett: —z9 = 4 — 5i.

— Kivonds: z2 —z1 = (—4—1)+ (5 — (—1))i = =5 + 61.

— Szorzds: z170 = (1 —i)(—4+5i) = —4+5i+4i+5=1+9%.
— Konjugdlt: zy = 1 + 1.

— Abszolitérték: |z1| = \/12 4+ (—1)° = V2.

_ oz _ —A45i 144 _ —4—4i45i—5 _ —94i _ _9 | 1:
Oszhds: 22 = =2t 1H = —A50Hb3ie0 — —Oh — 2 4 24

19. Tétel. Ha 21 = a1 + b1t és 2o = as + bat két komplex szdm, akkor z1 = zo pontosan akkor teljesiil,
ha a1 = a9 és b1 = bg.

20. Tétel. Legyenek z1 €s zo a kivetkezd trigonometrikus alakid komplex szdmok:
z=r(cosp+ising), w=s(cost)+ isiny).
Ekkor

cw = rs(cos(p + ) +isin(p + 1)) ;

= 5 (cos(p —¢) +isin(p —v));

= 7 (cos(—¢) + isin(—¢));

2 = 7 (cos(—p) + isin(—g));

tetszdleges n € Ny szamra 2™ = r™ (cos(np) + isin(ny)) ;
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21.

e ha z # 0, akkor tetszdleges n € N szdmra /z = r (cos (%2]”) + isin (%2’”)) , k=
0,1,2,...,n — 1, azaz minden nemnulla komplexr szamnak pontosan n darab n-edik gyoke van.

Példa. Legyen z = (\/3, 1) és w = (1, —1) két komplex szam.

oz:\/§+i:2(cos%+isin%),wzl—izﬂ(cos —I—ZSIH%T)'
ozw:2\/§(cos(” 7”)+isin(g—|—%r)):2f(cos%—”+zsm213—;)'
o 2= 2 (con (3 T8) +isin (3 — T8)) = v2 (cos (~F) +isin (25)):

e
w

o L= 4 (cos (—5) - isin (5)
w

ow6:(ﬂ)6(c0s(6 ) +isin (6 ¢ ):8(00524—25111 ) = 8i;
o Vz=x:1: = \3/§(cos( /3) +isin (%/3)) = V2 (cos & +isin %),
To = \Sﬁ(cos (( +27r) /3) +1 sm((6 +27r) /3)) \/5((305— + isin 113—;)
x3 = v/2 (cos ((§ +4m) /3) +isin (% +4n) /3)) = V2 (cos ZF + isin 22T) .
Alkalmazasok

1. Formélis nyelvek és szamitastudomany:

e abécé: elGre rogzitett, meghatarozott jelek véges halmaza, példaul ¥ ={magyar nyelv &ltal
hasznalt bettik és karakterek};

e az &bécé elemei a karakterek, a karakterekbdl allo sorozatok a szavak, példaul Shakespeare
minden mive egy-egy sz0;

e X* az Osszes szavak halmaza, |X*| = No;

e >* részhalmazai a nyelvek, példaul Shakespeare Osszes mive egy nyelv. |P (X*)| = ¢, tehat
kontinum sok nyelv l1étezik.

e Legyen D az eldonthets nyelvek, S pedig a felsorolhaté nyelvek osztalya. Ekkor |D| = |S| =
|co-S| = Rg. Ebb6l kivetkezik, hogy létezik olyan nyelv, ami nem sorolhato fel. (Megjegyzendd,
hogy létezik olyan nyelv is, ami nem eldonthetd, de felsorolhato.)

2. Komplex szamok fizikai alkalmazésai: valtoaramu korok leirdsa, rezgések és hullamok leirdsa, komp-
lex id6- és amplitudofiiggvény, kvantummechanikai szadmitasok.

3. Vegyiik a kdvetkezd sorozatot: zg = 0, z, = 22_; + c. Azon ¢ komplex szdmok, melyek esetén a
sorozat korldtos a Mandelbrot-halmaz elemei, ami a talan legismertebb fraktalalakzat.

4. Hogy rajzoljunk egy szabalyos n-szdget a képernyére? Rogzitsiink egy pontot, és a megadott képlet-
tel szamoljuk ki a rogzitett pont altal reprezentalt komplex szam n-edik gyokeit (illetve csak azon
kozelits értékeit). Igy megkapuk az n-szog Gsszes csticsét.

5. A Wolfram Alpha ingyenes, internetes szoftverrel a komplex szdmokkal térténd elemi szamitasok
konnyen elvégezhets. A hitp://www.wolframalpha.com/ honlapon (10+4i)/((2-31)*(-9-1)) for-
maéaban lehet megadni komplex szdmokat és miveleteket.



