4. GYAKORLAT

Részbenrendezés, Hasse-diagram.
Leképezések tulajdonséagai.

1. Részbenrendezés, Hasse-diagram

1. Definicié (Emlékeztetd).

e Egy A halmaz esetén az A% halmaz részhalmazait relacioknak nevezziik.
e Egy relacié részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.
e Egy relacio (teljes) rendezés, ha részbenrendezés és dichotom.

2. Definici6é (Részbenrendezett halmaz). Egy (A; <) part részbenrendezett halmaznak neveziink, ha A
egy nemiires halmaz, ,,<” pedig részbenrendezés az A halmazon.

3. Definici6. Legyen (4; <) egy részbenrendezett halmaz, a,b € A. Ekkor jelolje a < b azt, hogy a < b,
de a # b. Jelolje a < b azt, hogy a < b, és nincs olyan x € A, melyre a < x és x < b teljesiilne.

4. Tétel. Ha (A;<) véges részbenrendezett halmaz, akkor tetszdleges a,b € A elemekre az aldbbi két
dllitas ekvivalens:

e a <y
o [étezik n € Ny és léteznek cg,cq1,...,¢cy € A elemek gy, hogy a = co, cog < €1, ..., Ch—1 < Cp,
¢, = b.

A tétel azt jelenti, hogy a < kdvetési reldcio meghatdrozza a részbenrendezést.

A részbenrendezés abrazolasa helyett szemléletesebb a kovetési relaciot abrazolni, és erre szolgal a
Hasse-diagram.

5. Definici6 (Hasse-diagram). Egy tetszdleges {ab.c}

(A4; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramja
olyan iranyitott graf, amelyben a részbenrendezett
halmaz A alaphalmazanak az elemei alkotjak a graf
pontjait, és a grafban az a és b pontok kézott pon-
tosan akkor halad él, ha a < b. Az él iranyitasat
a diagramon ugy &abrazoljuk, hogy a b pontot az
a pont folott helyezziik el. A reflexivitasbol adodo
hurokéleket a diagramon nem abrazoljuk.

6. Példa. Legyen adott az A = {a, b, c} haromele-
mii halmazt. A (P(A); C) par bizonyithatoan rész-
benrendezett halmaz, és a Hasse-diagramja a jobb
oldali &bran lathato. ¢

7. Definicié. Legyen (A4; <) egy részbenrendezett halmaz, a € A pedig egy tesz6leges elem.

e Az a maximélis eleme A-nak, ha nem létezik olyan z € A, melyre b < x.
e Az a minimélis eleme A-nak, ha nem létezik olyan z € A, melyre z < b.
e Az a legnagyobb eleme A-nak, ha minden x € A elemre x < a.
e Az a legkisebb eleme A-nak, ha minden x € A elemre a < x.

8. Tétel. Ha a az (A; <) részbenrendezett halmaz legnagyobb elemem akkor a mazimdlis elem is. Ugyanez
1gaz legkisebb és minimdlis elemre.

9. Tétel. Legnagyobb és legkisebb elembdl csak legfeljebb egy darab létezhet egy (A; <) részbenrendezett
halmazban, mazximdlis és minimadlis elem tobb is lehet.

10. Példa. Az el6z6 példaban 1évs részbenrendezett halmaz legnagyobb (és egyben maximalis) eleme
{a,b,c}, alegkisebb (és egyben minimélis) eleme ().



2. Leképezések tulajdonsagai

A tovabbiakban legyen A és B két halmaz, és vezessiik be a kovetkezs definiciokat.

RELACIO: A x A részhalmazai, azaz o relacio, ha o C A x A (= A?).

MEGFELELTETES: A X B részhalmazai, azaz o megfeleltetés, ha o C A x B.

LEKEPEZES: az o C A x B megfeleltetést akkor nevezziik leképezésnek, ha BARMELY a € A-ra
LETEZIK pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € a.

A tovabbiakban az f : A — B leképezés legyen rogzitett, és definidljuk a leképezések tulajdonsagait:

11. Definicié. f INJEKTIV, ha BARMELY ay,as € A-ra teljesiil, hogy ha a1 f = asf, akkor a; = as.
Mas szoval, kiilonb6z6 elemek képe kiilonb6zdé.

12. Definicié. f sZURJEKTIV, ha BARMELY b € B-hez LETEZIK olyan a € A, amelyre f(a) = b.
Mas szoval, minden B-beli elemnek van ése A-ban.

13. Definicié. f BIJEKTIV, ha injektiv ES sziirjektiv.

14. Példa. Példaul, legyen g : N — N, n — |n — 3| + 1 egy leképezés. Vizsgaljuk meg a g leképezés fenti
tulajdonsagait!

Injektivitas: Tegyiik fel, hogy |n — 3|4+1 = |m — 3|+1. Ez ekvivalens azzal, hogy |n — 3| = |m — 3|,
vagyis n — 3 = £(m — 3). Két eset van: n —3 = m — 3, vagy n — 3 = 3 — m. Az els§ esetben
azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen, de meg kell vizsgalni
a masik esetet is. A masodik eset azzal ekvivalens, hogy n +m = 6, azaz m = 6 — n. Ez azt
jelenti, hogy g(n) = g(6 —n), természetesen csak akkor, ha 6 —n € N. De van olyan (elég) kicsi
n € N, amelyre még 6 — n € N, példaul n = 5. Ekkor azt kaptuk, hogy ¢(5) = g(1), viszont
5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv.

15. Eszrevétel. Ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor a tulajdonsig meg van 16ve.

16. Eszrevétel. Abréazolas + vizszintes vonal teszt.

Sziirjektivitas: Rogzitiink egy tetszéleges y € N szamot, és keresiink hozza egy megfelels n €
N szamot, amelyre g(n) = y. Keressiik az n szamot a kévetkezd egyenlet megoldasaként:
|n — 3| + 1 = y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y — 1. Nekiink nem az Gsszes olyan szam
kell, aminek a képe y, elég csak egyet taldlnunk, ezért elhagyhatjuk az abszolutérték jelet.
Ekkor azt akpjuk, hogy n — 3 = y — 1, azaz n = y + 2. Mit kaptunk? Azt hogy BARMELY
y € N szamra teljesiil, hogy ¢g(y + 2) = y. Tehat minden y-hoz taldlhato 6s, ezért a leképezés
sziirjektiv.

17. Eszrevétel. Lasd 16. Eszrevétel.

Bijektivitas: A fenti g leképezés nyilvan NEM bijektiv, mivel nem injektiv.

3. Alkalmazasok

1.

Egy programnyelvben a beépitett véletlenszam-generator a [0; 1] intervallumbol ad vissza értéket
(egyenletes eloszlassal). Nekiink a dobokocka imitalasara van sziikség. A feladat egy leképezéssel
kénnyen megoldhato, ahol a [0; 1] intervallum szédmait kell leképezni az {1,2,3,4,5,6} szamhalmaz-
ra.

Digitalizalas: egy analog jel digitalizdlasakor végtelen sok kiilonbdzd allapotrdl kell leképezniink vé-
ges allapothalmazra, mivel a szdmitogép diszkrét miikddésid. Példaul a szemmel érzékelhetd szineket
(természetesen annak csak egy sokkal ,kisebb” méreti részhalmazat) RGB-koddal jelenithetjiik meg
a szamitogépen. (A (77, V2, e) szint meg tudjuk jeleniteni? Miért? Milyen akkor az RGB-leképezés?)
Kodolas (titkositéds): olyan leképezés, mellyel egy tlizenet képe csak a leképezés inverzével egyiitt
olvashato, azaz a kddolo és dekodold leképezés szorzata az identitas.

Programozas: szintaktikai és szemantikai szabalyok szerint leképezziik a végrehajtandé feladatot
egy adott programnyelvre. (A compiler termeészetes még ezt is tovabb képezi alacsonyabb szinti
programozra.)

Maga a nyelv is leképezés, a gondolatainkat képezziik le kiilonb6z6 nyelvi eszkozokre. Ez a leképezés
sem injektiv, példaul a ,fog” sz6 bizonyitja ezt.

Rendezési algoritmusok. Adott egy véges halmaz, rendezziik az elemeit a megadott rendezési relacio
szerint. (Lasd Algoritmusok és adatszerkezetek kurzus.)

Post-hélo és Post tétele. Lasd Logika és informatikai alkalmazésai kurzus.



