3. GYAKORLAT

Relaciok tulajdonsagai.
Ekvivalenciarelacio, osztalyozas.

1. Relacidk tulajdonsagai

A tovabbiakban legyen A egy halmaz, és vezessiik be a kovetkezs definiciokat.
RELACIO: A x A részhalmazai, azaz o relaci, ha o C A x A (= A?).

1. Definicié. A tovabbiakban az o C A? relacio legyen rogzitett, és definialjuk a relaciok tulajdonsagait:

1. a REFLEXIV, ha BARMELY a € A-ra teljesiil, hogy (a,a) € o
Példaul, ha f =7 <7 (C R?), akkor 3 reflexiv, mert barmely z val6s szamra teljesiil, hogy (z, ) €
B, azaz ¢ < x.

2. o SZIMMETRIKUS, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € a, akkor (b,a) € c.
Példaul az elébb emlitett S relacié nem szimmetrikus, mert abbol, hogy 3 < 4 [azaz (3,4) € f],
nem kovetkezik, hogy 4 < 3 [azaz (4,3) € j].

Megyjegyzés: ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor a tulajdonsag meg van léve.

3. o TRANZITIV, ha BARMELY q, b, c € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € a és (b, ¢) € a, akkor (a, c) € a.
Példaul a fenti 8 relacio nyilvan tranzitiv, aki nem hiszi, gondoljon uténa.

4. o EKVIVALENCIARELACIO, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv is egyszerre.

5. @ ANTISZIMMETRIKUS, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy ha (a,b) € a és (b,a) € «, akkor
a=h.

Példéaul a fenti § relacié nyilvdn antiszimmetrikus, mert ha z < y és y < z, akkor z < y < z, ami
azt jelenti, hogy = = y.

6. & RESZBENRENDEZES, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv is egyszerre.

7. a DICHOTOM, ha BARMELY a,b € A-ra teljesiil, hogy (a,b) € o vagy (b,a) € a.
Példéaul a B relacié dichotém, mert barmely két valos szamrol el tudjuk donteni, hogy melyik kisebb-
egyenld, mint a mésik.
Megjegyzés: ha egy relacié nem reflexiv, akkor dichotém sem lehet. (Gondoljunk bele!)

8. a RENDEZES, ha részbenrendezés és dichotom is egyszerre.

2. Eszrevétel. Ha egy relaciot az iranyitott grafjaval adunk meg, akkor

e « pontosan akkor reflexiv, ha a graf minden pontjaban van hurokél;
e « pontosan akkor tranzitiv, ha teljesiil az, hogy ha létezik at két pont koézott, akkor 1étezik 1 hosszu
it is kozottiik;
e « pontosan akkor szimmetrikus, ha a graf minden éle kétiranyu;
e « pontosan akkor antiszimmetrikus, ha barmely két kiilonb6z6 pont kézott 0 vagy 1 irdnyban megy
él;
e « pontosan akkor dichotém, ha a graf barmely két pontja kézott megy él.
3. Példa. Legyen o a kovetkezs relacio: o = {(z,y) € Z*: 2 | #* + y*} C Z>. Milyen tulajdonsagok
teljesiilnek az « relaciora?
Megoldas:

1. Reflexivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,z) € «a, azaz hogy
2 | 22 + 22. Ez nyilvéan teljesiil, mert 22 + 22 = 222, ami nyilvan péros, ezért minden egész szam
a-relacioban all egyméssal.

2. Szimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (x,y) € a-bol kivetkezik-
e feltétel nélkiil, hogy (y,x) € a. Ez nyilvan teljesiil, mert (z,y) € a <= 2 | 22 +¢y? < 2|
y? + 22 <= (y,2) € a, azaz o szimmetrikus.

3. Tranzitivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY x,y, 2z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € a-bél és
(y,2) € a-bdl kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (z,2) € . Nézziik meg:

(m,y) Ea<=2 |22+ <= 22 +y? =2k (k€ Z) < 2° =2k — ¢*

(y2) Eae=2 |2+ 22 =12+ 22 =2 (1€ Z) <= 22 =21 — y*
Behelyettesitiink: 2?2 + 22 = 2k + 21 — 2y? = 2 (k + | — y?) = 2m, ahol m € Z.
Igy megkaptuk, hogy 2 | 22 + 22, azaz (z,2) € a, vagyis a relacio tranzitiv.



4. Mind a harom fenti tulajdonsag teljesiil, ezért a relacio ekvivalecia(relacio).

5. Antiszimmetria: Azt kell vizsgilni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (r,y) € a-bél
és (y,x) € a-bol kivetkezik-e feltétel nélkiil, hogy x = y. Rendkiviil konnyen tudunk ellenpéldat
talalni, példaul (2,4) € , (4,2) € o és 2 # 4.

6. Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, igy o nem részbenrendezés, és ezért mar rendezés sem lehet,
de azért nézziik meg az utolsé tulajdonséagot is.

7. Dichotémia: Most azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (x,%) € o vagy
(y,x) € a. Nyilvan egy pératlan-paros kombinacié sem igy, sem amigy nincs benne a relacioban,
és igy megint konnyen talaltunk ellenpéldat (egyszerre végtelen sokat is).

2. Osztalyozas

4. Definicié. Legyen A egy tetsz6leges halmaz. Ekkor a C halmazt osztalyozésnak nevezziik, ha

1. C C P(A),

2. BARMELY X € C-re X # 0,

3. BARMELY X,Y €Cre X =Y vagy X NY =0, és
4. A=Uxec X,

A C halmaz elemeit osztalyoknak nevezziik.

5. Példa. A ={1,2,3,4,5},C = {{1,2},{4},{3,5}}.
C osztalyozas, mert minden A-beli elem szerepel pontosan egy osztalyban, és egyik osztédly sem iires.

2.1. Ekvivalenciarelacié — osztalyozas

6. Tétel. Egy A halmaz feletti C osztdlyozds meghatdroz eqy ekvivalencidt a kévetkezd mddon:
pe = {(a,b) € A?:3X €C, hogy a,b e X}.
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az eqy osztdlyban lévd elemek eqymdssal mindenhogy reldciéban vannak.

7. Példa. Az el6z8 példaban szerepld osztalyozéashoz felirhato relécio:

pPc = {(1: 1) ) (172) ) (2: 1) ) (252), (474) ) (373> ) (3’5) ) (573) ) (5a5)}'

8. Tétel. Ha p ekvivalencia az A halmazon, akkor az A/p = {box : b € A} halmaz osztdlyozdis A-n, ahol
bpx = {ce A: (b,c) € p}.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy eqy ekvivalenciareldcichoz felirhaté egy olyan osztdlyozds, amelyben
az eqymdssal relacioban lévd elemek ugyanabban az osztdlyban vannak.

Mire jo ez? Mindig attérhetiink ekvivalenciarol osztalyozasra, illetve osztalyozéasrol ekvivalenciara, és
agy dolgozhatunk, amelyikkel nekiink kényelmesebb.

9. Példa. Térjink vissza a 3. Példaban bemutatott « reldciéra, amirsl belattuk, hogy ekvivalencia.
Ekkor nyilvan van egy hozza tartozo osztélyozas. Adjuk ezt meg!
Megoldas:

Keressiink egymassal relacioban allo szamokat: (0,2),(0,4),(0,6),(2,4),(2,6),... € a. Nyilvan vég-
telen sok van, de az azért latszik hogy a paros szdmok a paros szamokkal relaciéban vannak, ezért nyilvan
egy osztalyban vannak. Mivel osztalyozast keresiink, igy a paratlan szamokat is kell valahova tenniink.
Konnyen rajohetiink, hogy a paratlan szamok relaciéban allnak a péaratlan szamokkal, ugyanis paratlan
szamok négyzete szintén paratlan, és két paratlan szam Osszege mar paros, ezért teljesiil a relacio. Igy
mar van két osztalyunk, a paros szadmok, és a paratlan szadmok osztalya. Most mar csak azt kell belétni,
hogy péaratlan szdm nem allhat relaciéban paros szdmmal. Ez pedig konnyd, mert paros szam négyzete
paros, paratlané paratlan, és egy paros és egy paratlan szam Gsszege paratlan, ami nyilvan nem oszthato
kettdvel, igy nem teljesiilhet a relacié feltétele.

Tehat a keresett C, osztéalyozés a kovetkezs: C, = {{paros egész szamok} , {paratlan egész szamok}}.

3. Alkalmazasok

1. Egy graf er6sen osszefiiggé komponensei az elérhetdségi relacio altal meghatarozott osztalyai a graf
csucshalmazanak. Informatikai a probléma, mert minden iranyitott grafot elképzelhetiink tgy, mint
egy szamitogép-halozat reprezenticidja, és minden halozat reprezentalhato graffal.



2. Particionalis informacids struktira. ElsGsorban jatékelméleti probléma, arrdl szol, hogy egy jatékos
nem ismeri, hogy jelenleg mi az allas, de pontosan tudja, hogy az allasrél az altala birtokolt informa-
ciokbol mik a lehetséges és nem lehetséges 1épések, ami kételemii particioja az allasok halmazanak.
Ezt altalaban feltételként szoktak alkalmazni, ésszert, hogy miért.

3. Minden kategorizélasi feladat tulajdonképpen osztilyozas. Példaul, ha iratokat rendeziink mappéak-
ba, akkor nyilvan nem akarjuk, hogy maradjon iires mappa (illetve ha mégis, akkor az nem része a
kategorizalasnak), illetve minden iratot pontosan egy mappéaba szeretnénk betenni.

4. Biologia: rendszertani osztalyozéas, minden (ismert) él6lény beletartozik pontosan egy fajba, és nyil-
van nem tartunk szamon olyan fajt, aminek nem létezik (soha nem is létezett) egyede.



