11. GYAKORLAT

Matrix sajatértéke és inverze.

1. Sajatérték

1. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix. Ha x A = Az valamely A € T szamra és
valamely nemnulla z € T'*" sorvektorra, akkor -t az A méatrix sajatértékének, az = vektort pedig az A
matrix A-hoz tartozé baloldali sajatvektornak nevezziik.

2. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix. Ha Az = Az valamely A € T szamra
és valamely nemnulla x € T"*! oszlopvektorra, akkor M-t az A méatrix sajatértékének, az = vektort pedig
az. A matrix A\-hoz tartozé jobboldali sajatvektornak nevezziik.

3. Definicié. Legyen A egy T szamtest feletti (n X n)-es matrix, és A egy sajatértéke A-nak. Ekkor a
A-hoz tartozé bal- és jobboldali sajatvektorok halmazét bal- illetve jobboldali sajataltérnek nevezziik.

4. Definicié. Legyen A egy T széamtest feletti (n x n)-es matrix. A
xa(@)=(-1)"-det (A—=x-E,)
polinomot az A méatrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

5. Tétel. Legyen A egy T szamtest feletti (n x n)-es matrix. Ekkor az A matrix sajatértékei pontosan
a xa(z) karakterisztikus polinom gyokei.
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XA(m)zdet((g §>—<g 2>>:det<9;x 54x):(9—m)(5—x)—12:x2—14x+33,

xa(z) gyokei: zq = 3, o = 11.

6. Példa. Hatérozza meg az A = ( > matrix sajatértékeit!

Igy a matrixnak két kiilonboz6 valos sajatértéke van, Ay = 3 és Ap = 11.
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XA(x)Zdet(<i ‘51)—<g 2)):@(1;% 5__13:)z(l—x)(5—x)+4:x2—6x+9,

xa(z) gyoke: x = 3.

7. Példa. Hatéarozza meg az A = ( _51 > métrix sajatértékeit!

Igy a matrixnak egy darab valds sajatértéke van, A = 3.
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XA(:v)—det(( _11 ;)(g 2>>—det<1__1x §>—(1x)(3x)+2—x24x+5,

xa(x) gyoke: x1 =2 — i, o =2+ 1.

8. Példa. Hatarozza meg az A = ( ) matrix sajatértékeit!

Igy a matrixnak nincs sajatértéke, ha a valos szamok teste folott dolgozunk, viszont a komplex szamok
testje esetén két gyok van, igy az A méatrixnak két kiilonb6z6 komplex sajatértéke van, \; = 2 — i és
Ay =2+ 1.
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9. Példa. Hatarozzamegaz A= 1 1 —1 | maétrix sajatértékeit!
2 -1 0
l-2z -1 1 l-2z -1 1 0 —1-(1-2)2 1+(1—-2)
xa(z) = det 1 l—z -1 | = 1 l—z -1 |=]1 11—z -1
2 -1 -z 2 -1 - 0 2z -3 2—z

_ —1-(1-2)? 2—-z | _ -1-(1-2)* 1
= U a3 2y _<x_2)’ 20 -3 1

= (-2)(-1-1+22—2*-22+3) = (z —2)(1 — 2?)

xa(z) gyoke: 1 =2, 29 =1, 23 = —1.

Igy a matrixnak harom kiilonboz6 valos sajatértéke van, Ay =2, Ay = 1 és A3 = —1.

2. Inverz

2.1. Tétel szerint

10. Definicié. Egy A = (a;;)
jeloljik és az

nxn NEYZetes matrix a;; eleméhez tartozo adjungalt aldeterminanst A;;-vel

Aij = (1) Dy

képlettel szamitjuk ki, ahol D;; az a;; elemhez tartozo aldetermindns, vagyis annak a métrixnak a deter-
mindnsa, melyet ugy kapunk, hogy az A méatrixbol elhagyjuk az i-edik sorat és j-edik oszlopét.

11. Tétel. Tetszéleges A = (aj ), ., négyzetes matrixnak akkor és csak akkor van inverze, ha det(A) # 0.
Ha van inverze, akkor pontosan egy van, és erre érvényes az alabbi képlet:

A*l — (Aji)an
det(4) °

12. Példa. A = A1 =7

)

= = O
N =
= N

det(A) =3+4—-2—-4=1

A = (_1)(1+1) det ( ; i > =4—-6=-2, A= (_1)(1+2) det < i i ) = _(4 — 3) =-1,
Az = (_1)(1+3) det < i é ) =2-1=1, Ao = (_1)(2+1) det ( ; i ) = _(4 — 4) =0,
Ay — (—1)2+2) 0 2 _ - — (—1)@+D) 0 1 _ _
22—(7 ) det 1 4 —072—*2, A237(71) det 1 2 —*(0*1)—1,
Azt = (—1)TD det ( } § > =3-2=1, Az = (-1 det < (1) § ) =—-(0-2)=2,
Asz = (=1)3) det ( (1) i ) =0-1=-1.
T
. 1 A A Asg 1 Al A Az 1 -2 0 1
Tr=——— | Ao Az Ass = Al Az Az | == -1 -2 2
det(A det(A 1
et(4) Az Az Ass et(4) Az Azz Ass 11 -1

2.2. Gauss-Jordan-eleminaci6
13. Definicié. Egy adott M métrix esetén a sorvektorrendszer elemi atalakitasain az aldbbiakat értjik:

e két sor cseréje,
e egy sor megszorzasa egy nemnulla konstanssal,
e egyik sor konstansszorosdnak hozzidadasa egy mésik sorhoz.

14. Tétel. Ha A egy n X m-es négyzetes matrix, F pedig az n X n-es egységmatrix, akkor tekintsiik
a B = (A | E) méatrixot. Az A matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha a sorvektorrendszer elemi
atalakitésainak sorozatéval a B matrix (E | C) alakra hozhaté. Ekkor A= = C.



0 1 2
15. Példa. A= 1 1 3 |, A7 1=?
1 2 4
01 2 1 0 0 ) 1 1 3 01 0 @ 1 1 3 0 1 0
11 3 0 1 0 M 0 1 2 1 0 0 |~ 01 2 1 0 O
1 2 4 0 0 1 1 2 4 0 0 1 0 1 1 0 -1 1
(1) 1. és 2. sor cseréje.
(2) 3. sorbol kivonom az 1.-t.
3) 1 01 -1 1 0 @ 1 0 1 -1 1 0 5) 1 01 -1 1 0
~ 0 1 2 1 0 0 R 0 1 2 1 0 0 |~ 0 1 2 1 0 O
0 1 1 0 -1 1 0 0 -1 -1 -1 1 0 0 1 1 1 -1
(3) 1. sorbol kivonom a 2.-at.
(4) 3. sorbol kivonom az 2.-at.
(5) 3. sor megszorzasa (—1)-gyel.
©) 1 0 0 -2 0 1 - 1 0 0 -2 0 1 -2 0 1
0012 1 0 0 M 010 -1 -2 2 |=ATl=| -1 -2 2
0 0 1 1 1 -1 0 0 1 1 1 -1 1 1 -1

(6) 1. sorbol kivonom a 3.-at.
(7) 2. sorhoz hozzaadom a 3. sor (—2)-szeresét.




