10. GYAKORLAT

MAarixmiiveletek.
Determinéns.

1. Matrixok

1. Definicié. Az M maétrix egy T test elemeibdl all6 tablazat, m darab sorral és n darab oszloppal. Az
ilyen paraméterekkel rendelkez matrixot M, x,-nel jeloljik. Az M matrix i-edik soranak j-edik elemét
mg;-vel jeloljiik.

2. Példa. Legyen M az alabbi matrix:

-2 0 V2 075
M3><4 = ™ % 0 1
6 —-72 9% 5

Ekkor példaul mq3 = V2.

3. Definicié. Az (n X n)-es egységmatrix olyan matrix, amelynek a f6atloja 1-eket tartalmaz, a t6bbi
eleme, pedig nulla:

10 ... 0

0 1 0
I, =F, =

00 ... 1

4. Definici6é. Az (n x n)-es nullmétrix olyan métrix, amely csak nulla elemeket tartalmaz:

0 0 0
0 0 0
0 0 0
2. Matrixmiveletek
5. Definicié. Legyen A = (asj),,..,, é¢s B = (bj),, .., két T szamtest feletti (m x n)-es métrix. Ekkor

A + B = (aij + bij)an és cA = (caij)an .

6. Eszrevétel. Csak azonos méretid matrixokat lehet sszeadni.

1 0 -3 2 -6 -1
7.Példa. A:=| -5 9 2 |, B=| -3 1 7
-1 -3 8 2 2 9
3 -6 -4 —4 12 2
A+B=| -8 10 9 |, (-2-B=[ 6 -2 -—14
1 -1 17 —4 -4 -18

8. Definicié. Legyen A = (a;;) és B = (byj),, .., két T szamtest feletti matrix. Ekkor

AB = (Z ailbl])
=1

9. Eszrevétel. Két métrix csak akkor szorozhat6 Gssze, ha az elsé métrix oszlopainak szdma megyegyezik
a masodik matrix sorainak szdméaval.

mXxn

mxk

10. Eszrevétel. AB altalaban nem egyezik meg BA-val, s6t még lehet, hogy a meéretiik miatt nincs is
értelmezve.



6 —1
11. Példa. A= 2 —3 9O , B = 2 -2
1 0 8 3 0

Az AB matrix (2 x 2)-es méreti lesz. A szamolast végezziik tgy hogy az A megfelel6 sorvektorait
szorozzuk Ossze skalarisan B megfelels oszlopvektoraval. A skalaris szorzas a kovetkezét jelenti:

((a,b,c,d), (e, f,g9,h)) = ae + bf + cg + dh.
Tehat AB megkaphat6 az alabbi médon:

<(2,—3,5),(6,2,—3)> <( ,5) ( )>
AB = ( ((1,0,8),(6,2,-3))  ((1,0,8), ( 1—2 0)> )

[ 12-6-15 —246+40
~ L 640-24 —140+0 —18 —1

5 4 =2 -1 -2 3
12. Példa. A=| -9 4 6 , B= 0 8 3
3 1 =2 -5 7 9
<(5747 _2),(—1,0,_5» <(5747 —2),(—2,8,7)> <(574,—2),(3,379)>
AB = ((—9,4,6),(—=1,0,=5)) ((—9,4,6),(—2,8,7)) ((—9,4,6),(3,3,9))
((3,1,-2),(-=1,0,-5)) ((3,1,-2),(-2,8,7)) ((3,1,-2),(3,3,9))
-5+0+10 —-10+32-14 15+12-18 5 8 9
= 9+0-30 18+32+42 —-27+12+54 | = —-21 92 39
-3+0+10 —-6+8-14 9+3-18 7T =12 -6

13. Definici6. Legyen A = (a;;), ., egy T szémtest feletti (m x n)-es matrix. Ekkor A” egy (n x m)-es
matrix, melynek egy tetszéleges eleme a kovetkezSképpen szamithato ki:

(AT)Z_]. = Aj;.
Ez azt jelenti, hogy a matrix sorait felcseréljiik az oszlopaival.
) 5 4 _o -2 3 a b ¢
14. Példa. A = 3 1 _9 , B= 8 3 |,C=|d e f
79 g h i
5 3 a d g
AT 4 1 ,BT:(_BQg;),CT: b e h
-2 =2 c f 1

15. Tétel. Miveletek tulajdonsdgai.
Legyenek A, B, C eqy tetszdleges T test feletti mdtrizok, és c,d € T skaldrok. Ekkor

e A+B=B+A e ¢(A+B)=cA+c¢B
e (A+B)+C=A+(B+C) oc(AB):(cA)B

e A(BC)=(AB)C o (AT

e A(B+C)=AB+ AC o (4 ) BTAT

e (A+B)C=AC+ BC e (A+B)T = AT 4 BT
o (c+d)A=cA+dA . (cA) =c(AT)

3. Determinans

A determinans rendkiviil fontos a linearis algebraban, igy egy determinans
kiszamitasa mindenkinek rutinfeladatnak kell, hogy legyen!

3.1. Sarrus-szabaly

Egy 1 darab szambol all6 matrix determindnsa maga a matrixot alkoté szam. Egy (2 x 2)-es matrix
determindnsanak kiszamitasira, maga a Sarrus-szabaly a definicio:

“ = (f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)

1

= ad-—



A (3 x 3)-as méatrix determinansa hasonléan szamithato, egy kis kis eltéréssel. Itt nem csak a f6atloval,
és a mellékatloval kell szamolni, hanem a veliik parhuzamos ,atlokkal” is. Segitség képpen a determinéns
utan odairhatjuk az els6 két oszlopat, hogy jobban lassuk a parhuzamosséigot:

a c a b a b c a b
hV e e v v v
d € d e, d € f d e
N\ e hV v v v
g h ( h g h ) g h

A determinans a kovetkezSképp all 6ssze. A f6atloban és a vele parhuzamos atlokban 1évs elemek szorzatat
adjuk Ossze, és ebbdl vonjuk ki a mellékitléban, és a vele parhuzamos atloban 1év6 elemek szorzatéat. Tehét
a kovetkez6t kell csinélni:

= aei + + cdh — ceg — bdi — afh.

Q Qe
> o
S, 0

Nézziik meg ezt egy konkrét példan keresztiil:

Példa.
3 2 4
2 5 1| = (3:(5) )41 (-8)+ (4 ()2
-8 2 1

—((=4) - (=5)-(=8) = (2-(=2)- ) = (3-1-2)
= —15—16+16+160+4—6 =143

16. Eszrevétel. Maga a szamolasi algoritmus nem bonyolult, de ennél a modszernél viszonylag nagy az
elszamolés veszélye.

17. Eszrevétel. Ez a modszer csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansok kiszamolasara hasznalhato,
nagyobb méretre nem mikodik.

3.2. Sor/oszlop szerinti kifejtés (Kifejtési tétel)

Emlékezziink arra, hogy sor/oszlop szerinti kifejtésnél gondolnunk kell a matrixhoz tartozé ,sakktab-
lara”, ami elGjeleket tartalmaz, felvaltva, a bal fels§ sarok mindig ,,+7, és ettdl valtakozik az elGjel jobbra
és lefelé:

+[-]+
— + —
+ -]+

Kivalasztjuk a determinans tetszéleges sordt vagy oszlopat, ami szerint a kifejtést el akarjuk végezni.
Legyen ez el6szor példaul az elsd oszlop. A determindns értéke a kovetkezSképpen adodik: a kivélasztott
sor elemeit megszorozzuk a sakktdblaban neki megfelels eljellel, majd megszorozzuk annak a maradék
determinénsnak az értékével, amit igy kapunk, hogy az eredeti determinansbdl téroljiik az elem sorat és
oszlopat. A példan rogton latszik, hogy mit kell csialni:

Példa.
3 2 -4
— 1 2 —4 2 -4
2 5 1 +3-' N 1‘(2).‘2 ; ‘+(8).‘ - ‘ (1)
-8 2 1 B

A modszer lényege, hogy egy (n x n) méretd determinanst vissza tudunk vezetni (n —1) x (n — 1)-es
determinansokra. Folytassuk az (1) egyenlGséget, mivel a (2 x 2)-es determininsok értéke mar kénnye
szamolhato:

(1) = 3-((-5)-1-1-2)+2-(2-1-(-4)-2) =8 (21— (-4) - (-5))
= 3.(=T)+2-10—8-(—18) = —21 + 20 + 144 = 143.



Gyakorlas képpen végezziik el a determinans kifejtését a masodik sora szerint is:

32 —4

2 —4 3 —4 3 2
2 5 1| = 2|y e | 5
2 9 ] 2 1 -8 1 —8 2

= 2.(2:1—(-4)-2)=5-(3-1—(=4)-(-8))—1-(3-2—-2-(=8))
= 2.10-5-(—29) — 1-22 =20 + 145 — 22 = 143.

18. Eszrevétel. Ez a modszer tetsz6leges méreti determinansokra is mikodik, szemben a Sarrus-szaballyal,
ami csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as matrixokra alkalmazhato.

19. Eszrevétel. Ha van a matrix elemei kozott nulla, akkor érdemes lehet olyan sort, vagy oszlopot vé-
lasztani a kifejtéshez, amiben minél tébb nulla van.

20. Eszrevétel. Dolgozatokban érdemes ezt alkalmazni, mert elszamolasi hiba esetén még esetleg lehet
részpontot adni, mig a Sarrus-szabélynal ez kevésbé lehetséges.

3.3. Elemi atalakitasok (Gauss-eliminacio)

21. Eszrevétel. Ez a modszer talan a leggyorsabb, viszont korant sem olyan algoritmikus, mint az el6z6
ketts. Csak azoknak ajdnlom megtanulni, akik biztosak abban, hogy ez a modszer nem fogja Gsszezavarni
az eddig megtanultakat.

22. Tétel. Determindnsokra vonatkozo alapvetd tulajdonsdgok.

1. A determindns eldjelet vdlt, ha két sorat megcseréljik.

2. Ha a determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.

3. A determindns értéke nulla, van van két azonos sora.

4. Ha a determindns eqy sordban minden elemet ugyanazzal a konstanssal megszorzunk, vagy elosztunk,
akkor a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik, vagy osztodik.

5. A determindns nulla, ha az egyik sora egy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

6. A determindns értéke nem vdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk eqy mdsik sor konstans-szorosdt.

7. Dualitdsi elv: az 1. — 6. dllitasokban a ,,sor” szd kicserélhetd az ,,0szlop” széra.

Ezekkel a mtveletekkel gyorsan ki tudjuk szamitani a determinanst, mert megtudjuk névelni a deter-
minansban szereplé nullak szamat.

Példa.
3 2 4 3 2 4| |-20 10 0
2 5 1| Y6 7 0|¥9 6 -7 o0
8 2 1 8 2 1 8 2 1
© 1~’ _629 i(; W 7). (—29) —6-10 = 143.

1
2

: A 2. sorhoz hozzédadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
: Az 1. sorhoz hozzdadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6. allitasat.
Kifejtettem a determinans a 3. oszlopa szerint.

Sarrus-szabéalyal megkaptam a végsé eredményt.

AA/.\/.\
O —

3):
4):
23. Eszrevétel. Még egyszer hangsulyozom, hogy nem kell ezt a modszert alkalmazni, mert kis matrixok
esetében a Sarrus-szabély sokkal gyorsabb, a kifejtéses médszert pedig kdnnyebb ellenGrizni.

3.4. Erdekesség

Egy n x n-es méatrix determinansanak kiszdmitésa a kifejtéses modszerrel O(n!) idGigénnyel tehetd
meg. Ha elemi 4talakitasokat végziink, akkor bizonyithat6, hogy az idigény csak O(n?). Réviden ravila-
gitanék arra, hogy mennyivel jelent ez nagyobb gyorsasagot. A tegyiik fel, hogy egy 5 GHz-es processzori
szamitogéppel szamolunk, ami azt jelenti, hogy 5 millidird miiveletet tud elvégezni masodpercenként. A
konnyités kedvéért a tovabbiakban csak az ordo uténi fiiggvényekkel szamolok.

Ha n = 3, akkor a matrix determinansanak kiszamitasa kifejtéses modszerrel 0,12 - 108 masodper-
cig tart, mig Gauss-eliminéciéval 0,54 - 10~® masodpercig. Itt még a kifejtéses modszer a gyorsabb. Ha
n = 10, akkor az els6 mddszerrel a szamitas 0,00072576 masodpercig tart, Gauss-eliminaciéval 0, 0000002
masodpercig tart. Itt az els6 modszer mar t6bb mint 3000-szer lassabb, de gyakorlatilag ez még elhanya-
golhato.



Nézziik az n = 15 esetet. Gauss-eliminacioval az idGigény 0,000000675 méasodperc, mig kifejtéses
modszerrel 4,358914560 perc. Ez mar eléggé érzékelhets és zavard kiilobség. Ha n = 20, akkor a Gauss-
eliminiciénak még mindig joval mésodperc alatti id§ sziikséges, 0,0000016 masodperc, mig a kifejtéses
modszernek 15,64366003 évre lenne sziiksége. Nem lenne tul hatékony ezt kivarni.

Végiil ugorjunk egy ,hatalmasat”, legyen n = 50. A Gauss-eliminécié még mindig hatékony, idGigénye
0,000025 mésodperc. A kifejtéses modszerrel mar kommoly probléméba titk6znénk, ugyanis 0.1955638709-
108 évre lenne sziiksége. A Nap varhaté hatralévs élettartamat 5 — 10 millidrd évre becsiilik, tehat a
Nap mar nem élné meg az eredményt. Ha jol tudom, akkor ez a szamolasi idGigény méar a vilagegyetem
varhato életkoranal is nagyobb szam. Ha valaki kivancsi r4, hogy a Gauss-eliminacié mekkora n esetén
megy 1 méasodperc f6lé, az konnyen kiszdmolhatja egy egyszerd egyenletmegoldassal.

Masik kérdés, hogy melyik médszer mennyire stabil numerikusan, ebbe most nem mennék bele, de ez
is érdekes kérdés.

3.5. Alkalmazasok

Kalkulus: Jacobi-determinans

Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata.

Egyenletrendszerek, Cramer-szabaly.

Adott pontokon adtmend sik, egyenes, kor egyenlete.

Adott egy graf. Van-e benne kor? Mennyi a feszit6fainak szama? A kérdések a megfelel§ matrixok
determindnsa alapjan megoldhat6. (Informatikai parhuzam: van-e holtpont az eréforrasok kozott?
A vélaszt 1asd az Operacios rendszerek cimi kurzuson.)

e Adott egy paros graf, van-e benne teljes parositas? Egy specidlis determinanssal ez is kénnyen
eldonthets.

3.6. Kiegészités

e Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det [{{3, 2, -4},{-2, -5, 1},{-8, 2, 1}}]
® Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4],[-2,-5,1],[-8,2,11]));

e Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])

® Matek.hu



