11. GYAKORLAT

Vektorok, miiveletek, linearis fliggetlenség.

1. Vektormiiveletek

1. Definicié. Legyen az a = (a1,az,a3) és a b = (b1, ba, b3) két R3-beli vektor, és ¢ € R tetszdleges
skalar. Ekkor értelmezziik a vektorok Osszeadasat és skalarszorosat:

e a+b=(a1+bi,az+by,a3+ b3) € R,
e ca = (cay,caz,caz) € R3.

2. Tétel. A sik vagy a tér tetszileges a, b, c szabadvektoraira és tetszéleges c,d € R skaldrokra

¢ a+(b+c)=(a+d)+g ® a+0=ag, ® c(da) = (cd)a,
®atb=b+a, ® c(a+Db)=ca+ch ® lg=aq,
® a+(—a)=0, ® (c+d)a=ca+da, ® O0a =c0=0.

3. Definicié. Legyen az a = (a1, a2, a3) egy R3-beli vektor. Ekkor az a hosszat |a|-val jeloljiik, és

a kovetkez6 moédon szamoljuk ki:
lal = y/ai + a3 + a3.

4. Definicié. Az a és b vektorok skalaris szorzatén a
(a,b) = |a| - |b] - cos(a, b)
szorzatot értjiik, ahol cos(a,b) az a és a b vektor altal bezart szog koszinusza.
5. Tétel. Legyen az a = (a1,a2,a3) €s a b= (b1, ba,b3) két R3-beli vektor. Ekkor
by
ab={(a,b)= (a1 ay as) 22 = a1by + a2bs + asbs.
3

6. Definicié. Legyen az a és a b két R3-beli vektor. Ekkor a x b jeldli azt a vektort, amely a két
vektor vektoridlis szorzatdnak eredménye. Erre az a x b vektorra teljesiil, hogy

la x b| = |a| |b] sin(a, b),

valamint, hogy a x b meréleges az a és a b vektorra is, és az irdnyat a jobbkézszabaly hatarozza
meg;:

axb



7. Tétel. Legyen az a = (a1,a2,a3) és a b= (b1, bo,b3) két R3-beli vektor. Ekkor

i J k
axb = |a ay a3z |=i(azbz — agbz) — j(aibs —azb1) + k(aiby — azby).
by by b3

= (agb3 — azby, azby — a1bs,a1by — azby).
8. Definicié. Legyen az a,b és a ¢ harom R3-beli vektor. Ekkor az
{axb,c)
mennyiséget a harom vektor vegyesszorzatanak nevezziik.
9. Tétel. Legyen az a = (ay,az,a3), b = (by,ba,b3) és a ¢ = (c1,c2,c3) hdrom R3-beli vektor.
Ekkor
ay az asg

(@xbyc)y=|0b by b3
C1 C2 C3

10. Példa. a = (2,6,—1), b= (—3,-9,8), c = (5,3,-2)
ea+b=(2-36-9-1+8)=(-1,-3,7)
o da=(4-2,4-6,4-(—1)) = (8,24, —4)

e ab=2-(-3)+6-(—-9)+ (~1)-8 = —68

(AN} _ _
eaxb=| 2 6 —1|=i 6 L —J 2 ! +k 2 0 = (39,-13,0)
-9 8 = -3 8 -3 -9
-3 -9 8
2 6 -1
e (axbcy=| -3 -9 8 =36+9+ 240 — 45 — 36 — 48 = 156
5 3 =2

2. Vektortér

11. Definicié. A T szamtest feletti vektortér egy olyan (V,+,-) strukttra, melyre tetszéleges u,v,w € V és
c,d € T esetén teljesiil az alabbi 8 axiéma:

1. utv=v+u 4. Létezik additiv inverz (ellen- 6. (c+d)u=cu+ du.
tett).

2. (utv)+w=u+(v+w). 7. (cd)u = c(du).

3. Létezik 0-vektor. 5. c(u+v) = cu+cv. 8. lu=u.

12. Definici6. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. Legyen tovabba n € Ny, v1,...v, € V,
és cy,...c, € T. Ekkor a

n

v=cCiv1 +...+cpu, = E CiV;
i=1

vektort a vy,...,v, € V vektorok cy,...c, egyitthatokkal képzett linearis kombinacidéjénak ne-
vezziik. Ha minden ¢; egyiitthaté nulla, akkor trivialis linearis kombinéciérél beszéliink.

13. Példa. Legyenek i,j,k a tér z,y, 2 tengely irdnyaba esé egységvektorai. Ekkor a tér tetszéleges
a = (a1, ag, az) vektora felirhato ezen egységvektorok lineéris kombinaciojaként: ¢ = aji+asj+azk.

14. Definicié. Legyen V egy T szamtest feletti vektortér. A V elemeibdl képzett véges rendsze-

reket, vektorrendszereknek nevezziik. Egy ilyen vq, ..., v, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a
zérusvektor csak trivialis linearis kombinécidként allithaté els, azaz barmely cy,...,c, € T esetén,
ha civ1 +...cxvp =0, akkor ¢y = ...¢cp = 0.

Ellenkez§ esetben a vektorrendszert linedrisan fiiggének nevezziik.

15. Példa. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a nullvektort, vagy egynél tobbszor valamely vek-
tort, akkor linedrisan fiiggs. A térbeli 7, j, k vektorrendszer lineérisan fiiggetlen.



16. Tétel. Legyen az a = (a1, as,a3), b = (b1, ba,b3) és a c = (cy1,ca,c3) hdrom R3-beli vektor. Az

a1 a2 as
a, b, c vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha a vektorrendszerbdl alkotott | by by b3
C1 C2 C3

determindns nulla.

17. Példa. Fiiggetlen-e az alabbi harom vektor:

a=(-2;1;0), b= (4,0;2), c= (0;-1;-5)7

-2 1 0
A Y
0o -1 -5

= —2(0—(-2))—-1(-20-0)=—-4+20=16
Mivel a determinans nem nulla, a harom vektor linearisan fliggetlen.
18. Példa. Fiiggetlen-e az alabbi harom vektor:
a=(=3;0;1;2), b= (=1;2;0;0), ¢ = (=2-2;1;2)?

Megoldas: 1asd Gauss-eliminacio (linearis egyenletrendszer megoldasa)!



