3. GYAKORLAT

Kiegészités a gyakorlat anyagahoz.

Ismétlés

1. Feladat. Legyen a a kovetkez6 relacio: o = {(z,y) € Z? : 2 | 2% + y*} C Z*. Milyen tulakdonsdgok
teljesiilnek az a relaciéra?
Megoldas:

1.

Reflexivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,2) € «, azaz hogy
2 | %2 + 2%, Ez nyilvan teljesiil, mert x? + 22 = 222, ami nyilvan paros, ezért minden valés szam
a-relacioben all egymaéssal.

. Szimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € a-bdl kivetkezik-
|

e feltétel nélkiil, hogy (y,x) € a. Ez nyilvan teljesiil, mert (z,y) € a <= 2 | 22 +¢y? < 2 |

y? + 2% < (y,7) € o, azaz o szimmetrikus.

Tranzitivitds: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY x,y, z € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € a-bdl és
(y,z) € a-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy (z,z) € . Nézziik meg:

(r,y) Ea=2 |22 +y> <= 22 +y?> =2k (k € Z) = 2% = 2k — ¢*

(y2) Eas=2 |+ 22 <=y +22 =20 (l€Z) < 2> =2l —y?

Behelyettesitiink: 22 4+ 22 = 2k + 21 — 2y? =2 (k +1- y2) = 2m, ahol m € Z.

Igy megkaptuk, hogy 2 | 22 + 22, azaz (z,2) € a, vagy a relacio tranzitiv.

Mind a harom fenti tulajdonsag teljesiil, ezért a relacié ekvivalecia(relacio).

. Antiszimmetria: Azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (x,7) € a-bol

és (y,z) € a-bol kovetkezik-e feltétel nélkiil, hogy = = y. Rendkiviil kénnyen tudunk ellenpéldat
talalni, példaul (2,4) € o, (4,2) € o és 2 # 4.

. Mivel az antiszimmetria nem teljesiil, igy o nem részbenrendezés, és ezért mar rendezés sem lehet,

de azért nézziik meg az utols6 tulajdonsagot is.

Dichotémia: Most azt kell vizsgalni, hogy BARMELY z,y € Z-re teljesiil-e, hogy (z,y) € a vagy
(y,x) € a. Nyilvan egy pératlan-paros kombinacié sem igy, sem amigy nincs benne a relacioban,
és igy megint konnyen talaltunk ellenpéldat (egyszerre végtelen sokat is).

Osztalyozas

Definicié: Legyen A egy tetszileges halmaz. Ekkor a C halmazt osztalyozasnak nevezziik, ha

1.
2.
3.
4.

CCPA),
BARMELY X € C-re X # 0,
BARMELY X,Y €C-re X =Y vagy X NY =0, és

A=Uxee X

C elemeit osztalyoknak nevezziik.
Példa: A ={1,2,3,4,5}, C = {{1,2},{4},4{3,5}}.
C osztalyozas, mert minden A-beli elem szerepel pontosan egy osztalyban, és egyik osztaly sem iires.



Ekvivalencia - Osztalyozas
Tétel: Egy A halmaz feletti C osztalyozas meghataroz egy ekvivalenciat a kovetkezd modon:
pc = {(a,b) € A*:3X €C, hogy a,be X}.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az egy osztilyban 1év6 elemek egyméssal mindenhogy relacioban
vannak.
Példa: Az el6z6 példaban szerepls osztalyozashoz felirhato relacio:

pe=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(4,4),(3,3),(3,5),(5,3),(5,5)} .

Tétel: Ha p ekvivalencia az A halmazon, akkor az A/p = {bo* : b € A} halmaz osztalyozas A-n, ahol
bpx ={ce€ A: (b,c) € p}.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy egy relaciohoz felirhato egy olyan osztalyozas, amelyben az egymassal
relaciéban 1év6 elemek ugyanabban az osztalyban vannak.
Mire jo ez? Mindig attérhetiink ekvivalenciarol osztélyozasra, illetve osztalyozasrol ekvivalencira, és ugy
dolgozhatunk, amelyikkel nekiink kényelmesebb.

2. Feladat. Térjiink vissza az Ismétlés c. részben bemutatott « relaciéra, amirél belattuk, hogy ekviva-
lencia. Ekkor nyilvan van egy hozzé tartozé osztalyozas. Adjuk ezt meg.

Megoldas:

Keressiink egymassal relacioban allo szamokat: (0,2),(0,4),(0,6),(2,4),(2,6),... € a. Nyilvan vég-
telen sok van, de az azért latszik hogy a paros szamok a paros szamokkal relaciéban vannak, ezért nyilvan
egy osztalyban vannak. Mivel osztalyozast keresiink, igy a péaratlan szamokat is kell valahova tenniink.
Konnyen rajohetiink, hogy a paratlan szamok relaciéban allnak a paratlan szamokkal, ugyanis paratlan
szamok négyzete szintén paratlan, és két paratlan szam Osszege mar paros, ezért teljesiil a relacio. Igy
mar van két osztalyunk, a paros szadmok, és a paratlan szadmok osztalya. Most mar csak azt kell beléatni,
hogy péaratlan szdm nem allhat relaciéban paros szdmmal. Ez pedig kénnyt, mert paros szam négyzete
paros, paratlané paratlan, és egy paros és egy paratlan szam Gsszege paratlan, ami nyilvan nem oszthato
kettdvel, igy nem teljesiilhet a relacio.

Tehat a keresett C, osztélyozés a kovetkezs: C, = {{paros egész szamok} , {paratlan egész szamok}}.



