8. GYAKORLAT

Tteletkelkulus.

1. Bevezets

A matematikai logikdban az allitdsoknak nem a tényleges jelentésével, hanem a szerkezetével, igazsagérté-
kével és gondolatmenetének helyességével foglalkozunk. Mi ezen kurzus keretei kozott csak kétértékd logikaval
foglalkozunk (igaz-hamis), de tobbértéki logika is értelmezhets. Példaul vegyiik a kévetkezd kijentéseket:

1. Ez a mondat hamis.
2. Minden 2-nél nagyobb péros egész szam felirhaté két primszam Gsszegeként.
3. Minden kétfejd 16 piros.

Az els6 kijelentés ellentmondés, tehdt nem lehet sem igaz, sem hamis, gondoljunk bele. A mésodik egy hires
sejtés, errdl pedig egyszertien nem tudjuk megmondani, hogy igaz-e, vagy hamis. A harmadik kijelentés pedig
azért érdekes, mert a kétértékd logika szerint igaznak kellene lennie, mert a tagadasa hamis, de ezt is agy
szoktuk elintézni, hogy logikai értéke eldonthetetlen. Tébbek kozott az informatikdban alkalmazzak a szintén
tobbértékii Fuzzy-logikat, amely nem csak a szokasos 0-1 értékeket veheti fel, hanem koztes értékeket is. Ezaltal
az objektumok tobb csoportba sorolhatok, és a gépek jobban irdnyithatok. Mi ilyenekkel nem foglalkozunk,
helyette a matematikai logika legalapvet&bb részét nézziik &t.

2. Itéletkalkulus
Definicié (Itélet). Olyan allitas, amelynek igazsagértéke van (igaz vagy hamis). Jelolésiik: A, B,C, ...

Nem itéletek a kovetkezok: felkialtasok, felszolitasok, kérdé mondatok, ...

Hasonl6an, mint a hétkdznapi nyelvben is, az itéletek bizonyos modon Gsszakapcsolhatok, és igy 0j Osszetett
itéleteket kaphatunk. Nézziik meg milyen kapcsolatban allhatnak egymassal az itéletek, illetve pontosabban
milyen miivelettel kapcsolhatok Gssze az itéletek?

Definicié. Ha A és B két itélet, akkor értelmezziik az aldbbi miiveleteket:
e Negicio: - A
NEM A” - Igy fejezziik ki a logikai kapcsolatot szavakkal.
C-ben, Java-ban: !
e Konjukcio: AN B

»A ES B” Nem minden ,¢s” konjukcié, gondoljunk példaul a felsorolasra. Viszont ,¢és” helyett allhat a
»DE” sz6, példaul ,Szeretem a dimatot, DE utdlom a Kalkulust.”

C-ben, Java-ban: &&
e Diszjunkci6: AV B
»A VAGY B”: vagy A, vagy B, vagy mindkettd.
C-ben, Java-ban: ||
Fontos: NEM kizar6 vagy! Ezen a kurzuson nincs kizar6 vagy!
o Implikacié: A — B
JHa A, akkor B.”  Csak akkor A, ha B.” [ A-bél kovetkezik B.” | B-nek elegendd feltétele A.” | A-nak
sziikséges feltétele B.”
e Ekvivalencia: A < B

»Akkor és csak akkor A, ha B.” Pontosan akkor A, ha B.” | A-nak sziikséges és elégséges feltétele B.” ,, A
ekvivalens B-vel.”
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2.2. Formalizalas
Definicié (Primitélet). Olyan itélet, amely nem tartalmaz logikai kotGszavakat.

Formalizalasnal fontos, hogy csakis kizardlag primitéletek helyett vezessiink be itéletvaltozékat.
Fontos: a primitélet nem tartalmazhat tagadéast!

Definicié (Formula). Legyen n € N és legyenek Ay, ..., A, itéletvaltozok, azaz olyan valtozok, amelyek itéle-
teket jelolnek.

1. Az itéletvaltozok mindegyike formula.
2. Ha F és G formula, akkor (=F), (F AG), (FVG), (F — G), (F + Q) jelsorozatok mindegyike formula.
3. Az itéletkalkulus minden formuldja megkaphato a fenti 1. és 2. szabalyok VEGES sokszori alkalmazaséval.

Ha jol megnézziik, akkor ez egy rekurziv definici, ahol a rekurzié a primitéleteknél all meg. Informalisan
a fenti definici6 azt jelenti, hogy logikai miveletek segitségével, itéletvaltozokbol és zardjelekbdl szintaktikailag
helyes jelsorozatokat képziink.

FONTOS - Precedenciasorrend: —, A, V, —, .

Példa. ,Ha esik az es6 és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha zh-t irunk.”
Formalizélas:

Primitéletek: A - esik az es§; B - rossz kedvem van; C' - elmegyek dimat gyakorlatra; D - zh-t irunk.
Formalizalva: (A A (—=B)) — (C <> D). Precencidkat alkalmazva: A A -B — (C <> D).

Definicié (Részformula). Legyen F és G logikai formula. Azt mondjuk, hogy G részformulaja F-nek, ha G
fellép F-nek a rekurziv definici6 szerinti elGallitasa soran.

Példa. Az el6z6 példa Gsszes részformulai a kévetkezsk: A, (-B), (AA (-B)), C, D, (C <» D), (AN (-B)) —
(C + D).

2.3. Kiértékelés, logikai ekvivalencia

Definicié (Kiértékelés). Az a mivelet, amikor a valtozok helyére igaz vagy hamis értéket helyettesitiink.

Példa. Legyen adott a kovetkezs formula: A — ((—=B) V C). Szamoljuk ki a formula azon kiértékelését, melyben
A és C igaz, B pedig hamis.

A|B|C | (=B)| (-B)vC) | A—=((-B)v()
i | h|i]|-h=i (ivi)=i i—i=1

Definicié (Logikai ekvivalencia). Az itéletkalkulus F és G formulaja logikailag ekvivalens, ha értékiik BAR-
MELY kiértékelésnél megegyezik.

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy mindkét formulédra felirjuk az igazsidgtablazatot, és Gsszenézziik a két
formula Osszes kiértékelését, és ha mindegyik megegyezik, akkor ekvivalensek.

Példa. Ekvivalens-e a kovetkezs két formula: FF = - (A — B), G = AA (=B).

[A[B[(A=B) [F=-(A>B) | (-B) | G=AA(-B) |

i|i i h h inh=h
i|h h i i ini=1

h | i i h h hAh=h
h | h i h i hAi=h

Példa. Az utolsd oldalon Gsszegytijtottem a legfontosabb ekvivalencidkat, amelyek koziil mind bizonyithaté az
el6z6 példaban mutatott modon.



2.4. Diszjunktiv normalforma

Definicié (Diszjunktiv normélforma). Egy formula diszjunktiv normélforma, ha Py V...V Py alakt, ahol minden
P; itéletvaltozok és negéltjaik konjukcidja oly médon, hogy mindegyik valtozé minden Pj-ben legfeljebb 1-szer
szerepel.

Definicié (Teljes diszjunktiv normélforma). Ha egy n-valtozos diszjunktiv normalforma minden P;-jében mind
az n darab valtoz6 szerepel, akkor teljes diszjunktiv normalforméarol beszéliink.

A definicidknél sokkal érthetébb ezeket egy példan bemutatni.
Példa. A kovetkezd formulak diszjunktiv normalforméak:
o (mA; AN Ay A —A3)V (A A Ay A = A3) - ha az itéletvaltozok Aq, Aa, A3 akkor ez még teljesis (k = 2, n > 3).
o Ay V(A1 A—Az) - ez nyilvan nem teljes (k =2, n > 2).
e AV Ay - ez sem teljes (k =2, n > 2).
o A; A—Ag A—As - ha az itéletvaltozok Aq, As, Az akkor ez még teljes is (k =1, n > 3).

1. Tétel. Tetszéleges F' formuldhoz létezik olyan teljes diszjunktiv normdlforma, amely F-fel logikailag ekviva-
lens.

Ez egy nagyon fontos tétel, azonban semmit nem mond arrél, hogyan keressiik meg ezt a teljes diszjunktiv
normalformét. A modszer a kovetkezs:

1. Felirjuk F' igazsagtablazatat.
2. A definiciéban szereplé P;-k azon sorokat reprezentéljak, ahol F' logikai értéke igaz.

3. Minden sorhoz a megfelel§ P;-t ugy kapjuk, hogy azon véltozokat negaljuk, ahol hamis érték szerepel, és
vessziik az Osszes valtozot tartalmazoé konjukciot.

Példa. Irjuk fel az (AV B) — (-A) formula teljes diszjunktiv normalformajat!
A| B|(AVB) ]| (m4) | (AV B) = (-4)
i i i h i—h=h
i|h i h i—h=h
h | i i i i—i=1 =
h | h h i h—i=1 <=

(A\/B) — (ﬁA) = (ﬁA/\B) V (ﬁA/\ﬁB)

2.5. Tautologia
Definicié (Tautolégia). Egy formula tautologia, ha barmely kiértékelésre igaz.

A definici6 szerint konnyen ellendrizhets, hogy egy formula tautologia-e, csak fel kell irni az igazsagtablazatét,
és megnézni, hogy a végén mindenhol igaz érték jon-e ki.

Példa. Nézziik meg, hogy az (A A (A — B)) — B formula tautologia-e?

|A[B][(A—=B)| (AN(A—=B) [ (AN(A—B)) = B |

i i i ini=i i—i=1

i|h h iAh=h h—h=1
h | i i hAi=h h—i=1
h | h i hAi=h h—h=1




Tautologiagyiijtemény

(I) —, <> kifejezése a tobbi miivelettel:

(1) A+ B=(A— B)AN(B— A),
(2) A— B=(-A)V B.
(I) A, V alaptulajdonsédgai:
(3) ANA=A, AVA=A, (idempotencia)
(4) ANB=BAA, AVB=BVA, (kommutativitas)
(5) (AAB)AC=AAN(BAC), (AvB)VC=AvV(BVC(O), (asszociativitas)
(6) (AVB)NA=A, (AANAB)VA=A, (abszorptivitds)
(1) (AVBYAC=(AANC)V (BAC), (AANB)VC=(AVC)A(BVO). (disztributivités)
(IIT) A, V, = kozotti osszefiiggések:
(8) -(AAB)=(-A) Vv (-B), —(AVB)=(-A)A(—-B), (De Morgan szabélyok)
(9) —(=4) = 4,
(10) AN (=A) = BA(-B), AV (mA) = BV (-B),
(11) AN(BV(-B))=A, Av(BV(-B))=BV(-B),
(12) AN(BA(=B))=BA(=B), AV (BA(-B))=A.
(IV)  —-t és <>-t tartalmaz6 logikai ekvivalencidk:
(13) A< B=B<+ A, (kommutativitds)
(14) (A+B)«(C=A+ (B« 0), (asszociativitas)
(15) A — B =(-B) — (-4),
(16) (A-C)AN(B—=C) = (A\/B)—)C7
(17) (A B)AN(A—=C)=A— (BAC),
(18) A—>(B—>C’):(A/\B) C,
(19) A= (BA(=B)) =-4
(V) Tautoldgidk:
(20) A—A(=Av(-4)),
(21) (AN(A— B)) — B,
(22) (=B) A (A= B)) — (=4),
(23) (mA) A (AV B)) — B,
(24) A— (B— (AAB)),
(25) (AAB) — A,
(26) A— (AV B),
(27) (A= B)A(B—=C)) = (A= C),
(28) (A= B) = (B—C) = (A= Q)),
(29) (A= B) = ((ANC) = (BAC)),
(30) (A= B) = ((AvC) = (BVQ)),
(31) (A< B)A (B4 C)) = (A C),
tovabba
(32) (A+» B) = (A% C) + (B*()),
(33) (A< B) = ((CxA) < (CxB)),

ahol x a A, V, —, <> logikai miiveletek barmelyike lehet.

Az (V) tautoldgidk, valamint az egyes F=G alapvetd logikai ekvivalencidkbdl szarmaztatott F < G, F — G
és G — F alaku tautologiak Osszességét nevezziik tautologiagytijteménynek.



