11. GYAKORLAT

Linearis egyenletrendszerek, Gauss-eliminacio,
linearis fliggetlenség.

1. Linearis egyenletrendszerek

1. Definici6. Linearis egyenletrendszer altalanos alakja:

a11T1 + a12Z2 + ... +a1pty, = bl
ag1X1 + a9 + ...+ Ao2nTn = bg
Am1X1 + 2T + ... + GnTy, = b

Az egyenletrendszer felirhato a kévetkezd forméban is: Az = b, ahol

aiq ai12 . A1n b1 I

a1 a922 . agn bg To
A= ) , b= , T =

Gml  Am2 Amn bm Tm

Az egyenletrendszer bévitett méatrixa: ( A | b )
2. Definicié. Egyenletrendszer elemi atalakitasai (bdvitett matrix elemi atalakitasai):
1. Két egyenletet (sort) felcseréliink.
2. Egy egyenletet (sort) megszorzunk egy tetsz6leges nemnulla skalarral.
3. Valamelyik egyenlethez (sorhoz) hozzaadjuk egy masik egyenlet (sor) skalarszorosét.

4. Ha az egyik egyenletben minden egyiitthat6 és a jobb oldali konstans is nulla, akkor az
egyenletet elhagyjuk. (A csupa nulla sort elhagyjuk.)

3. Definicié. Egyenletrendszer bévitett métrixanak lépcesés alakja:
1. Nincs csupa nulla sor.
2. Minden sor els6é nemnulla eleme 1.
3. Minden sor els6 nemnulla eleme hatrabb van, mint a fol6tte allo sor elsé nemnulla eleme.

4. Tétel (Gauss-eliminacio). Bdrmely nem azonosan nulla bévitett mdtrizi egyenletrendszer lép-
csds alakra hozhato.

5. Példa. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert:

2 4+ 3y — 2z =1

-r + y - 2z = 1,
r — 2y + z = 2
2 + 2y — 3z = 4



2 —2 | 1 1 -2 1 | 2 1 -2 1 | 2
-1 1 -2 | 1 (1) -1 1 -2 ] 1 (2 0 -1 -1 | 3
1 -2 1 | 2| 7| 2 3 21| 7|2 3 -2|1
2 2 -3 | 4 2 2 -3 | 4 2 2 -3 | 4
1 -2 1 | 2 1 -2 1 | 2 1 -2 1 | 2
@ (o1 1] 3 |wlo 1 1| 3|01 1 | -3
0 7 -4 | -3 0 7 -4 | -3 0 0 -—11 | 18
0 6 -5 ] 0 0 6 -5 | 0 0 0 -—11 | 18
1 -2 1 ] 2 1 -2 1 | 2
L I S N IO B R R T
O 0 0 —11 | 18
00 0 | 0
(1) : 1. és 3. sor cseréje.
(2) : A 2. sorhoz hozzéadjuk az 1. sort.
(3) : A 3. sorhoz hozzéadjuk az 1. sor (-2)-szeresét. A 4. sorhoz hozzdadjuk az 1. sor (-2)-szeresét.
(4) : A 2. sort megszorozzuk (-1)-gyel.
(5) : A 3. sorhoz hozzéadjuk a 2. sor (-7)-szeresét. A 4. sorhoz hozzaadjuk a 2. sor (-6)-szoroséat.
(6) : A 4. sorbdl levonjuk a 3. sort.
(7) : Elhagyjuk a 4. sort.
e

Megoldas visszafejtése:

L —1lz=18= 2= —1

)

[,

2. y+z=-3=y-=-3=y=-3+8=_1

z—2y+z=2=z-2(-P)+ (-} =2=2=2+3-20=0
Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldéaséat.

6. Példa. Oldjuk meg a kiévetkezs egyenletrendszert:

r + 2y + 3z = 4
Sr. + by + Tz = 8,
9z + 10y + 1lz = 12°
B3z + 14y + 15z = 16
1 2 3 | 4 1 2 3 | 4
5 6 7 | 8 (1) 0 -4 -8 | -12
9 10 11 | 12 - 0 -8 —-16 | —-24
13 14 15 | 16 0 —-12 —-24 | -36
1 2 3 | 4
(_2)> 01 2 | 3 @) < 1 2 3 | 4 )
01 2 | 3 01 2 | 3
01 2 ] 3

(1) : Az 1. sor (-5)-szorosét hozzaadom a 2. sorhoz. Az 1. sor (-9)-szeresét hozzdadom a 3. sorhoz.
Az 1. sor (-13)-szorosat hozzdadom a 4. sorhoz.

(2) : A 2. sort elosztom (-4)-gyel. A 3. sort elosztom (-8)-cal. A 4. sort elosztom (-12)-vel.

(3) : A 3. sorbdl kivonom a 2. sort. A 4. sorbdl kivonom a 2. sort. Mivel csupa nulla sorokat kapunk,

el is hagyjuk azokat.
Megoldas visszafejtése:

1. y+22=3=y=3-2z2
2. 04+2y+3z2=4=—2=4—-32—-2y=4-32—-2(3—-22)=4-32—-6+4z2=-2+z2

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldasat, mivel a z ismeretlen szabad ismeretlen,
azaz értéke tetszélegesen megvalaszthato.



7. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

z + vy + 2z = 3

dr + 4y + 5z = 6 !

Tt + Ty 4+ 8 = 10
112 | 3 L1112 |3
44516 | %00 -3 -6
7T 7 8 | 10 0 0 -6 | -—-11
o (1L 2] 3 o (1123
=100 1 | 2 =100 1 | 2
00 —6 | —11 000 |1

(1) : Az 1. sor (-4)-szeresét hozzdadjuk a 2. sorhoz. Az 1. sor (-7)-szeresét hozzéadjuk a 3. sorhoz.
(2) : A masodik sort elosztom (-3)-mal.

(3) : A 3. sorhoz hozzdadom a 2. sor 6-szoroséat.

Megoldas visszafejtése:

1. 0 = 1 = Ellentmondas.
Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldésa.

8. Tétel. Bdrmely linedris egyenletrenszernek 0, 1 vagy végtelen sok megolddsa van.

1.1. Linearis fiiggetlenség

9. Példa. Linearsan fliggs-e az alabbi harom vektor:
a=(-3;0;1;2), b=(-1;2;0;0), c=(-2;-2;1;2)7
Ez determinans szamoléssal nem ddnthetd el, tehat definicié szerint meg kell oldani a
A1(=3;0152) + Ao(=152;0;0) + A3(=2;=2;1;2) = (0;0;0;0)

vektoregyenletet, azaz a

-3\ — A — 2X3 =0
20 — 2X3 = 0
A1 + X3 =0
22X + 2x = 0
egyenletrendszert.
-3 -1 -2 | 0 1 0 1 | 0 1 0 1 | O
0 2 -2 10 ), 0 2 -2 |0 @, 0 2 -2 10
1 0 1 | 0 -3 -1 -2 | 0 0 -1 1 | 0
2 0 2 |0 2 0 2 |0 0 0 0 | O
10 1 | 0
ﬂ01—1|0ﬂ>(égllig)
01 -1 1] 0

(1) : Az 1. és 3. sort megcseréljik.
(2) : Az 1. sor 3-szorosat hozzdadom a 3. sorhoz. Az 1. sor (-2)-szeresét hozzaadom a 4. sorhoz.
(3) - A 2. sort osztom 2-vel. A 3. sort szorzom (-1)-gyel. A 4. csupa nulla sort elhagyom.
(4) : A 4. sorbol kivonom a 3. sort. Elhagyom a 4. csupa nulla sort.
e

1. Mo —A3=0= Xy = A3
2. 0+ A3=0= A = =3

Megkaptuk az egyenletrendszer végtelen sok megoldasat, mivel a A3 ismeretlen szabad ismeretlen,
azaz értéke tetszélegesen megvalaszthatd. A vektorrendszer akkor lenne lineédrisan fiiggetlen, ha
csak a A\; = Ay = A3 = 0 megoldas létezne, de mivel \3-at tetszélegesnek vélaszhatjuk, igy a
vektorrendszer linearisan fiiggd.



10. Példa. Linearsan fiiggs-e az alabbi harom vektor:
a=(-1;2;0;0), b=(-2;-2;1;2), c=(1;2;1;2)?
Ez determinans szamoléssal nem dénthets el, tehat definicié szerint meg kell oldani a
A(=152;0;0) + Aa(=2; =2 152) + A3(1;2; 1;.2) = (0;0;0;0)

vektoregyenletet, azaz a

A1 — 22X + A3 = 0
20 — 2x 4+ 2X3 = 0
A+ A3 = 0
20 4+ 2X3 = 0
egyenletrendszert.
-1 -2 1 1] 0 1 2 =110
2 22 0|2 -2 2 |0] @ (1) _26 _41 I 8
0 1 1] 0 01 1 | o0 0 1 1 | 0
0 2 2 1] 0 0 0 0 | O
@ (L2 10\ /1210
=00 10 | O]—>101 1 |0
01 1 | 0 0 0 10 | O

Megoldas visszafejtése:
1. 10A3=0=> X3 =0
2. X+ A3=0= X =0
3. M +20 - A3=0= X\ =0

Megkaptuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat. A vektorrendszer linearisan fiiggetlen, mert
csak a Ay = Ay = A3 = 0 megoldas 1étezik, igy a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.



