9,5. GYAKORLAT

A determinans kiszamitasanak kiilonb6z6 modjai
példakon keresztiil.

A determinans rendkiviil fontos a linearis algebraban, igy egy
determinans kiszamitisa mindenkinek rutinfeladatnak kell,
hogy legyen!

1. Sarrus-szabaly

Egy (2 x 2)-es métrix determinénsanak kiszamitasara, maga a Sarrus-szabély a
definicio:

“ = (f6atlo elemeinek szorzata) — (mellékatlo elemeinek szorzata)
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A (3 x 3)-as matrix determinansa hasonléan szamithato, egy kis kis eltéréssel. Itt nem
csak a féatloval, és a mellékatloval kell szamolni, hanem a veliik parhuzamos ,atlokkal”
is. Segitség képpen a determinans utan odairhatjuk az els6 két oszlopat, hogy jobban
lassuk a parhuzamossagot:
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A determinans a kovetkezGképp all Gssze. A fGatloban és a vele parhuzamos atlok-
ban 1év6 elemek szorzatat adjuk Gssze, és ebbdl vonjuk ki a mellékatléban, és a vele
parhuzamos atléban 1évé elemek szorzatat. Tehat a kovetkezst kell csindlni:

= aei + + cdh — ceg — bdi — afh.
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Nézziik meg ezt egy konkrét példan keresztiil:

3 2 -4
2 =5 1 | = (3-(=5)-1)+(2-1-(=8)+((—4)-(~2)-2)
-8 2 1
—((—4) - (=5) - (—=8)) = (2-(=2)-1) — (3-1-2)
= —15—16+16+160+4 — 6 = 143

1. Eszrevétel. Maga a szamolési algoritmus nem bonyolult, de ennél a modszernél
viszonylag nagy az elszdmolés veszélye.

2. Eszrevétel. Ez a modszer csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as determinansok kiszamolasara
hasznalhato, nagyobb méretre nem miikédik.



2. Sor/oszlop szerinti kifejtés (Kifejtési tétel)

Emlékezziink arra, hogy sor/oszlop szerinti kifejtésnél gondolnunk kell a matrixhoz
tartozo ,sakktablara”, ami elGjeleket tartalmaz, felvaltva, a bal felsé sarok mindig ,,+”,
és ettdl valtakozik az elGjel jobbra és lefelé:
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— + —
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Kivalasztjuk a determinéns tetszéleges sorat vagy oszlopat, ami szerint a kifejtést
el akarjuk végezni. Legyen ez elGszor példaul az elsé oszlop. A determinéns értéke a
kovetkezoképpen adddik: a kivalasztott sor elemeit megszorozzuk a sakktablaban neki
megfeleld elGjellel, majd megszorozzuk annak a maradék determinansnak az értékével,
amit agy kapunk, hogy az eredeti determinansbol toroljiik az elem sorat és oszlopét.
A példan rogton 1atszik, hogy mit kell csidlni:

3 2 -4

— 1 2 —4 2 -4
2 5 1 |=43.] 2 Y (9. 1 (-8)- Y
8 9 1 2 1 2 1 -5 1

A modszer lényege, hogy egy (n x n) méretd determindnst vissza tudunk vezetni
(n — 1) x (n — 1)-es determinansokra. Folytassuk az (1) egyenlGséget, mivel a (2 x 2)-
es determinénsok értéke mar konnye szamolhato:

(1) (-5)1-1:2) 422 1= (-4)-2) =8+ 2+ 1= (~4) - (-5))

3-
3.(=7)+2-10—8-(—18) = —21 + 20 + 144 = 143.

Gyakorlas képpen végezziik el a determinans kifejtését a masodik sora szerint is:

3 2 -4

2 —4 3 —4 3 2
2 5 1| = () ) 1 |
8 9 1 2 1 -8 1 -8 2

= 2-(2:1—-(-4)-2)—=5-(3-1—(-4)-(-8))—1-(3-2—2-(=9))
= 2-10-5-(—29) —1-22 =20+ 145 — 22 = 143.

3. Eszrevétel. Ez a modszer tetszoleges mérett determinansokra is miikodik, szemben

a Sarrus-szaballyal, ami csak (2 x 2)-es és (3 x 3)-as méatrixokra alkalmazhato.

4. Eszrevétel. Ha van a matrix elemei kozott nulla, akkor érdemes lehet olyan sort,
vagy oszlopot valasztani a kifejtéshez, amiben minél t6bb nulla van.

5. Eszrevétel. Dolgozatokban érdemes ezt alkalmazni, mert elszamolasi hiba esetén
még esetleg lehet részpontot adni, mig a Sarrus-szabalynal ez kevésbé lehetséges.



3. Elemi Atalakitasok

6. Eszrevétel. Ez a modszer talan a leggyorsabb, viszont korant sem olyan algorit-
mikus, mint az el6z6 ketts. Csak azoknak ajanlom megtanulni, akik biztosak abban,
hogy ez a mddszer nem fogja Gsszezavarni az eddig megtanultakat.

Tétel. Determindnsokra vonatkozo alapvetd tulajdonsdgok.

1.

2
3.
4

A determindns eldjelet vilt, ha két sordt megcseréljiik.
Ha a determindns valamelyik sora nulla, akkor a determindns értéke nulla.

A determindns értéke nulla, van van két azonos sora.

. Ha a determindns eqy sordban minden elemet ugyanazzal a konstanssal megszor-

zunk, vagy elosztunk, akkor a determindns értéke is ezzel a konstanssal szorzodik,
vagy osztodik.

5. A determindns nulla, ha az egyik sora egy mdsik sor valamely konstans-szorosa.

7.

A determindns értéke nem vdltozik, ha valamelyik sorhoz hozzdadjuk egy mdsik
sor konstans-szorosdt.

Dualitdsi elv: az 1. — 6. dllitasokban a ,,sor” sz0 kicserélhetd az ,oszlop” szora.

Ezekkel a mitiveletekkel gyorsan ki tudjuk szamitani a determinanst, mert meg-
tudjuk novelni a determinénsban szerepl6 nulldk szamaét.

3 2 4 3 2 4| |-20 10 0
2 5 1| Y6 7 0|9 6 -7 o0
8 2 1 8 2 1 8 2 1

@ 1-‘ _59 i(; W (7). (=29) —6-10 = 143.

(1) : A 2. sorhoz hozzdadtam a 3. sor (—1)-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel
6. allitasat.

(2) : Az 1. sorhoz hozzdadtam a 3. sor 4-szeresét, azaz alkalmaztam a Tétel 6.
allitasat.

(3) : Kifejtettem a determinéns a 3. oszlopa szerint.

(4) : Sarrus-szabalyal megkaptam a végsd eredményt.

7. Eszrevétel. Még egyszer hangsulyozom, hogy nem kell ezt a médszert alkalmazni,

mert

kis matrixok esetében a Sarrus-szabaly sokkal gyorsabb, a kifejtéses modszert

pedig konnyebb ellengrizni.

4 . Kiegészités

Wolfram Alpha / Wolfram Mathematica: Det[{{3, 2, -4},{-2, -5, 1},{-8, 2, 1}}]
Maple: LinearAlgebra[Determinant] (Matrix([[3,2,-4]1,[-2,-5,1]1,[-8,2,111));

Matlab: det([3 2 -4;-2 -5 1;-8 2 1])
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