4. GYAKORLAT

Részbenrendezés, Hasse-diagram;
leképezések tulajdonsagai.

Elméleti osszefoglal6

A tovabbiakban legyen A és B két halmaz, és vezessiik be a kovetkezs definiciokat.

RELACIO: A x A részhalmazai, azaz o relacio, ha o C A x A (= A?).

MEGFELELTETES: A X B részhalmazai, azaz o megfeleltetés, ha o C A x B.

LEKEPEZES: az o C A x B megfeleltetést akkor nevezziik leképezésnek, ha BARMELY a € A-ra
LETEZIK pontosan egy olyan b € B, amelyre (a,b) € a.

A tovabbiakban az f : A — B leképezés legyen rogzitett, és definidljuk a leképezések tulajdonsagait:

1. f INJEKTiV, ha BARMELY a1, as € A-ra teljesiil, hogy ha a; f = ay f, akkor a; = as.

Mas szoval: kiilonbozd elemek képe kiilonbozs.

Példaul, legyen g : N — Ny n — |n — 3|41 egy leképezés. Vizsgaljuk meg, hogy injektiv-e: tegyiik fel,
hogy |n — 3|+ 1 = |m — 3|+ 1. Ez ekvivalens azzal, hogy |n — 3| = |m — 3|, vagyis n—3 = £(m —3).
Két eset van: n—3 = m — 3, vagy n— 3 = 3—m. Az els6 esetben azt kapjuk, hogy n = m, és ezt kell
kapnunk, ahhoz hogy injektiv legyen, de meg kell vizsgilni a mésik esetet is. A mésodik eset azzal
ekvivalens, hogy n + m = 6, azaz m = 6 — n. Ez azt jelenti, hogy g(n) = g(6 — n), természetesen
csak akkor, ha 6 —n € N. De van olyan (elég) kicsi n € N, amelyre még 6 —n € N, példaul n = 5.
Ekkor azt kaptuk, hogy g(5) = ¢(1), viszont 5 # 1, tehat a g leképezés NEM injektiv.

1. Megyjegyzés: ha mar egy ELLENPELDAT talalunk, akkor a tulajdonsag meg van léve.

2. Megyjegyzés: dbrazolas + vizszintes vonal teszt..

2. f sZURJEKTIV, ha BARMELY b € B-hez LETEZIK olyan a € A, amelyre f(a) = b.
Mas szoval: minden B-beli elemnek van Gse A-ban.

Példaképp vizsgaljuk az el6bbi g leképezést. Rogzitiink egy tetszéleges y € N szamot, és keresiink
hozza egy megfelel6 n € N szamot, amelyre g(n) = y. Keressiik az n szdmot a kévetkezs egyenlet
megoldéasaként: |n — 3| 4+ 1 = y. Ez azzal ekvivalens, hogy |n — 3| = y — 1. Nekiink nem az Gsszes
olyan szam kell, aminek a képe y, elég csak egyet talalnunk, ezért elhagyhatjuk az abszolutérték
jelet. Ekkor azt akpjuk, hogy n—3 = y—1, azaz n = y+2. Mit kaptunk? Azt hogy BARMELY y € N
szamra teljesiil, hogy ¢g(y + 2) = y. Tehéat minden y-hoz talalhato Gs, ezért a leképezés sziirjektiv.

3. Megyjegyzés: 1asd 2. Megjegyzés.
3. f BLJEKTIV, ha injektiv ES sziirjektiv.

A fenti g leképezés nyilvin NEM bijektiv, mivel nem injektiv.



Feladatok

1. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kivetkezs relaciok részbenrendezések-e (esetleg rendezések-e)?
e a={(a,b):a<b} CN?
e B={(a,b):a? <V} CZ XL
° = {(a,b):a2+2b§b2+2a} C N2

e Ez a tipusu feladat tulajdonképpen az el6z$ ora anyaga, tehat az elézé feladasorban is talalhatok
hasonlé feladatok.

2. Feladat. Adja meg a kovetkezd részben rendezett halmazok [(A, <)] Hasse-diagramjat! Keresse meg
a maximalis, minimalis, legnagyobb és legkisebb elemeket!

o ({0,{1}.{2},{3}.{1.3},{3,2}.{2,1}.{1.2,3}},©)
o ({2,3,4,5,6,12,24,36} . |)
o ({48 pozitiv oszt6i} , |)

o ({1,3,4,6,9},<)

3. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi leképezéseknek milyen tulajdonségai vannak! Ha a leképezés
bijektiv, adjuk meg az inverzét is (mivel tudjuk, hogy ilyenkor létezik)!

e f:RoR, x—1— |2

e g:N — N, n+— n pozitiv osztdinak szama
e h:RT - R zh=(z+2)%-4

e a:Zx7Z— Ny, (2,y) = |z —1y]

o 3:7% =172 (z,y)— (22, —y)

e A harmadik teszten egy leképezésnek csak egy tulajdonsagara kérdeziink ra, viszont gyakorlasképp
az Osszes tObbi is megadhato.

e Tovéabbi gyakorlo feladatok talalhatok természetes a régebbi vizsgdkban, illetve a Katai-Urban Ka-
milla honlapjarol elérhets feladatsorokban.



