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Alapfogalmak

A k-net k darab paronként diszjunkt egyeneshalmaz agy, hogy
minden olyan pont, ami két halmazbeli egyenes metszéspontja, az
pontosan egy egyenesre illeszkedik minden halmazbdl.

Ha a halmazok elemszama n, akkor n-rendii k-netrél beszéliink.
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» Szarmaztatott (k — 1)-net.
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Alapfogalmak

Dualis k-net

A dualis k-net k darab paronként diszjunkt ponthalmaz agy, hogy
minden olyan egyenes, ami két halmazbeli pontra is illeszkedik, arra
pontosan egy pont illeszkedik minden halmazbdl.

Ha a halmazok elemszama n, akkor n-rendii duélis k-netrél

beszéliink.
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Perspektiv dualis 3-net

» (A1, A2, A3) ponthalmazok (komponensek)
| 4 |/\,| =n
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Perspektiv dualis 3-net

» (A1, A2, A3) ponthalmazok (komponensek)
| 4 |/\,| =n

C -re perspektiv dualis 3-net
C ¢ UA; és minden olyan egyenes, mely atmegy C-n és az egyik
komponens egy pontjan, akkor az Gsszes komponens egy pontjan is

atmegy.
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Csoporttal koordinatazhaté 3-net PG(2, K)-ban

Egyenesosztalyok: A, B,C.
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Csoporttal koordinatazhaté 3-net PG(2, K)-ban

Egyenesosztalyok: A, B,C.
Csoport: G = (G, ).
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Csoporttal koordinatazhaté 3-net PG(2, K)-ban

Egyenesosztalyok: A, B,C.
Csoport: G = (G, ).
Bijektiv leképezések: a: G = A, f: G = B, v: G = C.
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Csoporttal koordinatazhaté 3-net PG(2, K)-ban

Egyenesosztalyok: A, B,C.

Csoport: G = (G, ).

Bijektiv leképezések: a: G = A, f: G = B, v: G = C.

A 3-net realizdlja a G csoportot, ha barmely a, b, c € G esetén

a-b=c <= a(a),B(b),y(c) egy pontban metszi egymast.
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Csoporttal koordinatazhaté dualis 3-net

PG(2, K)-ban

Pontosztalyok: A, B,C.

Csoport: G = (G, ).

Bijektiv leképezések: a: G - A, B: G — B, v: G = C.

A dualis 3-net realizalja a G csoportot, ha barmely a, b, c € G esetén

a-b=c <= a(a),B(b),y(c) kollinearis.
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Q=1{1,2,3,4,5}
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Q=1{1,2,3,4,5}
1 23 45

Gl B W N =%
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Q=1{1,2,3,4,5}
1 23 45

1 5

Gl B W N =%

Latin négyzet
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Q=1{1,2,3,4,5}

x|1 2 3 45
1

2 4

3

4

5 1 5

Latin négyzet

Latin négyzet «+— (Q, *) kvazicsoport.

A (Q, *) kvazicsoport, ha tetszéleges a, b € Q elemek esetén az
a*xx = b és yxa= b egyenletek egyértelmiien megoldhaték Q-ban.
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Kettdsviszony

c D

Definicié

Ha A, B, C, D egy egyenesre illeszkedé pontok, akkor

(ABC)  |AC| |AD|

(ABCD) = (ABD) ~ [CB| " |DB|
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Kettdsviszony

>
oy}

Definicié

Ha A, B, C, D kollinearis pontok, akkor léteznek olyan \; # 0 7# p;
skalarok hogy C = M A+ ,ulB és D = MA+ ugB Ekkor a
rendezett A, B, C, D pontnégyes kett&sviszonya

B1o o p2
ABCD —
( )= N
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Kettdsviszony

Tétel (Korchmaros, Nagy, Pace, 2013)

Egy PG(2, K)-beli 4-net kett8sviszonya konstans.
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Kettdsviszony

Tétel (Korchmaros, Nagy, Pace, 2013)

Dualis 4-net kettésviszonya konstans, azaz minden olyan egyenesre,
mely az Gsszes komponenst metszi, a négy metszéspont
kettGsviszonya konstans.
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Kettdsviszony

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen F, G két n-edfokd homogén polinom olyan, hogy az
F:F=0¢ésG: G =0 gorbéknek n? kiilonboz6 kézés pontja van.
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Kettdsviszony

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen F, G két n-edfokd homogén polinom olyan, hogy az
F:F=0¢ésG: G =0 gorbéknek n? kiilonboz6 kézés pontja van.
Rogzitsiik az «, 3, /, 5’ nemnulla skalarokat, és vegyiik a

H=aF + 3G és H = o'F + 'G polinomokat, és a megfelel6

H: H=0¢é H': H =0 gorbéket. Ekkor minden P € F NG pontra
a tp(F),tp(G),tp(H),tp(H') érintdk kett8sviszonya

_of

K= :
o'B
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen A = (A1, A2, A3) egy n-ed rendii 3-net PG(2, K)-ban. Tegyiik
fel, hogy ¢ transzverzalis. Ekkor létezik egy olyan « skalar, hogy
minden P € (NA(P=mNmaNms, m € A\j, My € Xy, m3 € \3)
pontra az £, my, my, ms egyenesek kett8s viszonya k.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen A = (A1, A2, A3) egy n-ed rendii dualis 3-net PG(2, K)-ban.
Tegyiik fel, hogy A perspektiv a T pontra nézve. Ekkor létezik egy
olyan k skalar, hogy az Gsszes T-n atmend ¢ egyenes esetén a

T, A, €N Ny, 0N A3 pontok kettsviszonya k.
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A A A
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Dualis 3-netek osztalyozasa
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Dualis 3-netek osztalyozasa

» Algebrai: a pontok egy kdbos gor-
bén vannak.
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Dualis 3-netek osztalyozasa

» Algebrai: a pontok egy kdbos gor-
bén vannak.

» Tiszta algebrai
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Dualis 3-netek osztalyozasa

» Algebrai: a pontok egy kdbos gor-
bén vannak.

» Tiszta algebrai
» Kupszelet-egyenes tipusi

» Regularis
» Regularis: a komponensei harom egyenesen vannak.
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» Regularis
» Regularis: a komponensei harom egyenesen vannak.
» Triangularis: a harom egyenes haromszdget alkot.
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Dualis 3-netek osztalyozasa

» Algebrai: a pontok egy kdbos gor- /
bén vannak.

» Tiszta algebrai

» Kupszelet-egyenes tipusi

-7

» Regularis: a komponensei harom egyenesen vannak.

» Regularis

» Triangularis: a harom egyenes haromszdget alkot.
» Sugarsor tipusii: a harom egyenes egy pontra illeszkedik.
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Dualis 3-netek osztalyozasa

» Algebrai: a pontok egy kdbos gor-
bén vannak.

» Tiszta algebrai

» Kupszelet-egyenes tipusi
» Regularis 4 \

» Regularis: a komponensei harom egyenesen vannak.
» Triangularis: a harom egyenes haromszdget alkot.
» Sugarsor tipusii: a harom egyenes egy pontra illeszkedik.

» Tetraéder tipusi: a pontjai egy nemelfajulé négyszog oldalain
és atlodin helyezkednek el.
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Korabbi klasszifikacios tétel

Tétel

Legyen A = (A1, A2, \3) egy n > 4 rendii, G csoportot realizalé
dualis 3-net a p > 0 karakterisztikaju algebrailag zart K tests feletti
PG(2,KK) projektiv sikban. Ha p = 0 vagy p > n, akkor pontosan az
egyik teljesiil az alabbiak koziil:

(i) G ciklikus vagy két ciklikus csoport direkt szorzata és A
algebrai;

(ii
(iii

) G diédercsoport és A tetraéder tipusu;

)
(iv) G rendje 12 és izomorf az A, csoporttal;
)

)

G a kvaterniécsoport;

(v
(vi

G rendje 24 és izomorf az S, csoporttal;

G rendje 60 és izomorf az As csoporttal.
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Triangularis és tetraéder tipust dualis 3-netek

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Minden regularis perspektiv dudlis 3-net sugarsor alaka.

Pe
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Triangularis és tetraéder tipust dualis 3-netek

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Minden regularis perspektiv dudlis 3-net sugarsor alaka.

Pe

men Ty !
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Triangularis és tetraéder tipust dualis 3-netek

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Minden regularis perspektiv dudlis 3-net sugarsor alaka.

Pe
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Sugérsor alakd dualis 3-net nulla karakterisztika folott nem létezik.

Pozitiv karakterisztika esetén is csak akkor, ha a karakterisztika
osztéja a duélis 3-net rendjének.

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Nulla karakterisztikaja test felett nem létezik regularis perspektiv
dualis 3-net. Ez olyan pozitiv karakterisztikara is igaz, ha a dualis
3-net rendje kisebb, mint a karakterisztika.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Nulla karakterisztikaja test felett nem létezik perspektiv tetraéder
tipusa dualis 3-net. Ez olyan pozitiv karakterisztikara is igaz, ha a
dualis 3-net rendje kisebb, mint a karakterisztika.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Nulla karakterisztikaja test felett nem létezik perspektiv tetraéder
tipusa dualis 3-net. Ez olyan pozitiv karakterisztikara is igaz, ha a
dualis 3-net rendje kisebb, mint a karakterisztika.

Kdvetkezmény (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K egy nulla vagy n-nél nagyobb karakterisztikaja algebrailag
zart test. Ekkor nincs olyan n-rendii dualis 4-net PG(2, K)-ban,
melynek a szarmaztatott dudlis 3-nete triangularis, vagy tetraéder
tipusa.
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Kapszelet-egyenes tipust dualis 3-net
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Proj. koord. rendszer: T =(0,0,1), ¢: Z=0, C: XY = Z2
Megmutathaté, hogy A-nak van egységgyokos paraméterezése:

Ao ={(c,c™), (g, e, (c€"H e ),

ahol ¢ € K* és ¢ egy n-edik egységgydk.
Az u: (x,y) — (—x, —y) perspektivitas A,-t elviszi Az-ba:

/\3 = {(_C7 _C_]')7 (—Cé-7 —C_]- _1)7 . (_Cé'n—].7 _C—lé-—n-i,-]_)}.
Ha n paros, akkor £"/2 = —1. Igy n paratlan, és

A ={(c7?),(c2¢),...,(c 2"}
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Proj. koord. rendszer: T =(0,0,1), ¢: Z=0, C: XY = Z2
Megmutathaté, hogy A-nak van egységgyokos paraméterezése:

Ao ={(c,c™), (g, e, (c€"H e ),

ahol ¢ € K* és ¢ egy n-edik egységgydk.
Az u: (x,y) — (—x, —y) perspektivitas A,-t elviszi Az-ba:

/\3 = {(_C7 _C_]')7 (—Cé-7 —C_]- _1)7 . (_Cé'n—].7 _C_lé_n+1)}.
Ha n paros, akkor £"/2 = —1. Igy n paratlan, és

A ={(c7?),(c2¢),...,(c 2"}

Paratlan n esetén a fenti kipszelet-egyenes tipust dualis 3-net
perspektiv T-re.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K nulla vagy n-nél nagyobb karakterisztikaja algebrailag zart
test. Ekkor minden PG(2, K)-beli perspektiv n-rendii
kapszelet-egyenes tipust dualis 3-net projektiven ekvivalens az el6z6
oldalon mutatott duéalis 3-nettel.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K nulla vagy n-nél nagyobb karakterisztikaja algebrailag zart
test. Ekkor minden PG(2, K)-beli perspektiv n-rendii
kapszelet-egyenes tipust duélis 3-net projektiven ekvivalens az el6z6
oldalon mutatott duéalis 3-nettel.

v

Kovetkezmény (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K nulla vagy n-nél nagyobb karakterisztikaju algebrailag zart
test. Ekkor nem létezik olyan n-rendi dualis 4-net PG(2, K)-ban,
melynek szarmaztatott dualis 3-nete kapszelet-egyenes tipusd.
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Tiszta algebrai dualis 3-net

A1, Np, A3 egy T irreducibilis kobos gorbén helyezkedik el.
Feltétel: char(K) ¢ {2,3}.

I alakja Infl. pontok Kanonikus alak
nemszingularis 9 Y2 =X(X-1)(X—¢)
masni 3 Y2 =Xx3
cslicsos 1 Y2 = X34 X?
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J-invarians

J

Ha a I kobds gorbe Y2 = X(X — 1)(X — ¢) alakban adhat6 meg,
akkor a gorbe j-invariansa

-invarians

J(r) c?(c—1)?

A j-invarians projektiv ekvivalencia erejéig egyértelmiien
meghatarozza az elliptikus gorbéket.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen I egy irreducibilis kobds gorbe PG(2, K)-ban, ahol K egy
alg. zart test és char(K) ¢ {2,3}. Legyenek a P;, Q;,R; €T
(i=1,...,7) paronként kiilonbdz6 nemszingularis pontok gy, hogy
rogzitett i-re a P;, Q;, R; pontok kollinearisak. Tegyiik fel, hogy

T ¢T,illetve T, P;, Q;, R; kollinearis, valamint a (TP;Q;R;)
kett&sviszony konstans k. Ekkor j(I') = 0.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen I egy irreducibilis kobds gorbe PG(2, K)-ban, ahol K egy
alg. zart test és char(K) ¢ {2,3}. Legyenek a P;, Q;,R; €T

(i=1,...,7) paronként kiilonbdz6 nemszingularis pontok gy, hogy

rogzitett i-re a P;, Q;, R; pontok kollinearisak. Tegyiik fel, hogy
T ¢T,illetve T, P;, Q;, R; kollinearis, valamint a (TP;Q;R;)
kett&sviszony konstans k. Ekkor j(I') = 0.

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)
Az el6z6 feltételek mellett
(i) a projektiv koordinata-rendszer megvalaszthaté agy, hogy
M X3+Y3=1e T =(0,0),
(i) létezik egy 3-adrendii perspektivitas a T kdzépponttal, ami
[-ra invarians,
(iii) & az X% — X + 1 valamelyik gydke.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K egy alg. zart test tgy, hogy char(K) ¢ {2,3}. Legyen

N = (A1, \2A\3) legalabb 7-edrendii dualis 3-net, ami egy irreducibilis
I gorbén fekszik. Ha I szingularis, vagy nemszingularis és j(I') # 0,
akkor A nem perspektiv. Ha j(I') = 0, akkor legfeljebb harom pont
létezik, melyre nézve A perspektiv.
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Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K egy alg. zart test tgy, hogy char(K) ¢ {2,3}. Legyen

N = (A1, \2A\3) legalabb 7-edrendii dualis 3-net, ami egy irreducibilis
I gorbén fekszik. Ha I szingularis, vagy nemszingularis és j(I') # 0,
akkor A nem perspektiv. Ha j(I') = 0, akkor legfeljebb harom pont
létezik, melyre nézve A perspektiv.

Kovetkezmény (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen K egy alg. zart test agy, hogy char(K) ¢ {2,3}. Ekkor nem
létezik olyan legalabb 7-rendii dualis 4-net, melynek szarmaztatott
dualis 3-nete kobos gorbén fekszik.
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Osszefoglalé tétel

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen A egy csoporttal koordinatazott n-rendii dualis 3-net.
Tegyiik fel, hogy A a PG(2,K)-ba van agyazva egy olyan K test
felett, melyre char(K) = 0 vagy char(K) > n. Ha A perspektiv és
n # 8, akkor a kdvetkezs két eset lehetséges.

(i) N egyik komponense egy egyenesen, a masik két komponense
pedig egy nemszingularis kapszeleten fekszik.

(i) A egy nemszingularis C harmadrendii gorbén fekszik, melyre
J(C) = 0. Ekkor A legfeljebb harom pontra perspektiv.
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Osszefoglalé tétel

Tétel (B., Korchmaros, Nagy, 2014)

Legyen A egy csoporttal koordinatazott n-rendii dualis 3-net.
Tegyiik fel, hogy A a PG(2,K)-ba van agyazva egy olyan K test
felett, melyre char(K) = 0 vagy char(K) > n. Ha A perspektiv és
n # 8, akkor a kdvetkezs két eset lehetséges.

(i) N egyik komponense egy egyenesen, a masik két komponense
pedig egy nemszingularis kapszeleten fekszik.

(i) A egy nemszingularis C harmadrendii gorbén fekszik, melyre
J(C) = 0. Ekkor A legfeljebb harom pontra perspektiv.

Kdszéném a figyelmet!
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Cubic curve

Addition on cubic curve

Let I be a cubic curve and let * be the set of its smooth points.

Let O € I'* be a fixed point. In this case we can define the sum of
A, B € I'* points:
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Cubic curve

Addition on cubic curve

Let I be a cubic curve and let * be the set of its smooth points.

Let O € I'* be a fixed point. In this case we can define the sum of
A, B € I'* points:

A+ B
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Cubic curve

Let [ be a cubic curve and let I'* be the set of its smooth points.
Let O € I'* be a fixed point. Then (I'*,+, O) is an abelian group.

Q@ IfI: Y =X3, then (M, +) =2 (K, +).
Q IfI: Y2 = X3, then (', +) = (K, +).
Q IfI: Y2 = X3+ X2 then (I', +) = (K*, ).
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Classification theorem

Theorem

In PG(2, K) defined over an algebraically closed field K of
characteristic p > 0, let A = (A1, A2, A3) be a dual 3-net of order
n > 4 which realizes a group G. If either p = 0 or p > n then one of
the following holds.

(i) G is cyclic or direct product of two cyclic groups and A is

algebraic.

(i) G is dihedral and A is of tetrahedron type.

(ii

)

) G is the quaternion group of order 8.
(iv) G has order 12 and is isomorphic to Aj.
)

)

(v
(vi

G has order 24 and is isomorphic to S;.

G has order 60 and is isomorphic to As.
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