Algebrai alapismeretek a&lgebrai sikgorbék.
targyhoz

1. Integritastartomanyok, oszthatdsag

1.1. Definici6. A nullaosztomentes, egységelemes kommutativ gyni&gti-
tastartomanynak nevezzik.

1.1. példa. Integritastartomanyra a legismertebb példa az egész szanmal-
maza. Masik fontos példa@integritastartomany feletti valtozésD[ Xy, . . ., Xy]
polinomgyra.

1.2. Definicié. Legyen ab a D integritastartomany két eleme. Azt mondjuk, hogy
a osztja b-t, ha létezik ce D elem, amelyre ae- b; jeldléssel ¢. Amennyiben
alb és la egyiddben fennalgsszocialtelemekrél beszéliink, és azab jel6lést
hasznéljuk. AZ egységelemmel asszocilt elemeketdységeineknevezzik,
ezek halmazat altalaban*eldli.

Koénnyl meggondolni, hogy ez b € D elemek akkor és csak akkor asszoci-
altak, haa = buésb = avteljesil valamely, v € D* egységekre.

1.2. példa.Z egyseégei-1l, migD[ Xy, ..., X,]* = D*.

1.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy a D integritastartomany a elameducibilis,
ha minden [a elemre b~ a vagy b~ 1 teljesul. Tovabba, hallc-bdl kdvetkezik,
hogy db vagy dc, akkorprimelemrdl beszélink.

Kénnyen meggondolhatd, hogy definicié szerint minden primelem irreduci-
bilis. Ennek megforditdsa azonban nem minden integritastartomany esetén igaz.
(Pl. aZ[ V-5] gy(iriiben 33 = (2+ V-5)(2— V-5) teljesiil, azaz 3 irreducibilis,
de nem prim.)

1.4. Definicié. Azokat az integritastartomanyokat, amelyekben minden irreduci-
bilis elem primGauss-gy(rikneknevezzik.

1.5. Allitas (Gauss tétele)Ha D Gauss-gy(ir(i, akkor a [X] polinomgyir{ is
Gauss-gyura. O

1.6. Kdvetkezmeény.Ha D Gauss-gyurQ, akkor
D[Xl, ey Xn] = D[Xl, ey Xn_]_][Xn]

is Gauss-gyura. Specialisan, minden test feletti n-valtozos polinomgyiri Gauss-
gyara. O



1.7. Kovetkezmény.A D integritastartomany feletti [Xy,..., X,] polinomgy-

riben egyértelm( faktorizacio all fenn. Pontosabban, barmedyD[ Xy, ..., X;]
polinom sorrend és asszocialtsag erejéig egyértelmlien meghatarozott médon fel-
irhaté véges sok irreducibilis polinom=f g, - - - g, Szorzataként.

Bizonyitas A fokszamok tulajdonsagai miatt nyilvanvalé, hofjfelbomlik véges

sok irreducibilis elem szorzatara; a Gauss-tulajdonsag szerint ez primelemek szor-
zatét jelenti. Ha felirunk két ilyen faktorizaciot,= g;---0m = hy - - - hy, akkor

a primtulajdonsag szerigi osztja valamelyikh;, ami azt jelenti, hogy asszocial-

tak. Hasonldéan folytatva at* = g, - - - gy, polinomra azt kapjuk, hoggn = k és
mindeng; asszocialt valameligj-hez. O

Leg;genD integritastartomany és definiéljukTahaéIImgzt az alabbi médon.
eIemeitB alakba irjuk, ahoh € D ésb € D \ {0}. Az b g € T elemeket egyen-
[6knek tekintjik, haad = bc teljesul D-ben. Az%1 elemeketa-val is jelolhetjik,
ilyen modonD C T all fenn.

A négy alapmUveletet az alabbi modon értelmeZEiik
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1.8. Allitas. A fenti modon értelmezett T halmaz a négy alapmiivelettel testet al-
kot. O

1.9. Definici6. A fenti modon értelmezett T halmazt a D integritastaromiddry
nyadostesténeknevezzik.

1.3. példa. Z hanyadosteste a racionalis szanfdkeste. AD[Xy,..., X;] poli-
nomgyUrl hanyadostesteqXy, .. ., X,) racionalis tortflggvények teste.
f(Xg,..., Xn)
, . O o)
feltehe®, hogy f-nek ésg-nek nincsenek nem konstans kdzos tédye? fent
ismertetett eljaras szerint ezt a tortalaku felirasbsdsbarformalisan kell értel-

mezni, azaz egyszerl jelsorozatnak kell tekinteni. A névben szefféigigvény”

sz6 zavart okozhat, hiszen a varakozasainktol@teegy raciondlis tortfliggvény

nem hataroz megegy D" — D leképezést. Ennek oka, hogy lehetséges olyan
(X1, ..., %)) € D" behelyettesités, melyrg(Xy, ..., X)) # 0 ésg(Xy,...,%,) = 0.
Raciondlis tortfiggvenyek leképezésként vald értelmezésére a tovabbiakban nem
lesz sziikségunk.

Minden n-valtozés racionalis tortfiggve alakba irhat6, ahol



2. Egyvaltozoés polinomok, rezultans

Ebben a fejezetbeb tetsdleges Gauss-gyriit jeldl, pedig D hanyadostestét.
Nyilvan D € T ésD[X] ¢ T[X], sbt altalabarD[X] c T[X]. Ez azt jelenti, hogy
D feletti polinomok esetén elvben kilénbséget kell tennjK]-beli ésT[X]-
beli oszthatésag kozott, hiszerdrduhat, hogyT [X]-ben van, migD[X]-ben
nincs olyarh elem, amelyre = ghteljesiil.
2.1. példa.LegyenD = Z, T = Q, f(X) = X2, g(X) = 2X. Ekkorh(X) = %X €
Q[X] eseténf = gh, egész egyltitthatdspedig nem létezik.

Az alabbi allitas mutatja, hogy ez a jelenség komolyabb zavart nem okoz.

2.1. Allitas. Legyen {X) € D[X] olyan nem konstans polinom, amely D felett
irreducibilis. Ekkor f(X) irreducibilis T[X]-ben is. O

A tovabbiakbarD feletti polinomok nem konstans k6z6s téngeel kapcso-
latosan vizsgaldédunk.

2.2. Allitas. Az f,g € D[X] polinomoknak akkor és csak akkor van nem konstans
kozos tényezdjik, ha léteznek @ D[X] polinomok Ugy, hogdeg(l) < deg@),
deg{) < deg(f), és teljesul uf+ vg = 0.

Bizonyitads.Tegyuk fel, hogyd € D[X] nem konstans kdzds tény@ezazaz fennall
g = ud ésf = v*d valamelyu*, v¢ € D[X] polinomokra. Mivel degq) > 0, ezért
deg(r) < deg@), deg{*) < deg(f). Teljesul tovabba f — v*g = u*v'd - v'u'd =
0.

A forditott iranyhoz tegytk fel, hogy f +vg = 0O teljestl az allitasban szerépl
feltételekkel. Az irreducibilis felbontas tulajdonsaga szerint létedmek ., h,
paronként nem asszocidlt irreducibilis polinomok, melyekre uh* - --h, v =
vh---hy ésg = wh---hp all fenn valamelyr;, s, t; nem negativ egészekkel
ésu,v,w € D* egységekkel. AZ|gh oszthatosagbdl kovetkezik, hogy minden
i esetérmr; < s + tj; degf) < deg(f) pedig azt eredményezi, hogy valamelyjik
indexre ded{;) > O éss; < r;. Ekkor azonbamj,t; > 0, azazh; nem konstans
koz0s tényedje f-nek ésg-nek. O

Legyenn = deg(f), m = deg@) és irjuk fel azf, g, u, v € D[X] polinomokat
f(X) = agX" + ay X" 1 + ... + a,,
g(X) = boX™ + by X™ 1 + ... + by,

U(X) = UpX™L + upX™2 4 oo+ Uy,
V(X) = i X"+ X2 e oy,



Az u(X) f(X) + v(X)g(X) polinom egyutthatdi a kovetkéxk.

konst.: anUm+ BV

X 8n-1Um+anUm-1+ Brm-1Vn+OmVn-1

Xm_l : ar|_m+1Um+ e a.nu1+ ban+ bZVn_1+ cee

Xm: An-_mUm+ cor AnoUpt boVat+biviog+ -

X1 g Un+aoUn 1+ - - ot by
Xn: agUm+aUm_1+- - - <o 4+bmeivi
Xmm-1 - agly + bova

Ez azt jelenti, hogy anf + vg = 0 tulajdonsaggal rendelkéai(X), v(X) poli-
nomok létezése egyenértékll az alalwbi-(m)-valtozés,n + m egyenletidl allé
linearis egyenletrendszer nem trividlis megoldasanak létezésével:

0= anUn+ BmVh
0= a-1UntanUm-1+ bm—an"‘men—l
0 =an-m1Um+ e apUi+ biVp+ bV g+ -
0= ay-mUnmt oo apaUi+ bVt by Vg4 - - (1)
0= alUm+a2UnF1+- .. R me]_
0= aoun+a]_Um_1+' .. e +bm_1V1
0= aoU1+ b0V1
Az (1) egyenletrendszer egyutthat6ibdl készitett matrix
a, 0 -~ 0 by 0 --- 0
A1 8 - 0 bm—l bm e 0
a a - an ce bm—l . (2)
0 a - a1 AR o P
0 0 - a 0 0 --- by

2.3. Definicio. A (2) matrix determinansat az(X), g(X) polinomokrezultansa-
nak nevezzuk, és:R-vel jeloljik.

A rezultans értékéd-beli elem, hiszen az;,b; € D elemekidl adodik az
Osszeadas és a szorzas miveleteinek felhasznalasaval. A rezultans felirasakor
praktikus okokbol gyakran az alabbi matrixalakot hasznaljuk.
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a a - an 0 0
0 Q a - ay 0
0 0 - a & an
Rrg = det bp --- bnp O O 0 (3)
0O by -+ by, O 0
0O 0 0 O by --- bn

2.4. Allitas (Rezultansok alaptétele).Az D feletti X), g(X) polinomoknak ak-
kor és csak akkor van D feletti nem konstans k6zds tényezojuk, ha, azzRl-
tansuko.

Bizonyitas. Tekintsiuk az (1) egyenletrendszértfelett, ekkor aT feletti nem
trividlis megoldas letezeése ekvivaleRg, = 0-val. Mivel T aD hanyadosgydriije,
ezért az egyenletrendsZEffeletti nem trividlis mogoldasanak megléte maga utan
vonjaD feletti nem trivialis megoldas meglétét. (Elegérfdlszorozni a neveéik
legkisebb kdzos tobbszérosével.)

Méasrészol az (1)D feletti nem trividlis megoldasa egyenértéki olyafeletti
u(X), v(X) polinomok letezéseével, amelyekre teljesiikvg = 0, deg(l) < deg@),
deg{) < deg(f). Mint lattuk, ilyen D feletti polinomok akkor és csak akkor
léteznek, ha-nek ésg-nek vanD feletti kozos tényedje. O

2.2. példa.LegyenD = Z, f(X) = X3 - X, g(X) = X2 + 2X - 3. Ekkor

1 0 1 0 O
0 1 2 1 0
Rig=detf -1 0 -3 2 1
0 -1 0 -3 2
O 0 0 0 -3

=0.

Valoban,X — 1 kdzos tényedje f-nek ésg-nek.

3. Kétvaltozos polinomok alaptulajdonsagai

A mi esetiinkben a rezultdnsok a kétvaltozos polinomok vizsgalatakor nyernek
kilénos jelenbséget. Tekintsik ugyanista = C[Y] integritastartomanyt, ekkor
D[X] = C[X,Y]. Masszéval azf(X,Y),g(X,Y) € C[X, Y] n-edfoku, illetvem-
edfokd kétvaltozés polinomok felirhatok

FXY) = ag(V)X" + au()X™ L 4 ... + ay(Y),
90X, Y) = bo(Y)X™ + by (Y)X™L + ... + am(Y)
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alakban, aho;(Y), b;(Y) egyvaltozos komplex egyutthatds polinomok. lgaz to-
vabba, hogy de@) < i, degp;) < j. Ebben az esetbeihésg rezultansaC feletti
polinom:

() - a¥) o O
Rig) =detl 0y D A e, @
0 bo(Y) o by(Y)

A rezultansok alaptétele ekkor két jelentéssel bir.

3.1. Tétel. Az f(X,Y), 9(X, Y) komplex polinomoknak pontosan akkor van X-ben
nem konstans kdzos tényezojuk, ha az X szerigvRrezultans polinom azono-
san nulla. O

3.2. Allitas. Az y e C rogzitett komplex szam pontosan akkor gyoke ag¥}
rezultans polinomnak, ha agX,y), g(X,y) € C[X] polinomoknak van kdz6s gyo-
kik, azaz ha létezik x C komplex szadm, amelyre egyidejlileg teljegid y) = 0
ésdxy) =0. O

Kétvéaltozos polinomok rezultdnsanak egy fontos tulajdonsagat mondja ki az
alabbi allitas.
3.3. Allitas. Legyen az €X,Y),g(X,Y) € C[X Y] polinomok foka n illetve m.
Ekkor az Rgy(Y) rezultans foka legfeljebb nm.

BizonyitasJel6ljec;; a (4) matrixi-dik soranakj-dik elemét, ekkor

biism(Y) ham+1l<i<m+ni-m<j<n-m+i,

a;-i(Y) hal<i<mic<j<n+i,
Gj =
0 kulénben.

Tekintsuk azR 4(Y) determinans kiszamitasakor adodo 0sszegdges tagjat,
€Z £Cix(1) " - Cnama(n+m) alaka az{l,...,n + m} halmaz valamilyemr permutacio-
jara. Ha valamelyikci,g) tényed nulla, akkor ez a tag nem jatszik szereRgj(Y)
értékében. Tegyuk fel, hogy minden téngddilonbozik nullatél. Ekkor

deg&cln(l) T Cn+mn(n+m)) |n:+{n deg(:i,,(i))

2y(r(i) = i) + () — i+ m)
nm-+ $a(i) - i)

nm+ 3" a(i) =

= nm

A 1

Azaz a determinans kiszamitasakor minden nem nulla tag foka legfet@bb
vagyis degRs4(Y)) < nm O



4. Rezultansok, folytatas

Ebben a fejezetben a 2.2 allitast élesitjuk. Ehhez visszatériink az ufiitse@-
zetben hasznalt jeldléseinkhez. Legyen @sgeD integritastartomanyg(X), f(X)
tetsdlegesD feletti n, illetve m-edfokl polinomok:

4.1. Allités. Tetszbleges,fy € D[X] polinomokhoz léteznekw € D[X] poli-
nomok ugy, hogylegl) < deg@), deg{) < deg(f) és a rezultansra fennall
Rig = u(X)f(X) + v(X)a(X).

BizonyitasLegyenn = deg(f), m = degfm) és irjuk fel a polinomjainkat

f(X) = aX"+ ay X"t +--- +a,a # 0,
g(X) = bpX™ + by X™ L + ... + by, by # 0.

alakban. Végezzik el a (3) képletben szavempiatrixon az aladbbi atalakitast:
mindenk = 1,...,n+m-1 értékre adjuk hozza az utols6 oszlophdedik oszlop
XmM-K_szorosat. Ekkor nyilvan a matrix determinansanak értéke valtozatlanul
Rt g. Masrészil az utolso oszlopban szeréglemek rendre

aOXn+m—1+a1Xn+m—2+_ . +anxm — Xm—lf(X)
apX™™ 2. .., XM, X™t = X™2f(X)

X"+ - +ay= f(X)
boXMM-14 g XMM24. .. 4 X" = X"1g(X)
boX™M2+4. .. +by 1 X"+b X1 = X"2g(X)

boX"+ - +bp=g(X)

Jeldljec; a j-dik sor utolsé eleméhez tartoz6 kiegedztljungalt aldeterminanst.
Mivel az utolsé oszlop kivételével a méatrixban mindenbebeli elemek szere-
pelnek, ezert; € D mindenj = 1,...,n+ mesetén. A matrix determinansat az
utolso oszlopa szerint kifejtve kapjuk, hogy

Rtg CX™LE(X) + -+ + e F(X)+
Cm+1xn_lg(x) +-+ Cn+mg(x)

u(X) f(X) +v(X)g(X),

ahol

U(X) = i X™ L+ ¢ X™2 + ... + g,

V(X) = Cm+lxn_1 + Cm+2xn_2 + M + Cn+m.
D feletti egyvaltozés polinomok. Mivel a fokszamokra kitett feltétel nyilvanva-
I6an teljeslil, az allitast bebizonyitottuk. O

Az allitasunk sulya akkor valik igazan érzékelinat, ha megfogalmazzuk két-
valtozés polinomokra.



4.2. Kovetkezmény.Legyenek X, Y),g(X,Y) € C[X, Y] kétvaltozés komplex
egyutthatos polinomok. Jeldlje & deg(f), m = deg(g) az f és g X-beli fo-
kat. Ekkor léteznek(X, Y), b(X,Y) € C[X, Y] polinomok, melyekrdeg(a) < m,
deg((b) < nés

Rig(Y) =a(X, Y)T(X,Y) + b(X, Y)g(X, Y). O
Ennek felhasznalasaval belatjuk az alabbi kulcsfontossagu tételt.

4.3. Tetel. Legyen {X,Y) € C[X, Y] irreducibilis komplex egyttthatés polinom
és tegyuk fel, hogy &, Y) € C[X, Y] polinomra teljesil ¢x,y) = 0 valahanyszor
f(x,y) = 0 a komplex xy € C értékekre. Ekkor f osztja g-t.

Bizonyitasl. eset: f(X,Y) = 0. Ekkor minderx,y € C eseténf(x,y) = g(X,y) =
0, azazy(X,Y) is azonosan 0, melynek minden polinom osztdja.

II. eset: f(X,Y) = f(Y) nem fuggX-t6l. Mivel f(Y) komplex egytitthatds
és irreducibilis, feltétlenul etfokunak kell lennie:f(Y) = f(X,Y) = agY + ay,
ag, a; € C. Irjuk g-t g(X, Y) = bp(Y)X™ + - - - + by(Y) alakba. A feltétel szerint a

a1 a1yym a1
a(X, ao) bo( aO)X + -+ + b ao)
egyvaltozos polinom azonosan nulla, az@oi gy6ke minderb;(Y)-nak ( = 0,..., m).
Mas szovalf (Y) = agY + a; osztja az 6sszds(Y)-t, tehatf | gis teljesl.

1. eset: n = deg,(f) > 0. Irjuk f-et f(X,Y) = ag(Y)X" + - -- + a,(Y) alakba.
Mivel ag(Y) # 0, véges sok komplex szam kivételéwag(y) # 0. Rogzitsink
tetsdleges egy ilyery € C értéket, ekkor a# (X,y) egyvaltozds komplex poli-
nom foka pontosan > 0. Az algebra alaptétele szerint létezike C komplex
szam, mely gyoke ennek, azég¢x,y) = O teljestl. Ekkor azonban a feltétellink
szerintg(x, y) = 0 szintén fennall, ami a 4 kévetkezmény szerint azt jelenti, hogy
Rf,g(y) =0.

Az latjuk tehat, hogy véges sok komplex szam kiveteleveRafY) egyval-
tozds polinom helyettesitési értéke nulla, ami csak Ggy lehetségBsy(¥g = 0.

A 3.1 tétel szerint ekkoff-nek ésg-nek vanX-ben nem konstand(X, Y) k6zos
komponensed | f,g. Mivel azonbanf irreducibilis, f ésd asszocialtak kell
legyenek, aza# | gis teljesdl. O



