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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Axiomarendszerekrol altalaban

@ Alapfogalom: Fogalom, amit nem definidlunk.

e Axiéma: Allitds, amit nem bizonyitunk.

@ Axiomarendszer: Alapfogalmak + axiomak.
A tapasztalas, a fogalmaink €s a roluk sz616 1smereteink filozofiai
alapjai:

@ Idealizmus (Platon)

@ Empirizmus €s fabula rasa elmélet (John Locke, David Hume)

@ Racionalizmus (Descartes, Spinoza, Leibniz)

@ a priori €s a posteriori ismeretek (Kant)

@ Hatarozatlansagi relacié (Heisenberg)
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Euklideszi axiomak

A-1
A-2

A-3

A-5

Barmely két ponton at pontosan egy egyenes fektetheto.
Barmelyik szakasz barmelyik iranyba végtelentiil
meghosszabbithato.

Barmely kozépponttal €s barmekkora sugarral kor rajzolhato.
(Ebbol adddik, hogy nincs sem felsd, sem also hatara a
tavolsagoknak. Masképp fogalmazva, barmilyen nagy
tavolsagnal van nagyobb €s barmilyen kicsi, de 0-nal nagyobb
tavolsagnal van kisebb.)

Ha két egyenes ugy metszi egymast, hogy az egymast melletti
szogek egyenlOk, akkor ezen szogek barmelyike egyenld minden
mas szoggel, amit ugyanigy hozunk 1étre. (Barmely két
derékszog egyenlo.)

Ha adott egy egyenes €s egy rajta kiviili pont, akkor egy €s csak
egy, a ponton atmend egyenes l€tezik, amelyik parhuzamos az
adott egyenessel. (Parhuzamossagi axioma.)
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Euklideszi posztulatumok (1.e. III. szazad)

P-1 Dolgok, amik egy harmadikkal egyenlOk, egymassal is egyenlok.
P-2 Ha egyenlokhoz egyenloket adunk, ismét egyenloket kapunk.
P-3 Ha egyenlokbdl egyenloket vonunk ki, ismét egyenloket kapunk.
P-4 Dolgok, amik egymassal helyettesithetok, egyenlok.

P-5 Az egész nagyobb a résznél.
Tovabbi, nem megfogalmazott feltételezések:

o Kozrefogasi axioma: Ha harom pont egy egyenesen van, akkor
pontosan egy van a masik kettd kozott.

@ Oldal-sz6g axioma: Barmely egyenest el lehet "mozgatni”
barmely masik egyenesbe ugy, hogy fedjék egymast.
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Hilbert-féle axiomarendszer (1899)

@ Alapfogalmak:

e Pont, egyenes
e Pontok kozrefogasa, tartalmazas (illeszkedés) pont €s egyenes
kozott
e Szakaszok egybevagosaga, szogek egybevagosaga
@ AxiOma csoportok:
o Illeszkedési axiomak
e Rendezési axiomak
o Egybevagdsigi axiomak
e Parhuzamossigi axioma
e Folytonossagi axiomak
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Hilbert-féle i1lleszkedési axiomak

I.1 Barmely két pontra illeszkedik egy egyenes.
[.2 Barmely két pontra legfeljebb egy egyenes illeszkedik.

[.3 Minden egyenes tartalmaz legalabb két pontot, és minden
egyeneshez l€tezik legalabb egy ra nem illeszkedd pont.
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Hilbert-féle rendezési axiomak

II.1 Ha az A, C pontok kozrefogjak a B pontot, akkor a C, A pontok
1s, €s €s a harom pont egy egyenesre esik.

II.2 Barmely A, C ponthoz 1étezik az AC egyenesen B pont ugy, hogy
A, B kozrefogja C-t.

II.3 Barmely harom egy egyenesre esO pont koziil pontosan egyet fog
kozre a masik ketto.

I1.4 (Pasch-axioma) Barmely A, B, C nem egy egyenesre esO pontok,
€s a sikjukba es0, de rajuk nem illeszkedd m egyenesre teljesiil:
az ABCA oldalai koziil m O-t vagy 2-t metsz.
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Hilbert-t€le egybevagosagi axiomak

III.1 Béarmely A, B ponthoz és az m egyenesen fekvd A’ ponthoz
pontosan két olyan C, D pont van, hogy C, D kozrefogjak A’-t és
AB = A'C-vel és AB = A’D.

II1.2 Ha AB = CD-vel és CD = EF-¢el, akkor AB = EF-el.

1.3 Tekintsiik az m egyenesen az AB €s BC szakaszokat, melyeknek
egyetlen k6zos pontja B, és hasonldéan az m’ egyenesen az A’B’,
B’C’ szakaszokat. Ha AB = A’B’-vel és AC = A’ C’-vel, akkor
AC = A'(C’-vel.

III.4 Adott az ABC< szdg és a B'C’ félegyenes. Ekkor pontosan két
B’D, B'E félegyenes létezik, hogy a ABC< = DB’ C’<-el és
ABC< = EB'(C'«.

II1.5 Adott az ABCA és A’B"C’ A ugy, hogy AB = A'B’, AC = A’C’ és
BAC«< = B’A’C" < egybevagoéak. Ekkor ABCA = A'B'C’ A.
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Axiomarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznélhat6 axiomatikus felépités

Hilbert-f€le parhuzamossagi €s folytonossagi axiomak

Parhuzamossagi axioma:

IV.1 Barmely P ponthoz €s m egyeneshez legfeljebb egy P-n dtmeno,
m-el parhuzamos egyenes van.

Folyatonossagi axiomak:

V.1 (Archimédeszi axidoma) Adott az CD szakasz és az AB
f€legyenes, ekkor 1étezik n darab A1 = A, A5, ..., A, pont az AB
egyenesen, hogy A;A; egybevago CD-vel €s A,_1, A,
kozrefogjak B-t.

V.2 (Egyenesek teljessége) Egy egyeneshez tovabbi pont hozzavétele
olyan objektumot eredményez, mely nem teljesiti az I, II, II1.1-2,
V.1 axiomak valamelyikeét.
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Axiémarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznalhat6 axiomatikus felépités

Egy konnyen hasznalhato axiomatikus felépités

@ Alapfogalmak: pont, egyenes, illeszkedés, tavolsag, rendezés.

@ [: Illeszkedési axiomak
@ II: Metrikus axiomak: d : P X P —- R
Q JdP,0)>0ésdP,0)=0s P=0.
Q d(P,0) =d(,P).
Q@ JdP,Q)+dQ,R) >d(P,R)és,=" P,R kozrefogjak R-t.
(Haromszog-egyenlotlenség.)

@ III: Rendezési axidoma, Pasch-axidma
@ [IV: Folytonossagi axioma

@ V:Tengelyes tikrozés axiomaja: Barmely g egyeneshez 1€tezik
olyan 7, 1zometria, mely ¢ minden pontjat fixen hagyja, a
hozzatartozo két félsikot pedig felcseréli.
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Axiémarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznalhat6 axiomatikus felépités

A sik felépitése az axiOmarendszerbol

Q A parhuzamossag ekvivalenciarelacio. (Felhasznaljuk a
parhuzamossagi axiomat!)

© A kozrefogas, félegyenes, szakasz, haromszog definicigja.
© Félsik definicigja a Pasch-axioma segitségével.
©Q Izometridk €s kollineaciok kapcsolata.

© Izometridk osztalyozasa: Tengelyes tiikrozés, eltolds, forgas,
(kozéppontos tiikroz€és), csusztatva tiikrozés.

O Egyenesek merdlegessége, szogtelezd definicioja.
@ Vektorok. Koordinatarendszer.
© Mozgasok, sik iranyitasa.

@ Szog, szogmérés, ivhosszméres, stb.
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Axiémarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznalhat6 axiomatikus felépités

A parhuzamossagi axioma torténete I.

@ Mar az Okori gorogok 1s bizonytalanok voltak, mert
tapasztalatilag nem egyértelmien igazolhato.

o Evszdzadokon 4t prébaltik levezetni a tobbi axiémabél, illetve
megfogalmaztak szamtalan ekvivalens allitast, pl. hogy a
haromszog szogeinek osszege 180°.

@ Voltak probdlkozasok az axioma tagadasara, pl. Omar Khayyam
perzsa matematikus a XI. szazadbal.

@ A keresztény dogmatikus gondolkodas, majd Kant
ismeretelmélete hosszu 1dore lefékezte a teriilet fejlodését: Kant
szerint a tér emberi megismerése a priori euklideszi.
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Axiémarendszerek a sikon Euklideszi axiomarendszer
Hilbert-féle axiomarendszer
Egy konnyen hasznalhat6 axiomatikus felépités

A parhuzamossagi axioma torténete II.

@ Giovanni Saccheri olasz jezsuita pap a XVII. szazadban az
axioma tagadasabol ,,majdnem” ellentmondasra jutott.

@ A XIX. szazad elején, egymastol fiiggetleniil Lobacsevszkij €s
Bolyai Janos egymastdl fiiggetleniil ,,a semmibdl egy 1y vilagot
teremtettek.”

@ Bolyai elkiildte az eredményeit Gaussnak, aki valamilyen okbol
azokat lekicsinyelte, valoszintileg nem akart a kanti
metafizikaval Osszelitkozésbe keriilni.

@ Bolyai a miivét apja matematika tankonyvéhez csatolta
fuiggelékként, igy sziiletett az Appendix. Ez néhany évtizedre
feledésbe meriil, majd az 1860-as évektol hatalmas tudomanyos
karriert fut be.

@ Einstein relativitiselméletében a fizikai tér jelenségeinek
lefrasara is alkalmazza: 1912-ben megmérik a gravitacio
hatasara gorbiilt teret.
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Inverzidk
A komplex szamsik

Geometriai alapok

Definici0: Inverzio
Adott az O kozéppontu, r sugaru k kor €s a P # O pont. A P k-ra vett
inverz képe alatt az OP félegyenes azon P’ pontjat értjiik, melyre

|OP||OP’| = r°.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Inverzid szerkesztése

Allitas: Inverzio szerkesztése
A P kiilso pont inverz képe az 4bra szerint megszerkesztheto.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Az 1inverzio hatasa korokon €s egyeneseken

Allitas: Az inverzi6 hatasa korokon €s egyeneseken

Az inverzi6 négyzete onmaga. Legyen O az inverzio alapkorének
kozéppontja. Az inverzio

(1) az O-n atmend egyeneseket fixen hagyja.
(2) az O-ra nem 1lleszkedo egyeneseket korokbe viszi.

(3) az O-n atmend koroket egyenesekbe viszi.

(4) az O-ra nem 1illeszkedd koroket korokbe viszi.
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Inverzidk
A komplex szamsik

Geometriai alapok

Az 1inverzio hatasa egyeneseken
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Inverzidk
A komplex szamsik

Geometriai alapok

Az 1inverzid hatasa korokon

= |0A||0A"] = |OPI|OP'| = 1951 = 161l = OA’P'< = OPA<
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Az 1nverzi0 szogtartod leképezés

Allitds: Az inverzié szogtart6 leképezés

Az inverzi6 szogtarto (idegen szoval conformis) leképezés.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Az inverzi0 korel (egyenesei)

A k korre vett inverzio akkor €s csak akkor hagyja fixen az m kort
(egyenest), ha k €s m merdlegesek egymasra.

k

Bizonyitds. Az
m-hez huzott ¢
érintd fixegyenes.
m=moT=T
S késm
merdlegesen
metszi egymast.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Kogyenesek €s kogyenestarto transzformaciok

Definici0: Kogyenes, kogyenestartas, tiikrozeés

@ A kozonséges sik egyeneseit €s koreit a tovabbiakban a k6zos
kogyenes néven nevezziik.

o Kogyenestarto transzformacio alatt a kozonséges sik azon
bijekciogjat értjiik, mely kogyenest kogyenesbe visz.

@ A k kogyenesre vett tiikrozeés alatt k alapkori inverziot, illetve
k-ra vett tengelyes tiikkrozést értiink attol fiiggden, hogy k kor
illetve egyenes.

Példak

Az 1inverziok, az izometridk €s ezek szorzatai kogyenestarto
transzformaciok.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Kogyenestarto transzformaciok

Allitds: A kogyenestarté transzforméciok alaptulajdonsdgai

(1) A kogyenestarto transzformaciok csoportot alkotnak.

(2) Legyenek P,Q,R és P’,Q’, R’ a kozonséges sik pontjai. Ekkor
pontosan két olyan kdgyenestart6 transzformacio van, melyre
P—»P,0—-Q0,R—R.

(3) Legyen k, k" két kogyenes. Ekkor 1étezik olyan kogyenestartd
transzforméacio, mely k-t k’-be viszi.

(4) Barmely kogyenestarto transzformacio eléall mint legfeljebb
négy kogyenesre vett tiikkrozés szorzata.
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Inverzidk
A komplex szamsik

Geometriai alapok

A Mobius-sik

Bovitsiik ki1 a kozonséges sikot a P, 1dealis ponttal és tekintsiik ugy,
hogy P, illeszkedik az 0sszes kozonséges egyenesre, de nem
illeszkedik egyetlen korre sem. Ezt a kiboOvitett sikot inverziv

siknak, vagy mas néven Mobius-siknak nevezziik.

@ Az izometriak a Mobius-sik olyan bijekciol, melyek fixen
hagyjak az idealis pontot.

@ Az inverziok a Mobius-sik bijekciol, ha ugy tekintjiik, hogy az
inverziok felcserélik az 1dedlis pontot €s az alapkor origojat.

Legyen @ a Mobius-sik kogyenestarto traszformacioja, amely fixen
hagyja a P, O, R pontokat. Ekkor a vagy az identitas, vagy pedig a
P, O, R pontok altal meghatarozott kogyenesre vett tiikrozes.
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Inverziok

Geometriai alapok .
at alap A komplex szamsik

Sztereografikus projekcio

Definici6: Sztereografikus projekcio
Legyen N, S a g gomb két atellenes pontja (€szaki €s déli polus) €s
legyen X a g-t S-ben érinto sik. Tekintsiik azta g \ {N} — X

hozzéarendelést, mely a P ponthoz a P* = NP N X pontot rendeli. Ezt a
leképezést sztereografikus projekcionak mondjuk.

v
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Inverziok
A komplex szamsik

Geometriai alapok

Allitds: A sztereografikus projekci6 alaptulajdonsdgai

A sztereografikus projekcio szogtarto bijekcio a gomb korei €s a sik
kogyenesei kozott. Az N — P, kiegészitéssel a sztereografikus
projekcio bijekcio a gomb €s a Mobius-sik kozott.
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

A komplex szamtest

Definici6: A komplex szamtest

Jeloljon i egy i ¢ R elemet és legyenek x, y € R valos szamok. A
z = x + iy elemet komplex szamnak nevezziik, ezek halmazat C-vel
jeloljiik. A

Z=Xx—1y
elem a z komplex szam konjugaltja. Az; =x1 +iy1, 22 =xp + iy
komplex szamok 0sszegét €s szorzatat az alabbi modon definialjuk:

X1 +x2 +i(y1 +y2),

2122 = (x1x2 —y1y2) + i(x1y2 + y1X2).

21 22
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

A komplex szamsik

Allitds: A komplex szamtest alaptulajdonségai

A komplex szamok testet alkotnak. A konjugalds mivelete megorzi
az 0sszeadast és a szorzast: 7y + 20 = 71 + 22,2122 = 21 22.

Teljesiil tovabbd: i = —1, zZ€R, 2> 0észz2=0 & 7= 0.

IR .
4 Z=x+1y
C=R+IR
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

Osszeadds a komplex sikon

Allitds: Osszeadds a komplex szdmsikon

Legyen a € C és defimaljuk a7, : C — C, 7,(z) = z + a leképezést.
Ezek a leképezések pontosan a komplex szamsik eltolasai.
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

Polarkoordinatak a komplex sikon

Definici0: Polarkoordinatak a komplex sikon

Legyen z = x + iy € C komplex szdm. A |z| = VzZ = /x? + y? szdmot
z normdjanak vagy abszolutértékének nevezziik. Tetszoleges z € C
szam z = |z|(cos ¢ + i sin @) alakban irhato, ¢-t a z argumentumanak
mondjuk.

il Z = |z](cos ¢ + i sin )
SINQ - - - - e = é—| = COSp +isiny
A
0 Cos g 1 R
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

Szorzas a komplex sikon

Allitds: Szorzas a komplex sikon

Két komplex szam szorzasakor az abszolutért€kek 0sszeszorzodnak,
az argumentumok pedig 0sszeadodnak. Mas szoval a A, : z — wz
leképezés 0 kortili forgatva nyujtas.

W 4
B Z
z = r(cosa+isina) 0] \
w = s(cosf+isinp) R
zw = rs(cos(a + B) +isin(a + ))

IR
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Inverziok

Geometriai alapok A komplex szdmsik

Kogyenesek komplex egyenelete, a Riemann-gomb

Allitds: Kogyenesek komplex egyenlete
A komplex sik barmely K kogyenese megadhato az

K:azz+bz+bz+y=0, beC,a,yeR

egyenlettel. K kor, ha o # 0 €s egyenes, ha o = 0.

Biz. Legyen b = B +i0 és z = x + iy, ekkor
bz + bz = (B — i6)(x + iy) + (B + i0)(x — iy) = 2Bx + 20y,

azaz a fenti egyenlet a(x* + y%) + 28x + 20y + v = 0.

Definici0: Riemann-gdomb

Jelolje a komplex sik idedlis pontjat a co szimbolum. A Mdbius-sikot
koordinatazo C = C U co halmazt Riemann-gombnek nevezziik.
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Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

Hiperbolikus pontok €s egyenesek a télsikmodellben

A tovabbiakban azonositjuk a kozonseges sikot a C komplex
szamsikkal €s a Mobius-sikot a C = C U oo Riemann-gdombbel.

Definici6: Hiperbolikus pontok,

egyenesek, illeszkedés, kozrefogas

A komplex sik azon z elemetit, C A
melyekre J(z) > 0, hiperbolikus

pontoknak nevezziik, ezek halmazat \
H-val jeloljik. A valos tengelyre '\‘\ , TR
meroleges kogyenesek H-ba eso részei A
a hiperbolikus egyenesek. A A
hiperbolikus illeszkedést €s ~

kozrefogast a természetes modon
definialjuk.
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Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

Parhuzamossag a hiperbolikus sikon

Definici6: Hiperbolikus végtelen tavoli pontok

Az R = R U oo kdgyenes pontjait hiperbolikus végtelen tavoli
pontoknak nevezziik. A hiperbolikus egyenesek €s a hiperbolikus
végtelen tavoli pontok illeszkedését a természetes modon defindljuk.

y

Allitas: Végtelen tavoli pontok illeszkedése

Minden hiperbolikus egyenesre pontosan két végtelen tavoli pont
illeszkedik. Két kiillonbozo végtelen tavoli pont egyértelmiien
meghataroz egy hiperbolikus egyenest.

Definici6: Parhuzamossag a hiperbolikus sikon

Két hiperbolikus egyenest parhuzamosnak mondunk, ha nincs k6zos
pontjuk. Két hiperbolikus egyenes ultraparalel, ha van k6zos végtelen
tavoli pontjuk.

34/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

Hiperbolikus illeszkedési tulajdonsagok

Allitds: Hiperbolikus illeszkedési tulajdonsdgok

Q A hiperbolikus sikon barmely két kiilonb6zo hiperbolikus pont
egyértelmiien meghataroz egy egyenest.

© Egy hiperbolikus pont €s egy hiperbolikus végtelen tavoli pont
egyértelmiien meghataroz egy egyenest.

© Két hiperbolikus egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van.

© Adott k£ hiperbolikus egyenes €s P ¢ k pont. Ekkor végtelen sok
P-n atmeno, k-val parhuzamos egyenes van. Tovabb4a pontosan
két P-n atmend k-val ultraparalel egyenes van.

© Teljesiil a Pasch-axioma. (A félsik definicidja értelmes.)

Biz. (1) és (2): Tekintsiik a két pontot 06sszekotd kozonséges szakasz
felez6mer6legesének R-el vett X metszépontjat. Az X kozéppontd, a
pontokon atmend kogyenes megfeleld hiperbolikus egyenest hataroz
meg. A tobbi trivialis. 35/93
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Tengelyes tiikrozések a hiperbolikus sikon

Definic16: Hiperbolikus tiikrozések

Legyen k hiperbolikus egyenes, K pedig a k-t tartalmazo kogyenes. A
k-ra vett hiperbolikus tiikkrozés a K kdgyenesre vett tiikrozés
megszoritasa H-ra. k-t a hiperbolikus tiikrozés tengelyének nevezziik.

v

Gondoljuk meg, hogy az gkégyenesre meroleges kogyenesekre vett
tiikrozések fixen hagyjak R-et és H-t. Ezért a fenti definici0 értelmes.

Allitds: A hiperbolikus tiikrozések alaptulajdonsdgai

A hiperbolikus tiikrozések involutorikus egyenesetartd bijekciok a
hiperbolikus sikon. A hiperbolikus tiikrozés a tengely pontjait fixen
hagyja, a tengely altal meghatarozott két t€lsikot pedig felcseréli.
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Merolegesség, szogielezOk

Definici6: Egyenesek merdlegessége

Azt mondjuk, hogy a k, € hiperbolikus egyenesek merdlegesek, ha a
k-ra vett hiperbolikus tiikr6z€s fixen hagyja £-et.

Allitds: A merSlegesség alaptulajdonsdgai

A hiperbolikus egyenesek merdlegessége szimmetrikus rel4cio.
Merdleges egyenes metszik egymast.

Definici0: Szakaszfelezd merodleges, szogfelezo

@ Az AB hiperbolikus szakasz felezOmerolegese az a hiperbolikus
egyenes, melyre vett tiikkrozés A-t €s B-t felcseréli.

@ Két metsz0 hiperbolikus egyenes szogtelezoje az a hiperbolikus
egyenes, melyre vett tiikkrozés a két egyenest felcserél.

37/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

Meroleges allitasa egyenesre

Allitds: MerGleges dllitdsa egyenesre

Hiperbolikus pontbol egyenesre merdlegest tudunk allitani.

38/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

FelezOmeroleges szerkesztése

Allitas: FelezOmeroleges szerkesztése

Minden hiperbolikus szakasznak pontosan egy felezOmerodlegese van.

Definici6: Szakasz felezOpontja

Az AB hiperbolikus szakasz felezOpontja a szakasznak €s
felezOmerodlegesének metszéspontja.
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Szogtelezo szerkesztése

Allitas: Felezomeroleges, szogfelezO szerkesztése

Metsz0 hiperbolikus egyeneseknek pontosan két szogfelezojiik van,
€s ezek egymasra merolegesek.
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Parhuzamos egyenesek kozos merdlegese

Allitds: Parhuzamos egyenesek kozos merdlegese

Két hiperbolikus egyenesnek akkor €s csak akkor van kozos
hiperbolikus merdlegese, ha parhuzamosak, de nem ultraparalelek.

Biz. El0szor specidlis esetet vizsgalunk. Az dltalanos esetet
visszavezetjiik hiperbolikus tiikkrozés segitségével.
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Poincaré-féle szogtartdo modellek

Definic10: A hiperbolikus sik modellje

A (P, &) part a hiperbolikus geometria modelljének nevezziik, ha
minden e € E-re e C P €s P illetve & elemei (hiperbolikus pontok és
egyenesek) kielégitik a hiperbolikus illeszkedési axiomakat.

Két modellt izomorfnak vagy ekvivalensnek neveziink, ha 1étezik a
ponthalmazok kozott egyenestarto bijekcio.

@ A most defindlt H-t a hiperbolikus geometria Poincaré-féle
felsikmodelljének nevezziik.

@ A Poinciré-féle télsikmodell szogtarto, mivel a hiperbolikus
merolegesek €s szogfelezOk a kozonséges értelemben is
merodlegesek €s szogfelezok. (A hiperbolikus szog pontos
definicidjaval €s a szog mérésével nem foglalkozunk.)
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A Poincaré-féle kormodell

@ Szogtartdo modellre masik példa a Poincaré-féle kormodell:
Tekintsik a D = {z € C | |z| = 1} egységkor

D={zeClld <1}

belsejét.

@ Ebben a modellben D pontjai a hiperbolikus pontok, a
hiperbolikus egyenesek pedig a D-re merdleges korok.

@ A két modell ekvivalencigjat az alabbi feladat mutatja meg:

O A (-1,0) kozéppontd, V2 sugard korre vett @ inverzié6 felcseréli
a H felso félsikot és a D egység korlemezt.
1z+ 1

@ Mutassuk meg, hogy a koordindtés alakja C-n: z — ———.
Z—1
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A télgomb-modell

Tekintsiik a G nyilt félgomb-feliiletet, jelolje G ennek a hatarold
fokorét. A modellben a hiperbolikus pontok G pontjai, a hiperbolikus
egyenesek a G-re merdleges gombi félkorok. Az alabbi dbra mutatja a
félgomb-modell €s a kormodell ekvivalencigjat:
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Egy nem szogtarto modell: a Cayley-Klein—modell

A ponthalmaz tovabbra is a D egységkor belseje, de ebben a
modellben a hiperbolikus egyenesek az egységkor nyilt hurjai. Az
alabbi dbra mutatja a f€lgombmodell €s a Cayley-Klein—modell
ekvivalencigjat:
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A hiperboloid-modell

A hiperbolid-modellben a ponthalmaz az X° + Y> — Z% = 1
kétkopenyt hiperboloid egyik kopenye, az egyenesek pedig az origon
atmeno sikok altal kimetszett hiperboldk. A Cayley-Klein—modell €s
a hiperboloid-modell ekvivalencidjat az alabbi dbra mutatja:

X2 +Y?-7°=1

T —
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Aflin linearis €s szemilinearis leképezések

Definici6: Aflin linearis €s szemilinearis leképezések

Legyenek a, b € C komplex szamok, a # 0, és definidljuk a

o, :C—C, z > az+b,

o,,:C—-C, z B az+b

b

leképezéseket. Ezeket affin szemilinearis transzformacioknak
nevezziik. A o7, leképezéseket affin linedris transzformacioknak
hivjuk.

o

Konnyen leellendrizhetd, hogy a most definalt leképezések a komplex
sik bijekci6i. Valoban, z — az + b inverze

7 a_lz — a_lb.
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Aflin linearis €s szemilinearis leképezések alaptulajdonsagai

Allitds: Az affin (szemi)linedris leképezések alaptulajdonsdgai

Q Az aflin szemilinearis leképezések csoportot alkotnak. Ebben a
csoportban az affin linearis leképezések 2-indexii részcsoportot
képeznek.

© Az affin szemilinearis leképezések pontosan a komplex sik
hasonlosagi transzforméacio.

© Az affin linearis leképezések pontosan a komplex sik
iranyitastartd hasonldsagi transzformacio.

Q Legyenek z1, 22,7}, 25 € C tetszdleges komplex szamok, z; # 22,
Z; # z,. Ekkor pontosan egy affin linearis transzformacio van,
melyre 71 > 27, 22 > 5. (Szigoru 2-tranzitivitas. )
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Tortlinearis leképezések

Definici6: Tortlinearis leképezések

Legyenek a, b, c,d € C komplex szamok, melyekre ad — bc # 0O €s

tekintsiik a
az + b

cz+d

T .z

leképezést oly modon, hogy megallapodas szerint T(—‘EZ) = 00 és
T(c0) = %. Ekkor T a C Riemann-gémb 6nmagéra vett bijekcidja.
Ezeket a transzformaciokat tortlinearis leképezéseknek nevezziik.

Allitds: A tortlinedris leképezések alaptulajdonsdgai

Q A tortlinearis leképezések csoportot alkotnak.

@ Minden tortlinedris leképezés elSéll z > az, z+> z+bész > 1

alaku leképezések szorzataként. (Es forditva.)

49/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsag, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgascsoportok

Feladatok tortlinearis leképezésekrol

Feladatok tortlinearis leképezésekrol

2

Hatarozzuk meg azt a tortlinearis leképezést, amely a 0, 1, oo
elemeket az u, v, w € C elemekbe viszi.

Legyenek z1, 22, 23, z’l, z’z, zg e C elemek oly médon, hogy i # j
esetén z; # z;, 2, # z]’.. Mutassuk meg, hogy pontosan egy T
tortlinedris traszformacio 1€tezik, melyre T'(z1) = 27, T(z2) = 75
€s T(z3) = z5. (Szigoru 3-tranzitivitas.)

Mutassuk meg, hogy a T(z) = % tortlinedris transzformacio
felcseréli a

K:azz+bz+bz+y=0
K :yzZz+bz+bz+a=0

kogyeneseket.
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Mobius-transzformaciok €s azok komplex koordinatas

alakja

Definici6: Mobius-transzformaciok

A C Riemann-gomb kdgyenestarté transzformacidit
Mobius-transzformacioknak nevezziikk. A Mobius-transzformaciok
csoportjat Mob(C), az irdnyitdstarté Mobius-transzformaciék
csoportjat pedig Mob* (C) jelsli.

Allitds: Mobius-transzformaciok koordinatés alakja

Az ranyitastarto illetve iranyitasvaltdo Mobius-transzformaciok
koordinatas alakja a Riemann-géombon:

az + b , az + b
,  1letve 7z — :
cz+d cz+d

=

Biz. Az—az,z+—> 7+ b,z+—> 787 % trafok kogyenestartok. A
kogyenestartod transzformaciok fixpontjai. 51/93
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Kettosviszony a komplex sikon

Definici0: Kettdosviszony

Legyenek z1,22,23,24 € C kiilonboz6 komplex szamok. Ezek
kettdsviszonya:

23—  24—12

. e C.
-3 -4

KV(z1,22;23,24) =

Allitds: Tortlinedris leképezések és a kettdsviszony

A tortlinearis leképezések megorzik a kettdosviszonyt.

Biz. Elegendd vizsgdlniaz — az,z+—> z+ b,z — % leképezéseket.
Ezek megoOrzik a kettdsviszonyt, €s minden tortlinearis leképezés
eloall ezek szorzataként.
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Tortlinearis leképezések €s a valos tengely

Lemma: Tortlinearis leképezések €s a kettOsviszony

A kettdsviszony akkor és csak akkor valos szam, ha a négy elem egy
kogyenesre illeszkedik.

Biz. Tortlin. transzformdaci6 alkalmazasaval elérhetd, hogy z; = 0,
2 =1,z3 =00. KV(0,1;00,z4) € R & z4 € R.

Lemma: Valos egyiitthatos tortlinearis leképezések

A valos tengelyt invariansan hagy6 Mobius-transzformaciok

az+ az +
) I — )
YZ+0 YZ+ 0

B

ahol a, 8,v,0 € R valds szamok.

Biz. Szamolassal.
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Hiperbolikus tiikrozések szorzata

Tétel: Hiperbolikus tiikrozések szorzata
Az alabbiak ugyanazok:
©Q Hiperbolikus tengelyes tiikrozések szorzatai.

@ C=CU ‘o0 azon kogyenestarto transzformaciol, melyek fixen
hagyjadk R = R U {co}-t.

O A félsikmodell

az+ @5 —By>0), 2 az +

=
vz + 0 vZ+ 0

(@6 - By <0)

leképezései, ahol «, 5, v, 6 € R valds szamok.

v

Biz. (2) és (3) ekvivalencigjat lattuk, (1) = (2) nyilvanvalo. A (3)-ban
szerepld leképezések eldallnak z — az, z— 2+ B, 7+ —%, 7 —7
szorzataként, ezek pedig eldallnak hiperbolikus tiikrozések

szorzataként.
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Kovetelmények a hiperbolikus tavolsagra

Definici6: Tavolsagfiggvény

Azt mondjuk, hogy ad : H X H — R leképezés tavolsagfiiggveény
H-n, ha minden P, Q, R € H-ra az alabbiak teljestilnek:

Q dP,0Q) > 0¢ésd(P, Q) = 0 akkor és csak akkor, ha P = Q.
Q d(P,Q)=4dO,P).
© d(P,R) <d(P,Q)+d(Q,R). (Hairomszog-egyenlotlenség.)

@ A d tavolsagfiiggvény mozgasinvarians, ha
d(P, Q) = d(m(P), m(Q)) teljesiil minden m hiperbolikus
tengelyes tiikrozésre.

@ A d tavolsagtiiggvény teljesiti az eros
haromszog-egyenlotlenséget, ha d(P, R) = d(P, Q) + d(Q, R)
akkor €s csak akkor teljesiil, ha PR hiperbolikus szakasz
tartalmazza Q-t.
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A tavolsagtiiggvény alaptulajdonsagai

@ A mozgasinvariancia miatt d-t megoOrzik a valos tengellyel
parhuzamos eltolasok és az olyan kozéppontos nyujtasok,

melyek kozéppontja a valds tengelyen van. (Ezek elddllnak két
hiperbolikus tengelyes tiikkrozés szorzataként.)

@ Elegend6 meghatarozni d-t a képzetes tengelyen. Csakugyan,
adott P, Q pontok esetén két tengelyes tiikkrozéssel elvihetjiik P-t
i-be és O-t a képzetes tengely Q' = ix pontjdba (x € R. A
mozgasinvariancia miatt

d(P,0) = d(i, ix).
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A tavolsagtiiggvény meghatarozasa I.

Legyenek x,y € R valos szamok €s P = ie*, Q = ie” a ké€pzetesen
tengely két pontja. Definialjuk az

[, y) =d(ie’,ie’) = d(P, Q)
folytonos fiiggvényt. Ekkor
f(x+a,y+a)=die,eie’) = d(ie',ie”) = f(x,y),
mert a P — e“P tavolsagtarté kozéppontos nyujtas. Ebbol
S y) =[x =y,0) = gx - y),

ahol g folytonos fliggvény, melyre g(—x) = g(x) és g(0) = 0. Mivel a
képzetes tengely hiperbolikus egyenes, alkalmazhatjuk az erds
haromszog-egyenlotlenséget: x, y > 0 valds szamokra

JO,x)+fx,x+y) =f(0,x+y) = gx) +g(y) = glx +y).
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A tavolsagtiiggvény meghatarozasa I1.

Standard triikk: g additiv €s monoton = g folytonos, €s g(x) = cx,
ahol x > 0 és ¢ = g(1). Altaldban:

g(x) = clx| €s fx,y) =clx =yl

Felhasznalva f definicidjat, az P = ix, Q = iy pontokra

o)

A PQ hiperbolikus egyenes végtelen tavoli pontjai 0, co €s

d(P, Q) = d(ix,1iy) = c[In(x) = In(y)| = ¢

0—i .
f:. m:(_)O lx:KV(ix,iy;O,OO)=KV(P,Q;0,00)-
y iy—-0 iy—o0
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A tavolsagtiiggvény meghatarozasa III.

Allitds: Mozgésinvaridns hiperbolikus tavolsagfiiggvény

A hiperbolikus sik mozgasinvarians tavolsagfiiggvényei pontosan a
d(P, Q) = c|In(KV(P, Q; R, Ry))|

alaku leképezések, ahol ¢ > 0 rogzitett konstans és Ry, R, a PQ
hiperbolikus egyenes végtelen tavoli pontjai.

Biz. A hiperbolikus mozgasok tiikrozések szorzatai, azaz a
kozonséges sik kogyenestarto transzformaciol. Ezek mind megorzik a
kettosviszonyt, amibol kovetkezik az adott d mozgasinvarianciaja. Az
er0s haromszog-egyenlotlenséget elegendo a képzetes tengelyre
belatni, ez pedig kovetkezik az el6z06 szamolasokbal.

Megj. A Bolyai-geometriaban a ¢ konstans hasonlo szerepet tolt be,
mint a gombi geometridban a gomb sugara.
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Feladat tavolsagmérésre

Hatarozzuk meg a P = 2 + i és Q = —3 + i hiperbolikus pontok
tavolsagat ¢ = 1 valasztas mellett.

Megoldas. Konnyen lathato, hogy a ¢ = —% pont euklideszi tavolsaga

r= @ P-tol és Q-tdl, azaz a PQ hiperbolikus egyenest a ¢

kozéppontu, r sugaru kor tartalmazza. A PQ végtelen tavoli pontjai

~1+ V29

Rip=cxr= 5 . A kettOsviszonyra
-Ry "O-R, 5 29 . 29, .
ok 0R T oW o,
-5v29+29 -5+ V29 27-5v29
529 + 29 5+ V29 2

tehat dy (P, Q) = [In((27 - 5 @)/ZN 60/93
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Ponthalmazok tavolsaga

Definici6: Ponthalmazok tavolsaga

Legyen P hiperbolikus pont, X, Y C H pedig ponthalmazok. Az alabbi
tavolsagokat definidlhatjuk:

d(P,X) = gg( d(P, Q), dX,Y) = PE&I}éfeyd(P, Q).

y

© Legyen ¢ hiperbolikus egyenes €s rajta kiviil P hiperbolikus
pont. Mutassuk meg, hogy d(P, {) = d(P, Q), ahol Q a P-bdl {-re
bocsatott merdleges talppontja.

© Mutassuk meg, hogy a P = r(cos(u) + i sin(u)) pontnak a
ln( sin(u) )

cos(u) + 1

képzetes tengelytdl vett tivolsaga
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Egyenesek tavolsaga

Allitds: Parhuzamos egyenesek tivolsiga

Q Legyen k, £ két parhuzamos hiperbolikus egyenes. Tegyiik fel,
hogy k, £ nem ultraparalelek, és legyen m a koz6s merolegesiik.
Ekkor d(k,€) = d(P,Q),ahol P=kNmés Q = £ N m.

© Két hiperbolikus egyenes akkor €s csak akkor ultraparalel, ha
tavolsaguk nulla.

Biz. Legyen ¢ a képzetes tengely €s P a k altalanos pontja, azaz
P=x+it vagy P =c+rcos(t)+isin(t?)

alakban futtathatd. A vart eredmény egyszeri fiiggvénydiszkussziobol

Zd e

megkaphato az egyik elozo feladat felhasznalasaval, amibdl a

P = p1 + ip> pont £-t6] vett tavolsaeara In P2 adodik.
pPrT1p2p g ( ’—p%+p§+p1)
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A kozonseges €s a hiperbolikus tavolsag kapcsolata I.

A tovabbiakban a hiperbolikus metrika konstansjara a ¢ = 1 feltevést
tessziik.

Allitas: A kozonséges és a hiperbolikus tdvolsag kapcsolata

Jelolje dg illetve dy a komplex félsikmodellben az euklideszi illetve a
hiperbolikus tavolsagot . Haa P = p| +ip> és Q = g1 + iq2
hiperbolikus pontok kellden kozel vannak egymashoz, akkor

1
P2

Biz. Legyen ¢ = PQ hiperbolikus egyenes. Tth. £ kozonséges félkor,
ellenkez0 esetben a szamolas konny.
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A kozonseges €s a hiperbolikus tavolsag kapcsolata II.

Legyen ¢, r € R az £ kozéppontja, illetve sugara, ekkor P, Q felirhato
P = c + r(cos(u) + isin(u)), Q = c + r(cos(v) + isin(v))

alakban. Az € végtelen tavoli pontjai R1» = c+r. AKV(P,Q;R1,R»)
kettOsviszony €rt€ke

sin(u) sin(v)
(1 = cos(u))(cos(v) + 1)

Helyettesitsiink ebbe v = u + #-t, ekkor a hiperbolikus tavolsag:

dH:In( sin(u) )+ln( sin(u + 1) )

1 — cos(u) cos(u+1)+1

1
sin(u + 1)

Differencialjuk ¢ szerint: d;, =
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A kozonseges €s a hiperbolikus tavolsag kapcsolata III.

A kozonséges tavolsagra

dg(P,Q) = r \/ (cos(u + 1) — cos(u))? + (sin(u + t) — sin(u))?

= r \/2 — 2(cos(u + t) cos(u) + sin(u + t) sin(u))
= rV2-2cost
= 2rsin(t/2),

melynek ¢ szerinti derivéltja
i = rcos(t/2).
A L’Hopital-szabaly szerint

. dy . dfgﬂ : 1 1 1
Ilm — = Ilim — = lim — = — = —.
=0 dg  1=0dg =0 rsin(u+t)cos(t/2)  rsin(u)  pr
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A hiperbolikus ivhossz a félsikmodellben 1.

Allitds: A hiperbolikus {vhossz a félsikmodellben

Legyen g : [a, b] — H folytonosan differencidlhaté gorbe a
hiperbolikus sikon. Ekkor g ivhossza

b 1 ’
! :fa Sa@) 8

Biz. Az ivhossz a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma.
Megmutatjuk, hogy kellden siirli beosztis esetén a torottvonal hossza
kozel van a fent1 integral ért€ékéhez. Legyento =a <t <---<t, =b
az [a, b] intervallum beosztasa, és P; = g(t;).
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A hiperbolikus ivhossz a félsikmodellben II.

Ekkor

7
[
[am—

ZdH(PiaPiH) ~ ~dg(Pj, Pis1)

I
o

7
p—

o 18tiv1) — g(ti)l

'M

I
o

1
J(g(®))

7
[E—

1
LG (tl))lg (T)lltiv1 = il

b
/ d,
fa Sy 8

ha a beosztast megfelelden stritjiik.

67/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
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Hiperbolikus (€s nem hiperbolikus) sokszogek

Definici6: Konvex burok

Az X ponthalmaz konvex burka az X-et tartalmazo legszikebb konvex
halmaz.

Definici6: Konvex hiperbolikus sokszog

Véges sok hiperbolikus pont konvex burkat konvex hiperbolikus
sokszognek nevezziik.

@ Megengedjiik, hogy a csucsok kozott végtelen tavoli
hiperbolikus pontok is eloforduljanak.

@ Konvex sokszog esetén értelmezhetjiik az alabbi fogalmakat:
tamaszfélsikja, csucs, €l.

Allitds: A hiperbolikus sokszogek haromszogelése

Minden korlatos hiperbolikus sokszog haromszogekre bonthato.
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A parhuzamos oldalu hiperbolikus haromszog

Definicio: A parhuzamos oldalu hiperbolikus haromszog

Tekintsiik harom paronként ultraparalel hiperbolikus egyenest. Ezek
konvex burkat parhuzamos oldalu hiperbolikus haromszdgnek
nevezzik.

Allitds: A parhuzamos oldali haromszogek egybevagok

©Q A parhuzamos oldalu haromszogeket a harom végtelen tavoli
csucspontjuk egyértelmiien meghatarozza.

© Két parhuzamos oldalu hiperbolikus haromszog hiperbolikus
mozgassal egymasba viheto.

Biz. Egy tengelyes tiikkrozéssel az egyik csucsot elvissziik co-be. A
parhuzamos eltolassal €s nyujtassal a masik két csucs elvihetd +1-be.
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Teruletméreés

Definici0: Teriiletmérés a hiperbolikus sikon

Jelolje K a konvex hiperbolikus sokszogek halmazat. Azt mondjuk,
hogy a T : K — R teriiletmérés, ha az aldbbiak teljesiilnek:

Q@ Minden K € K esetén 7T(K) > 0.

© 7 mozgasinvarians, azaz minden m mozgasra €s K konvex
sokszogre T'(K) = T(m(K)).

© Haa K, K’ konvex sokszogek esetén K N K’ €l, akkor
T(K UK’) = T(K) + T(K").

@ A A parhuzamos oldala haromszogre 7'(A) = .

Megjegyzések.
@ A mozgasinvariancia miatt a parhuzamos oldalu haromszodgek
teriilete ugyanannya.
@ Elegendd T-t a hiperbolikus haromszogek halmazan

meghatarozni. 1093



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsag, ivhossz, teriilet
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Motivacio: A gombi haromszogek teriilete

Az a szogl gombszelet
teriilete 2a.

H+A =2«
H+B=28
H+C=2y

2H+2A +2B+2C =4n

Az a, 3,y szogll gobmbi
haromszog teriilete

a+p+y—nm.
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Idealis csucsokkal rendelkezd haromszogek teriilete

Allitas: Két idealis csticesal rendelkezd haromszog

Tekintsiik az ABCA haromszoget, ahol A rendes, mig B €s C 1dedlis
hiperbolikus pontok. Jelolje o™, ¢c* a A-bdl indulé oldalakat. Ekkor

b™,c' télegyenesek, és az ABCA-t egyértelmilien meghatarozza a
(b*, ™) par.

Kov. Az ilyen haromszoget mozgas erej€ig a kozonséges csucsnal
1év0 sz0g egyértelmiien meghatarozza.

Lemma: Két idedlis csuccsal rendelkez6 haromszogek unigja

Tekintsiikk az ABCA és ABDA haromszogeket, ahol A kozonséges,
B, C, D pedig idedlis hiperbolikus pontok és ABCA N ABDA = AB.
Ekkor

ABCA UABDA = ACDA U BCDA.
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Két idealis csuccsal rendelkezo haromszog teriilete

Allitds: Két idedlis csiccsal rendelkezé haromszog teriilete

Tekintsiik az ABCA haromszoget, ahol A rendes, mig B €s C 1dedlis
hiperbolikus pontok. Jelolje @ az A-nal 1€vo szoget. Ekkor tetszOleges
T teriiletmérés esetén 7(ABCA) = m — «.

v

Vezessiik be a g(a) = 7 — T(ABCA) jelolést. Mivel @ mozgas erejéig
egyértelmiien meghatarozza a haromszoget, ezért g j0l definilt nem
negativ értékd fiiggvény. Legyen ABDA megfeleld haromszog S
szOggel. A lemma szerint

T(ABCA) + T(ABDA) = T(ACDA) + T(BCDA) = T(ACDA) + 7,
ezért
n—gl@)+rn—-—gB)=n—-gla+p)+rm = gla+p) = gla) + gpB).

A szokasos modon adodik g(a) = a, azaz T(ABCA) = — «.
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Egy 1dealis csuccsal rendelkezo haromszogek teriilete

Allitas: Egy idedlis csticcsal rendelkez6 haromszogek teriilete

Tekintsiik az ABCA haromszoget, melyben A, B kozonséges, C pedig
idealis pontok. Jelolje a, 8 az A, B csucsoknal 1€vo belsd szogeket.
Ekkor T(ABCA) = —a — f5.

Biz. Az aldbbi dbraban T(A;) =7 — B8 =8, T(A; U Ao) = 7 — a,
amibdl adodik 7(Ar) = T(Af U AY) —T(A) =m—a — L.

A A» H

B \v‘
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Ko6z0onséges haromszog teriilete

Tétel: A hiperbolikus haromszog teriilete (Gauss-Bonnet)

Legyen a, B,y az ABCA hiperbolikus haromszog harom belso szoge.
Ekkor T(ABCA) =n—a — B — .

Biz. A rajz mutatja, hogy a A4
haromszoget a Ay haromszoggel
hiperbolikus csuccsal rendelkezo
haromszoggé egészithetjiik ki. Ezekre

T(A1)

T(A1UAy) —T(A2)
= n-—a-y-y -(-y-p)
= n—a—-B-1. %
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A teriiletmérés €s kovetkezményel

Allitds: Konvex sokszogek teriilete

Legyen K konvex n-szog, melynek belsd szogei rendre aq, .. ., a;,.
Ekkor

T(K)y=(n—-2)r—a; —-+ — .

Biz. n szerinti teljes indukcioval.

Kovetkezmény: A teriiletmérés kovetkezményei

©Q A hiperbolikus sikon egyetlen teriiletmérés I1€tezik.

© A hiperbolikus sikon az egyenl0 oldalu haromszogekben a
szogek meghatarozzak az oldalakat.

© A hiperbolikus sikon minden hasonldsagi transzformacié
egybevagosag.
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Trigonometria az euklideszi sikon

Tekintsiik az euklideszi sik azon haromszogét, melynek oldalai a, b, ¢
¢s megfteleld szogel a, 5, y. Ekkor teljesiilnek:

, ) sina sinf8  siny
Szinusz-tétel: = —— =
a b C

Koszinusz-tétel: ¢” = a®> + b> — 2ab cos .

Ezek segits€gével kiszamolhatok:
@ Az oldalak ismereté€ben a szogek.
o Két oldal és a kozbezart szog ismeretében a harmadik oldal.
@ Egy oldal és a rajta fekvo szogek ismeretében a két masik oldal.

Ezzek szemben a sz6gekbol nem tudjuk az oldalakat meghatarozni.
(Az euklideszi sikon vannak hasonlosagok.)
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Trigonometria a hiperbolikus sikon

Definici0: A hiperbolikus trigonometrikus fiiggvények

Tétel: Trigonometria a hiperbolikus sikon

Tekintsiik az ABCA hiperbolikus haromszoget és jeloljiik a megfeleld
oldalakat illetve szogeket a, b, c-vel €s a, B, y-val. Ekkor teljestilnek
sin(@)  sin(8)  sin(y)

labbiak: Szi -tétel: = - '
az aldbbiak: Szinusz-téte sinh(a¢)  sinh(b)  sinh(c)

1. és 2. koszinusz-tétel:

cosh(a) cosh(b) cosh(c) — sinh(d) sinh(c) cos(a).
cos(y) = —cos(a)cos(B) + sin(a) sin(y) cosh(c).
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TetszoOleges tartomany teriilete

Differencialgeometriai modszerekkel megmutathat6, hogy mivel a
hiperbolikus sik Poincaré-téle félsik-modelljében az ivhosszat az

b
S:fa Sgy 8

integrallal szamoljuk, ez€rt ugyanitt az S tartomany teriiletét az

1 1
T(S) = dxdy = —dxd
. fSS(Z)z d s V? g

kettds integrdl adja meg. Ez alapjan példaul az

S={z=x+iy|-1<x<1,y> VI -x?%

parhuzamos oldalu haromszog teriiletére adodik, hogy

1 00 1
1 1
—dxdy = f dx = [arcsin(x)]£ = 7.
Il f\/l—xl y2 -1 V1 —x? !

79/93



Egyenesek a hiperbolikus sikon, modellek
Hiperbolikus mozgasok, tavolsdg, ivhossz, teriilet
A hiperbolikus sik Hiperbolikus mozgéscsoportok

Izometriak az abszolut sikon

Allitds: Tengelyes tiikrozések konjugéltja

Legyen 7, az e egyenesre vett tengelyes tiikkrozés, a pedig tetszodleges

izometria. Ekkor ¢ o 1, o @~ = Tale)-

Tétel: Izometridk osztalyozasa

Legyen « tetszdleges izometria.

Q@ Ha a-nak van hiarom altalanos helyzetl fixpontja, akkor « az
1dentitas.

© Ha a-nak P, Q fixpontjai, akkor o = 7, tengelyes tiikrozés az
a = PQ egyenesre.

© Ha a-nak az egyetlen fixpontja P, akkor @ = 7, o 73, ahol
P=anb.

@ Ha a-nak nincs fixpontja, akkor vagy @ = 7, o 73, ahol a, b
parhuzamosak, vagy pedig @ = 7, o 7 ° 7.
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Izometriak az abszolut sikon (folyt.)

A bizonyitas alapja:

Ha az a 1izometrianak P, Q fixpontjai, akkor a PQ egyenes minden
pontja fix.

Kovetkezmény: A harom tiikrozés tétele

Legyen a, b, c harom egyenes a P ponton keresztiil. Ekkor valamely
P-n atmeno d egyenesre teljesiil 7, o 7, o 7. = 74.

Kovetkezmény: 4 = 2

Négy tengelyes tiikrozés szorzata felirhato két tengelyes tiikrozés
szorzataként.

Biz. Komplikalt, ha a tengelyek parhuzamosak és nem ultraparalellek.
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Hiperbolikus 1zometriak jellemzése

Tétel: A hiperbolikus izometriak jellemzése
Az alabbiak ugyanazok:
©Q Hiperbolikus izometridk.
© Hiperbolikus tengelyes tiikrozések szorzatai.

@ C=CuU ‘00 azon kogyenestarto transzformaciol, melyek fixen
hagyjak R = R U {co}-t.

Q A félsikmodell

P

az + b az + b
- €S P —
cz+d cz+d

=

alaku komplex tortlinearis leképezései, ahol a, b, ¢, d € R.
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Jranyitastarto 1izometriak’”: Mozgasok

Definici0: Mozgasok

A paros sok tiikrozés szorzataként eloallo 1zometridkat mozgasoknak
nevezzik.

Allitds: A mozgasok részcsoportot alkotnak

A mozgasok az 1izometriak csoportjdban 2 indext részcsoportot
alkotnak. A sikbeli mozgasok az identitas €s a két tengelyes tiikrozeés
szorzataként el6allo transzformaciok.

Definici6: Kozéppontos tiikrozések

Messe egymast a, b a P pontban merdlegesen. A 7, o 75 1zometriat P
kozéppontu tiikkrozésnek nevezziik.

Példa: Mozgasok az euklideszi sikon

Eltolasok €s forgatisok. Kozéppontos tiikkrozések.
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l-paraméteres mozgascsoportok

Definici0: 1-paraméteres mozgascsoportok €s azok palyai

Jelolje Mob™ (H) a hiperbolikus sik mozgasainak csoportjat és legyen
a : R — Mob*(H), t - q

csoport-homomorfizmus, azaz minden t, s € R esetén @; o @y = ;..
Ekkor az {a; | t € R} halmazt 1-paraméteres mozgascsoportnak
nevezziik. A P pont palyaja az {a,(P) | t € R} halmaz.

Példa: 1-paraméteres mozgascsoportok az euklideszi sikon

Jelolje a; az 0-koriili 7-szogl forgast. Legyen u # 0 vektor €s jelolje
B: az x — x + tu eltolast. Ekkor {a,} €s {5;} 1-paraméteres
mozgascsoportok. A palydk az elso esetben korok, a masodikban u
iranyvektoru egyenesek.
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Forgasok a hiperbolikus sikon I.

Tekintsiik az ,
cos(?)z + sin(?)

—sin(?)z + cos(?)

mozgasokat.

Allitas: Hiperbolikus forgdsok

Q {o;} 1-paraméteres mozgascsoport.
© Ha r = kn, akkor «; = 1d.
©@ Minden #-re a;(i) = i.

@ Minden a; eldall két i-n 4tmend hiperbolikus egyenesre vett
tengelyes tiikkrozés szorzataként.

Biz. (1)—(3) konnyi szamolas. (4): Mutassuk meg, hogy

cos(£)Z + sin(¢) . o .
T2 — ( )_ ) i-n atmeno hiperbolikus egyenesre vett
sin(#)z — cos(t)

tengelyes tiikkrozés €s a; = 7 o 7.
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Forgasok a hiperbolikus sikon II.

Kovetkezmény

A P = z hiperbolikus pont palyaja i kozé€ppontu hiperbolikus kor.

Biz. du(i, z) = du(a:(i), @/(2)) = du(i, a;(2)).

(x>+1) .

Mutassuk meg, hogy a P = xi hiperbolikus pont palyaja az O = =
kozéppontu euklideszi kor. Hatarozzuk meg ezen kor euklideszi €s
hiperbolikus sugarat.

Allitas: Hiperbolikus korok

A Poincare-fele felsikmodellben a hiperbolikus korok pontosan az
R-et nem metszo euklideszi korok.

Biz. A mozgasok kogyenestartok €s tranzitivan hatnak az r sugaru

korokon.
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Parabolikus transzformaciok

Tekintsiik a
ﬁl‘ VAl o VA o

hiperbolikus mozgdasokat. Konnyen leellendrizheto:

Q {B:} 1-paraméteres mozgascsoport.

© (B} palyai R-el parhuzamos euklideszi egyenesek. Mas szoval, a
palyak az R-at co-ben €rintd kogyenesek.

e

© Minden S, eldall két ultraparalel tengelyi tiikr6z€s szorzataként.

Definici6: Paraciklusok

Az R-at érint6 kogyeneseket paraciklusoknak nevezziik.

Kovetkezmény: Minden paraciklus eldall, mint a {3;} csoport egy
konjugaltjanak palyaja. Mob™ (H) tranzitivan hat a paraciklusokon.
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Hiperbolikus eltolasok 1.

Definici6: Hiperbolikus eltoldasok

Két kozéppontos tiikkrozés szorzataként eloallo hiperbolikus
mozgasokat hiperbolikus eltolasoknak nevezziik. A centrumokat
0sszekotd egyenes az eltolds tengelye.

Allitas: Hiperbolikus eltoldsok

©Q A hiperbolikus eltolasok pontosan a két tengelyes tiikrozés
szorzataként eloallo mozgasok, ahol a tengelyek parhuzamosak,
de nem ultraparalelek.

© A hiperbolikus eltolas egyetlen fixegyenese a tengelye.

© Két hiperbolikus eltolds szorzata akkor €s csak akkor
hiperbolikus eltolas, ha tengelyiik k6zos.

\

Biz. Csak (1): Legyen a, b két megfeleld egyenes, m a kozos

meroleges, A = aNm,B = b N m. EkKkor 7,7, = T47p. o
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Hiperbolikus eltolasok II.

Allitas: Hiperbolikus eltoldsok

Tekintsiik a y, : z — €'z hiperbolikus mozgéasokat. Ekkor

Q {y;} l-paraméteres mozgascsoport.

© A y,-k pontosan az ¢ tengelyi hiperbolikus eltolasok, ahol ¢ a fél
képzetes tengely.

© Minden hiperbolikus eltolas konjugalt valamely y;-hez.

© Barmely A, B pontokhoz pontosan egy y hiperbolikus eltolas
van, melyre y(A) = B.

Allités: Tavolsagvonalak (hiperciklusok)

{y:} palyai euklideszi egyenesek. Altaldban, az m tengelyii eltoldsok
csoportjanak palyai R-t két pontban metszo kogyenesek. Ezek az
m-t0l azonos tavolsagra kévo pontok halmazai.
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., Vektortér’” struktura H-n

A hiperbolikus eltolasok nem alkotnak csoportot. Rogzitsiink egy O
pontot €s vezessiik be az (74), OB helyvektorokon az

OA ® OB = Oy(B)

miuveletet, ahol y(O) = A hiperbolikus eltolds. Ez ,.kvazi” csoport:
invertalhato és egységelemes, de nem asszociativ.

A hiperbolikus sik Cayley-Klein-féle korlapmodelljében ez a miivelet
megfelel a sebességvektorok Einstein-féle addicidjanak.
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Hiperbolikus kor, paraciklus, tavolsagvonal

Allitds: Hiperbolikus kor, paraciklus, tdvolsagvonal

Q Legyen A, B, C harom hiperbolikus pont. Ekkor pontosan egy
hiperbolikus kor vagy paraciklus vagy tavolsagvonal 1€tezik,
mely atmegy ezen a harom ponton.

© A hiperbolikus kor, a paraciklus és a tavolsagvonal a
Poincaré-féle félsik- és korlapmodellben kogyenesek. A
f€lgobmbmodellben korok. A Cayley-Klein-féle korlapmodellben
pedig ellipszisek.

© A hiperbolikus kor, a paraciklus és a tavolsagvonal a
hiperbolikus sikon pontosan az 6nmagukba eltolhaté gorbék.
Ezen gorbék geodetikus gorbiilete konstans.
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Az eldoadasban hivatkozott matematikusok 1.

@ Euklidesz, gorog matematikus, Kr.e. 325-265

@ Omar Khayyam, perzsa matematikus, csillagasz €s iro,
1048-1131

@ Gérard Desargues, francia mérnok és matematikus, 1591-1661

@ Gottfried Wilhelm von Leibniz, német matematikus és filoz6fus,
1646-1713

@ Giovanni Gerolamo Saccheri, olasz jezsuita pap €s matematikus,
1667-1733

@ Carl Friedrich Gauss, német matematikus, csillagasz €s fizikus,
1777-1855

@ Nikoldj Ivanovics Lobacsevszkij, orosz matematikus, 1792—-1856

@ Bolyai Janos, magyar matematikus, 1802—1860
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Az eloadasban hivatkozott matematikusok II.

@ Pierre Ossian Bonnet, francia matematikus, 1819—-1892
@ Bernhard Riemann, német matematikus, 1826—1866

@ August Ferdinand M6bius, német matematikus és elméleti
csillagasz, 17901868

@ Arthur Cayley, brit matematikus, 1821-1895

Henri Poincaré, francia matematikus, elméleti fizikus és
filozo6fus, 1854—-1912

Felix Klein, német matematikus, 1849-1925
Moritz Pasch, német matematikus, 1843—-1930
David Hilbert, német matematikus, 1862—1943
Werner Karl Heisenberg, német fizikus, 1901-1976
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