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A mi targyaldsunkban absztrakt sikon egy (£2,.Z, | ) halmazokbdl all6 harmast
értlink, ahol &7 és .Z diszjunkt halmazok, az | C & x £ pedig a & és £ hal-
mazokon értelmezett relacié. &2 elemeit a sik pontjainak, . elemeit a sik egye-
neseinek nevezzik, P € &, ¢ € £, P14 esetén pedig azt mondjuk, hogy a P pont



illeszkedik az £ egyenesre. Hasznalatos még a P az £ egyenesen fekszik, illetve a P
az £ egyenes pontja szofordulat.

Ha az / illeszkedik a P és Q pontokra, akkor azt is mondjuk, hogy 6sszekoti
a két pontot. Amennyiben egyetlen P-t és Q-t 6sszek6td egyenes van, akkor azt
PQ-val jel6ljik. Két egyenes kdzds pontjait metszéspontoknak is nevezzik. Ha P
az egyetlen olyan pont, amely illeszkedik az ¢ és m egyenesekre, akkor a P = /N
m jeldlés hasznalatos. Két egyenest parhuzamosnak mondunk, ha megegyeznek
vagy nhincs kozos pontjuk; ennek jele £ || m. A P;,...,P, pontokat kollinearisnak
nevezziik, ha letezik egy mindegyikre illeszked0 egyenes. A P,,..., P, pontokat
altalanos helyzetinek mondjuk, ha kdzoluk semelyik harom nem kollinearis.

Az absztrakt sik fogalma sokkal altalanosabb a hétkdznapi sikfogalomnal. Az
alabbi definiciok méar kozelebb visznek benniinket ehhez.

1.1. Definici6. A = (£,.%, 1) absztrakt sikot affin siknak nevezzik, ha telje-
stilnek az alabbi tulajdonsagok (axiomak).

(A1) Ket kilonbodz6 ponthoz egyetlen Gsszekdtd egyenes létezik.
(A2) Keét kilonbozé egyenesnek legfeljebb egy kdzos pontja van.

(A3) Adott P ponthoz és £ egyeneshez pontosan egy P-re illeszkedd, £-el parhu-
zamos egyenes létezik. (Parhuzamossagi axioma.)

(A4) Létezik harom, nem egy egyenesre illeszkedd pont.

1.2. Definicio. AN = (£2,.%, 1) absztrakt sikot projektiv siknak nevezziik, ha
teljesulnek az alabbi tulajdonsagok (axiomak).

(P1) Ket kilénboz6 ponthoz egyetlen Gsszekdtd egyenes létezik.
(P2) Ket kilonbodz6 egyenesnek pontosan egy kdzds pontja van.
(P3) Létezik négy altalanos helyzetl pont.

Rdviden elmagyardzzuk azt a mddszert, amely kapcsolatot teremt affin és pro-
jektiv sikok kozott.

Legyen N = (£2,.2Z, 1) projektiv sik és rogzitsink egy tetszéleges 4., egye-
nest. Definidljuk a 22* = Z\ {P | P14}, £* = £\ {{-} halmazokat és legyen
I* az | megszoritasa 27* x .£*-ra. Ekkor M* = (22*,.Z*, 1) affin sik. Val6ban,
két M*-beli egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha M-beli metszéspontjuk
illeszkedik £,-re.

Ezen eljaras megforditasa az aldbbi. Legyen N = (2,2, 1) affin sik. Mint
minden affin sikon, a parhuzamosség itt is ekvivalencia-relacio .Z-en, nevezziik a
parhuzamossagi osztalyokat végtelen tavoli pontoknak, jel6lje ezek halmazat £...
Legyen &* = P ULy bs L* = L U{l}. Ertelmezziik az |* illeszkedési relaciot

az aldbbi médon
Pe X lLe L,PlY;

Pl*/<= < Pelnle L LeP,;
P& lo,l = L.
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Ekkor M* = (27*,.%*, 1*) projektiv sik. Ezt a N projektiv lezartjanak is hivjuk.
Az £ egyenest végtelen tavoli egyenesnek, ennek pontjait pedig végtelen tavoli
pontoknak nevezziik.

Ezekkel a miiveletekkel l1ényegében megfeleltethetjiik egymasnak a projektiv
és az affin sikok osztalyait, de szem el6tt kell tartanunk, hogy mig a projetiv leza-
ras egyertelmd, addig az inverz fligg az /., egyenes megvalasztasatol.

Tekintslink példakat affin és projektiv sikra. Mindkét esetben igaz, hogy az
egyeneseket azonosithatjuk a rajuk illeszkedd pontok halmazaval, azaz feltehet-
juk, hogy £ c 27 ésPIL <P el

Rogzitsiik a tetsz6leges K testet és definialjuk az alabbi halmazokat.

Pa=KxK,
Za={{(xy) € K*|y=mx+b}[mbe K}u{{(cy)[ye K} |ceK},

valamint

gzproj ={(x:y:2) |x,y,z€ K,(x,y,z) # (0,0,0)},
"gproj = {{(X:y:Z) ‘ ax+by+cz:0} | a,b,CE K,(a,b,C) 7é (07070)}a

ahol (x:y:z)={A(x,y,2) | A € K\ {0}} az (x,y,2) # (0,0,0) harmas &ltal meg-
hatarozott homogén szamharmas. Ekkor My = (P, La, €), valamint Mooy =
(ﬁproj,fpmj,e) a K testre épitett affin illetve projektiv sikok. M, projektiv le-
zartja Moo ebben pedig barmely végtelen tavoli egyenes kijeldlése esetén a fenti

eljaras lNy-val izomorf affin sikot eredmeényez.

2. Osztasgyuruk, algebrak

A testre épitett affin sik konstrukcidjaban az axiomak ellen6rzésekor messze nem
hasznaljuk ki az 6sszes testtulajdonsagot. A kdvetkezd definicié a test foglamat
altalanositja, bar megjegyezziik, hogy ebben a jegyzetben nem célunk a legna-
gyobb altalanossag targyalasa.

2.1. Definicid. A két darab binaris mivelettel felruhdzott R = (R, +,-) halmazt
osztasgydr(inek nevezzilk, ha az alabbiak teljestlnek.

(D1) (R,+) Abel-csoport 0 € R neutralis elemmel.

(D2) Mindkét oldalon teljestl a disztributivitds, azaz minden Xx,y,z € R esetén
fenndll x(y +2) = xy+xz és (x+y)z=xz+yz.

(D3) Tetszblegesa € R\ {0}, b € R esetén az ax = b és ya = b egyenletek egyeér-
telmen megoldhatok R-ben x-re és y-ra.

2.2. Allitas. Legyen R osztasgy(r. Ekkor a 22 =R?, . = {{(x,y) € R? |y
mx+b} [m,beR}U{{(c,y) |y € R} |c € R} valasztassal aM(R) = (£, .Z, €
harmas affin sikot alkot.
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A TM(R) sikot az R osztasgydr(vel koordinatazott affin siknak nevezzik. Itt
azonnal felmertl az R gy(r{ algebrai tulajdonsagai és a sik geometriai tulajdonsa-
gai kozott fennalld kapcsolatra vonatkozo kérdés. Mieldtt ezt targyalnank, adunk
néhany igen fontos, klasszikusnak nevezhetd példat osztasgydiriire. Ezen példak
kdzos vonasa, egyben vektorterek a valos szamtest felett, és a vektortér struktura

s

6sszhangban van az osztasgydra struktarajaval.

2.3. Definicid. A K test feletti A vektorteret K feletti algebranak vagy réviden
csak K-algebranak nevezziik, ha értelmezve van benne a szorzasnak nevezett bi-
linearis (x,y) — x-y = xy muvelet.

2.4. Definicio. Az A K-algebrat osztasalgebranak hivjuk, ha minden a,b € A,
a # 0 elemekre az ax = b, ya = b egyenletek egyértemiien megoldhatok x-re és
y-ra.

Nyilvan minden osztasalgebra egyben osztasgydrd is. Az is vilagos, hogy a
K test barmely L (kommutativ) testbévitése tekinthetd K feletti osztasalgebranak.
Eszerint a legkézenfekvObb példa osztasalgebrara a komplex szdmok C teste. Ezt
koveti a kvaterniok H ferdetestje.

Tekintstik az R feletti 4-dimenzios H = R+ Ri+ R j + Rk vektorteret. Ertel-
mezziik a szorzasmiveletet a {1,i, j,k} bazison az alabbi tablazat alapjan, majd

terjesszik ki a teljes térre bilinearis modon:

k
i k
-1 —j
-k =1 i
j - -1

X — =
g S—  S—

X =

Azonnal latszik, hogy 1 egységeleme H-nak, az asszociativitas pedig szamolassal
leellendrizhetd.
Megjegyzés. Az asszociativitas feltételezése mellett a mivelet az i = j2 = k2 =
i jk = —1 relaciokkal is megadhato.

Definialjuk a H — H,

Z=Xg+ X JFXo ]+ XK =7 =Xg— X — Xy ] — XgK

R-linedris leképezést, ekkor nyilvan Z = z teljestil minden z € H esetén. Ezt a le-
megmutathato az is, hogy tetszbleges z,,z, € H elemekre z, +7, = 7; + 7, €és
7,7, = 7, 7; all fenn, azaz a konjugalas a H algebra antiautomorfizmusa.
Végezetll vegyiik észre, hogy minden z = X, +X; j+X, j + X3k € H elem esetén
N(2) = 2Z = X3+ x4 + X3 -+ X3 nem-negativ valos szam, ami csakis a z = 0 esetben
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1. dbra. Az oktavok ,,szorzétablaja”.

nulla. Mivel a konjugalas antiautomorfizmus, az R elemei pedig barmely mas
elemmel felcserélhetok, ezért tetszbleges z,,z, € H-ra

N(z,2,) = 2,2,7,7, = 2;N(2,)Z, = N(z)N(2,)

all fenn. Az N : H — R leképezést norménak nevezzik, az utébbi tulajdosagrol
pedig azt mondjuk, hogy az N norma multiplikativ.

Tekintstink most egy tetszbleges 0-tdl kiillonbdz6 z € H elemet. Ekkor N(z) #
0 valés szdm és a 2/ =Z/N(z) a H egy jol meghatéarozott eleme, amelyre teljesil
22/ =72=1. A H\ {0} halmaz tehat a szorzasra nézve egy nem-kommutativ
csoportot alkot, ami azt jelenti, hogy H ferdetest.

Megjegyzés. Ugyanezekkel a tulajdonsadgokkal rendelkezik a z — z komplex kon-
jugélés és az N(z) = zz komlpex norma is, azzal a kullénbséggel, hogy a szorzés-
mivelet kommutativitdsa miatt a konjugalas automorfizmus. Trivialis, de fontos
észrevétel, hogy R,C = R+ Ri a H részalgebrai.

Vegyuk észre, hogy a valos szamokbol kiindulva, az egyes lépésekben a di-
menzié megkétszeresével konstrualunk Uj osztasalgebrakat. Ennek ara mindkét
esetben egy ,,sz€p” tulajdonsag elvesztése: elszor a test teljes rendezése, majd a
szorzasmUivelet kommutativitdsa megy veszendbbe. Mint latni fogjuk, a Iépésiin-
ket ismételten megtehetjik, ekkor azonban mar a szorzasmdvelet asszociativiasa-
tol is el kell bucstznunk.

Legyen {1,e,,...,e,} az R feletti 8-dimenzios vektortér egy bazisa. Az 1.
abra segitségével definialjuk a béaziselemek szorzatait az alabbi médon. 12 = 1,
le,=el=¢,e2=—16s eje; = —e; = e azon (i, j, k) harmasokra, amelyek
az 1. abran egy megfelelGen iranyitott blokkot hataroznak meg. Példaul e je; =€,



mig e,e; = —e,;. Ezt a szorzasmiiveletet a teljes térre bilinearisan Kiterjesztve
kapjuk az oktavok osztasalgebrajat. Ennek jele az irodalomban Q.

Konnyen meggondolhatd, hogy ha az {i, j,k} harmas egy az 1. abran sze-
repld blokkot hataroz meg, akkor R + Re; + Re; + Re, altér egy H-val izomorf
részalgebra O-ban.

AZ 7 = Xy X181 + X8, + X585 + X,€, + Xc€5 + X4 + X,€, elem konjugaltja
definicid szerint

mig a normaja
5 w2 v 12 v 1 v2 12 2 2
N(z) = 2Z = X5+ XT + X5 + X5+ X3 + Xg + X§ + X5.

Kozvetlen szamolassal adodik, hogy a konjugalas ismét antiautomorfizmus, a
norma pedig multiplikativ. Ha most a és b nullatdl killénb6zé Q-beli elemek, ak-
kor N(a) és N(b) pozitiv val6s szamok, s igy N(ab) = N(a)N(b) és ab sem lehet
nulla. Ez azt jelenti, hogy O nullaosztdmentes, vagyis az L, : X — ax leképezeés in-
jektiv R-lineéris transzformacié O@-n. Mivel Q véges dimenzids vektortér R felett,
igy Lq invertalhatd, azaz az ax = b egyenlet egyetlen megoldasa x = L3 %(b). Ha-
sonléan megmutathat6 ya = b egyertelm( megoldhatdsaga, tehat O osztasalgebra.
Vegezetill, (e,e,)e, = e,, e,(e,e,) = —e, mutatja, hogy @ nem asszociativ.

A legtébb ember szamara szokatlan nem asszociativ binaris miveletekkel dol-
gozni. Néhany propalkozas meggy6zhet benniinket arrdl, hogy szamos korabban
hasznalt modszer sikertelen lesz. Szerencsére az oktavok esetén az asszociativitas
helyére annak egy gyengébb valtozata keril, ami azonban megfeleld mddszerek-
kel majdnem olyan hasznossa tehetd.

2.5. Definicid. Az R nem feltételendil asszociativ gylr(t alternalé gytrinek ne-
vezzilk, ha az

(Xx)y = x(xy), (xy)x = x(yx), (Xy)y = x(yy) 1)
azonossagok teljestilnek minden x,y € R elemre.

A R gyd(riin értelmezzik az [x,y,z] = (Xy)z — x(yz) asszociator-zarojelet. Ez
a disztributivitas miatt minden valtozojaba additiv, algebra esetén pedig trilineéaris
IS.

Ennek az észrevételnek segitségével az alterndld tulajdonséagot az [x,x,y| =
[X,¥,X] = [X,,y] = 0 egyenlségek fejezik ki. Ezek nem additiv (linearis) azonos-
sagok, azonban egy polarizalasnak nevezett triikkel additivva (linearissa) tehetok:

0: |:X+yﬁx+y7z] = [X7X7Z]+[X7y7z]+[y7x7z]+[y7y7z] = [X’y’z] +[y7XJZ]7

vagyis [X,Y,z] = =y, x,z]. Hasonléan, [x,y,z] = —[z,y,X] = —[X,2,Yy], amibdl pedig
X,y,z] = [y,z,X] = [z,x,y] is kdvetkezik. Ez indokolja az ,,alternalé” elnevezést.
Konnyen meggondolhat6 az is, hogy a definicidban szereplé harom azonossag
kozll barmelyik kettd maga utan vonja a harmadikat.
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2. dbra. A Desargues-féle (P,t) és a Pappusz-féle tulajdonsag.

3. Konfiguraciok a projektiv sikon

Ebben a fejezetben a definicidk és allitasok nagy része a projektiv sikon értelmes,
ezért ha affin sikrdl van sz0, akkor ilyen esetekben annak a projektiv lezartjara kell
gondolni. A tipikus eset Desargues és Pappusz jol ismert tételei (Id. a 2. abrat),
ezeket a valOs testre épitett projektiv sikon legegyszeriibben kdzvetlen szamolas-
sal tudjuk bebizonyitani. Ezzel szemben az absztrakt esetben ezeket axidmakeént
fogalmazzuk meg.

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a N sik Pappusz-féle, ha az A, A,, A; és B,
B,, By kollinearis pontharmasok esetén az A;B, NA,B;, A;B;NA3B;, A,B;N
A;B,, pontok is kollinearisak.

3.2. Definicié. Rogzitstik a I sik P pontjat és t egyenesét. Legyenek A, A,, A,
B, B,, B tetszbleges olyan pontok, melyekre P,A;, B, kollinearisak i = 1,2, 3 ese-
tén. Definiél_juk aQ; =A;ANB;B, pontoke}t, {i,],J} ={1,2,3}. Azt mondjuk,
hogy M-n teljesiil a Desargues-féle (P,t) tulajdonsag, ha valahanyszor Q4, Q,, Q4
kozll kettd t-re esik, akkor a harmadik is.

3.3. Definicido. Azt mondjuk, hogy a I sik Desargues-féle, ha minden P pont és
t egyenes esetén teljestl a Desargues-féle (P,t) tulajdonsag. Azt mondjuk, hogy
a M Moufang-féle sik, ha minden P It esetben teljesil a Desargues-féle (P,t)
tulajdonsag.

Megjegyzés. A PIt esetben kis Desargues-konfiguraciorol beszélink, Id. a 3.
abrét.



3. abra. A kis Desargues-konfiguracio.

Az alabbi két tétel és az Gket kdvetb allitds bizonyitasa megtalalhatd Rado
Ferenc és Orban Béla A geometria mai szemmel c. kdnyvében.

3.4. Tétel (Hessenberg). Barmely Pappusz-féle projektiv sik Desargues-féle pro-
jektiv sik. a

3.5. Tetel. AT sik akkor és csak akkor Pappusz-féle, ha izomorf egy K test fe-
letti M(K) sikhoz. A I sik akkor és csak akkor Desargues-féle, ha izomorf egy F
ferdetest feletti M (F) sikhoz. O

Mindkét utobbi tétel bizonyitasaban kdzponti szerepet jatszik az alabbi allitas.

3.6. Allitas. A (P,t) tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy minden Q,Q’ # P pont-
parhoz, melyek P-vel kollinearisak és nem illeszkednek t-re, Iétezik pontosan egy
kollineacio, amely P-t és t pontjait fixen hagyja és amely Q-t Q’-be viszi. a

A kis Desargues-fele projektiv sikok jellemzését Ruth Moufang német mate-
matikusnd adta meg.

3.7. Tétel (Moufang). A N sik akkor és csak akkor Moufang-féle, ha izomorf egy
R alternal6 osztasgydird feletti M(R) sikhoz. O

A tétel bizonyitasa helyett megelégsziink azzal, hogy az utolsé fejezetben
megmutatjuk, hogy az Q-ra épitett sik Moufang-féle.



4. Kompozicioalgebrak
A tovabbiakban A R feletti egységelemes véges dimenzios algebrat jelol.

4.1. Definicié. Azokat az A algebrakat nevezziik kompozicidalgebranak, ame-
lyeken értelmezve van egy N : A — R nem-elfajulé multiplikativ kvadratikus alak,
azaz N(xy) = N(x)N(y) minden x,y € A esetén.

4.2. Definicié. Az A algebrat kvadratikus algebranak nevezziik, ha minden x €
A elemhez léteznek a, B,y € R val6s szamok, melyekre ax? + Bx+ y = 0.

A C komplex szamtest, a kvaterniok H ferdeteste és az oktdvok O osztasalgebraja
az N(z) = zz normaval példat szolgaltatnak R feletti kompozicidalgebrara. Az
R feletti 2 x 2 matrixok vektortere a matrixszorzasra és a determinansra, mint
normara nézve egy tovabbi példa. Ez azonban a tobbivel ellentétben rendelkezik
nullaosztokkal, azaz nem osztasalgebra.

Tetszbleges A kompozicidalgebra esetén definialhatjuk az alabbi fogalmakat:
A normahoz kapcsol6dd belsd szorzat f(x,y) = 2(N(x+y) —N(x) —N(y)),az€ A
elem nyoma t(z) = 2f(1,z), a z elem konjugaltja z =t(z) — z. Nyilvana z — t(z),
z +— 7 leképezések R-lineérisak.

4.3. Tétel. Minden kompozicidalgebra alternalé kvadratikus algebra.

Bizonyitas. Legyen A tetsz8leges kompozicidalgebra. Az N(xy) = N(X)N(y)
egyenl6ségbe y helyére y +w-t irva, azaz y szerinti polarizélassal, valamint a belsé
szorzat definiciojanak felhasznalasaval kapjuk, hogy

N(x) f(y,w) = f(xy,xw). (2)
Tovabb polarizélva a (2) egyenl6séget x szerint, az
21(x,z) f(y,w) = f(xy,zw) + f(zy,xw) 3)
egyenldség kovetkezik. Ebbe z = 1-et és y = xu-t helyettesitve kapjuk, hogy
t(x) f (xu,w) = f(x(xu),w) -+ f(xu,xw). 4)
Hasznaljuk fel a (2) azonossagot és f bilinearitasat arra, hogy a (4) egyenletet
0= f(x(xu) —t(x)xu+N(x)u,w). 5)
alakra hozzuk. Mivel (5) teljesil minden w-re és f nem-elfajulo, az
X(xu) —t(x)xu+N(x)u=0 (6)

egyenlet teljesul minden x,u-ra. u = 1 helyettesités adja, hogy minden x teljesiti
az
X% —t(x)x+N(x) =0 (7)
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azonossagot, ami bizonyitja, hogy A kvardatikus algebra.

Végezetul (7)-et jobbrol u-val szorozva, majd (6)-bdl kivonva kapjuk az x(xu) —
x2u = 0 egyenl8séget. Hasonldan, a (3) egyenl&ségbe w = 1-et és x = vy-t helyet-
tesitve

(vy)y —t(y)vy+N(y)v=0 (8)
majd (vy)y — vy? = 0 adédik, azaz A alternal6 algebra. a

A nyom linearitasa miatt

(x+y)? = t(x+y)(x+y) = N(x+y)
= t)X = N(X)+t(y)y = N(y) +t(x)y+t(y)x— F(x,y)
= X2+ Y2ty +ty)x— f(x,y),

vagyis
Xy +yx =t(x)y +t(y)x— f(x,y). ©)
4.4. Allitas. A konjugalas a kompozicidalgebra antiautomorfizmusa. Teljesiil to-

vabba X = x.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy N(ax) = a®N(x) és N(1) = N(1)%. HaN(1) = 0 lenne,
akkor N(x) = N(1)N(x) = 0 lenne minden x € A esetén, ami kizart. gy N(1) =1
ést(1l) =2f(1,1) =2, de ekkor minden a € R esetén t(a) = 2a. Ezért aztan

bl

=t(t(x) —x) —t(x) +x=2t(x) — 2t(x) +x = x.
A konjugalast illetéen csak azt kell megmutatnunk, hogy Xy = yX. A (9) egyenlé-
ség és t definicidja szerint

YX=Xy = t(y)t(x) —t(x)y —t(y)x+xy+yx—t(xy)
= t(y)t(x) — f(xy) —t(xy)
= f(l,X)f(l,y)—f(X,y)—f(l,xy)

Itt azonban az utolso rész 0, amit a (3) egyenletbdl kapunk z = w = 1 helyettesi-
tessel. O

A fejezetet ket fontos észrevétellel zarjuk.

4.5. Lemma. Az A egységelemes kompozicidalgebra tetszéleges x,y elemiere az
X, Y és X elemekbdl képzett asszociator nulla.

Bizonyitas. Az x elem X = t(x) — x konjugéltjéra teljesul
X, %,y] = [t(x) = x,%,y] = t(x)[1,%,Y] = [, ,y] =0,

mivel (1x)y = 1(xy) és x?y = x(xy). Az asszociator-zarojel alternalasa miatt ekkor
az 0sszes asszociator értéke nulla. a
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Legyen B az A kompozicioalgebra olyan részalgebraja, amely tartalmazza az
1 egysegelemet és amelyen az f(x,y) bels6 szorzat nem-elfajuld. (Azaz minden
x € B-ra létezik y € B, hogy f(x,y) # 0.) Jelélje B+ a B f-re vonakoz6

B- ={yeA| f(x,y) = 0 minden x € A esetén }

ortogonalis kiegészit6 alterét. A bels6 szorzat bilinearitasa miatt B+ R-lineéris
alter.

4.6. Lemma. Ha B az A kompozicidalgebra nem-elfajulo részalgebraja, akkor
minden d € B+ elemre dB C B*.

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy tetsz6leges b,c € B elemre f(c,db) = 0.
A (3) egyenlet szerint

f(c1,db) = 2 (c,d) f(1,b) — f(d1,cb) =0,

hiszend L b,c,cb € B. a

5. A Cayley-Dickson eljaras

Ebben a fejezetben A R feletti véges dimenzios, egységelemes kompozicidalgeb-
rat jelol N nem-elfajulé multiplikativ norméaval. Az N-hez tartozé belsd szorzatot
f(x,y) a nyomot t(x) jel6li. Ekkor x kielégiti az x2 —t(x)x + N(x) = 0 egyenletet
és a konjugalas mivelete antiautomorfizmus. Teljesul tovabba N(x) = xx.

A Cayley-Dickson eljaras néven ismert modszer segitségével A és egy tetsz6-
leges a € R szam felhasznalasaval egy uj R-algebrat konstrualhatunk. Definialjuk
a B = A® A vektortéren az alabbi bilinearis szorzasmdiveletet:

(a;,a,)(by,b,) = (a;b; —ab,a;,ab, +bja,).

Trivialis szdmolassal adodik, hogy (1,0) egységelem B-ben és az a — (a,0) lekeé-
pezés A bedgyazasa B-be. llyen forman A-t és R-t B részalgebrajanak tekinthetjik.
Mivel pedig a v = (0,1) elemre v2 = —a, az (j algebrat B = A+ VA alakba irhat-
juk.
Megjegyzés. Az R val6s szamtestbél az a = 1 valasztassal a Cayley-Dickson
eljaras a C komplex szamtestet hozza létre.

Terjessziik most ki a konjugalas miiveletét B-re az (a,,a,) = (a;, —a,) defini-
cioval. Ekkor x = (a,,a,) € B esetén

tg(X) =x+X = (a,+a;,0) =t(ay) €R,
Ng(X) =xX =Xx = (a,a; + 0a,a,,0) = N(a;) + aN(a,) € R

és x eleget tesz az

X2 —t(X)x+N(X) = X% — (X+X)x+xX =0

11



R feletti masodfokd egyenletnek, azaz B kvadratikus algebra. VVégezetul megmu-
tatjuk, hogy a konjugalas B antiautomorfizmusa:

(by,—b,) (@1, —a,) = (b3 —aab,, —bja,—ah,)
= (a3, —ab,a;, —(ajh, +b,a,))
= (a17 a2) (b17 b2)

A Cayley-Dickson eljaras tehat egy kvadratikus algebrat hoz létre. A kdvetkezd
allitas megmutatja, hogy mely esetekben lesz B kompozicidalgebra.

5.1. Allitas. Tekintsik az A kompozicioalgebrabol és az a € R elembél a Cayley-
Dickson eljarassal megkonstruélt B algebrat. Ekkor a kovetkezo allitasok ekviva-
lensek.

(i) B kompozicioalgebra.
(ii) B alternal6 algebra.
(iii) A asszociativ algebra.

Bizonyitas. Els6ként azt latjuk be, hogy N nem-elfajulé kvadratikus alak; ebbdl
a 4.3 és 7.3 tételek szerint kdvetkezik (i) és (ii) ekvivalencigja. Mar lattuk, hogy
Ng(a;,a,) = N(a;) +aN(a,), amibdl adodik az

fa((a1,8,), (b3, b,)) = f(ag,by) +af(ayb,)

bels6 szorzat. Tegyiik fel, hogy x = (a;,a,) € B elemre fz(x,y) = 0 teljestl min-
deny = (b;,b,) € B esetén, ez csak gy lehetséges, ha f(a;,b,) = f(a,,b,) =0
all fenn minden b,,b, € A-ra. Mivel azonban N nem-elfajuld A-n, igy ez utobbi
feltétel implikalja a, = a, = 0-t és x = 0-t. Ez pontosan azt jelenti, hogy Ng
nem-elfajulé kvadratikus alak B-n.

Tekintsiik most az x = (a,,a,), y = (b;,b,) B-beli elemeket és a 4.5 lemma
segitségével szamitsuk ki az x2y — x(xy) kiilénbséget.

X2y = (af— aa,ay,a,a,+aga,)(by,b,)
= (ajhy - O’(zaza_z)bl —abya,(a; +ay),
x(xy) = (aj,ay)(a;b, —abya,,ab,+b,a,)

(athy __5‘12(b2a_2)__ a(@hy)a, —ab,(ady),

Mivel a, +aj,a,a, € R, ezért fennall ab,ay(a, +a;) = a((a, +ap)b,)a, és
(a,a,)b; = b, (a,a;), igy az els6 komponensek kiilonbségére

2, (b,8;) — (a;0,)@; = —[ay, by, @)
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adodik. A masodik komponenseknél hasonldan jarunk el, az (a,a&;)b, = b,(a5a,)
és b, (a; +ay)a, = ((a; +a;)b;)a, egyenldségeket hasznalva kapjuk, hogy a k-
16nbség

(a1h;)a, —ay(b;a,) = [ag, by, 8,].
Tehat

[X, X, y] = (_[al’ bZ’a_Z]a [a_17 blvaz])a
vagyis B akkor és csak akkor elégiti ki az x?y = x(xy) azonossagot, ha A asszoci-
ativ. Ez bizonyitja (ii)=-(iii)-t.

Mivel a konjugélas antiautomorfizmus, teljesul az

[Xayaz] = —[17,7]
= =[t@z) —z,ty)—yt(x) =X
= —[—Z,—y,—X]
= [z,y,X]

azonossag. Tegyuk ezért fel, hogy A asszociativ, igy [x, x,y] = 0. Ekkor [y,x,x] =
[x,x,y] = 0 =0, azaz (yx)x = yx?, vagyis B alternal¢ algebra. a

5.2. Allitas. Az A kompozicidalgebrabol és az o € R elembél a Cayley-Dickson
eljarassal megkonstrualt B algebra akkor és csak akkor asszociativ, ha A kommu-
tativ és asszociativ.

Bizonyitas. Az 5.1 allitas szerint ha B asszociativ, akkor A is asszociativ és teljesul
0= (07 1) (aa O) ) (b70) - (Oa 1) ) (a7 O)(b70) = (07 ba — ab)a

vagyis A kommutativ is egyben. Ha pedig A kommutativ és asszociativ, akkor
egyszeri kozvetlen szamolas kiadja B asszociativitasat. a

5.3. Allitas. Az A kompozicidalgebrabol és az o € R elembél a Cayley-Dickson
eljarassal megkonstrualt B algebra akkor és csak akkor kommutativ, ha dim(A) =
1.

Bizonyitas. Ha A = R, akkor B asszociativ és @ = a minden a € R esetén. Eb-
ben az esetben a szorzasmlivelet definicidjabdl azonnal latszik B kommutativitasa.
Tegyuk fel most, hogy B kommutativ és asszociativ, az 5.2 allitas szerint ekkor A
kommutativ. Az (a,0)(0,1) — (0,1)(a,0) = (0,a— a) = 0 egyenl6ség mutatja,
hogy a konjugalas identikus leképezés A-n ést(a) = 2a. Vagyisac R=A. O

Megjegyzés. A bizonyitasbol az derdil ki, hogy A = R akkor és csak akkor teljesil,
ha a konjugalas mivelete az identikus leképezés A-n.

A fejezet hatralévé részében a Cayley-Dickson eljaras ,,természetes el&fordu-
lasardl” gydzddhetiink meg.
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5.4. Tetel. Legyen A a B kompozicioalgebra olyan részalgebraja, amely tartal-
mazza az 1 egységelemet és amelyen f nem-elfajul6. Ekkor barmely v € A+ elem
esetén v’ e Résa B, = A+VA olyan részalgebraja B-nek, amely izomorf az A-bol
és a = —v2-b6l Cayley-Dickson eljaréassal nyert algebrahoz.

Bizonyitas. Mivel 1€ Aésv e AL, igyt(v) = f(1,v)=0ésv eV, tehat v € R
Igaz tovabb4, hogy barmely a € A-ra

0= f(v,a)=va+av=va—ayv,

vagyis av =va. A 4.6 lemma szerint minden b € A esetén vb € A+, ezért az
el6z6hoz hasonldan
(vb)a=a(vh).

Ebb6l kiszdmithatjuk a kdvetkez6 kilonbségeket:

(va)b—v(ba) = (va)b— (vb)a+ (vb)a—v(ba)
(av)b —a(vb) +[v, b, a]
(av)b —a(vb) +[a, Vv, b]
(av)b —a(vb) + (av)b —a(vb)
((a+a)v)b— (a+a)(vb)
07

és
(va)(vb) —v2(b@) = (va)(vb) — ((va)v)b+ (v(av))b —v(v(ba))
= —[va,v,b]+(v(av))b —v((va)b)
= [v,av,b]+[v,av,b]
= (@+3a)vvb]
= 0,

ahol felhasznaltuk a korabban bizonyitott azonossagokat és azt, hogy B alternald
algebra. Ezekb0l két B,-beli elem szorzatara

(a;+vay)(by+vby) = a;by+(vay)by + (vby)a; + (vay)(vby)
= b —v2(b2a2)+v(b1a2)+v( b,)
= by +abya; +v(ah, +ba,).
Ez pontosan azt jelenti, hogy B, olyan részalgebraja B-nek, amely izomorf az
A-bol és a = —v2-b6l Cayley-Dickson eljarassal nyert algebrahoz. a

6. Hurwitz tétele

Eddig talan nem hangsulyoztuk kell6képpen, de remélhet6leg sokak szdméra ed-
dig is vilagos volt az a fontos tény, hogy R-b0l és az a = 1 értékbdl kiindulva a
Cayley-Dickson eljaras rendre a C, H valamint @ kompozicitalgebréakat szolgal-
tatja.
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6.1. Tetel (Hurwitz). Minden valds szamtest feletti véges dimenzios, nullaoszto-
mentes kompozicidalgebra izomorf a kdvetkezdk valamelyikével: R, C, H, Q.

Bizonyitas. Legyen B a feltételeknek megfelel6 algebra. Legyen f a B normajahoz
tartozo belsd szorzat és jelolje X az X C B halmaz f-re vonatkozo6 ortogonalis
kiegészitd alterét. Mint korabban lattuk, hogy barmely 0 #v € R+ elemre t(v) =0
ésv? < 0. Ha ugyanis v2 = ¢ > 0 allna fenn, akkor (v—+/C)(v-++/C) = 0 teljesiilne,
ami B nullaosztdmentessége miatt azt jelentené, hogy v = +,/c € R. Ez nem
lehetséges.

Ha dim(B) = 1, akkor B = R. Tegytk fel, hogy dim(B) > 1, akkor A; =R
valddi részalgebra és A;- # 0. Valaszthatunk egy v, € AT elemet, amelyre V2 =
—1, és amelyre az 5.4 tétel szerint az A, = A; +V, A, olyan részalgebraja B-nek,
amely izomorf az R-bdl és a = 1-bél Cayley-Dickson eljarassal nyert algebrahoz,
vagyis A, = C.

Ha dim(B) = 2, akkor B = A, = C. Tegyik fel, hogy dim(B) > 2, és va-
lasszunk egy v, € Ay Ugy, hogy v5 = —1. Tekintsiik az A; = A, +V,A, alteret.
Az 5.4 tétel szerint ez olyan részalgebra B-ben, amely izomorf a C-bdl a =1
valasztassal konstrult algebrahoz, azaz H-hoz.

Ha dim(B) = 4, akkor B = A; = H. Hadim(B) > 4, akkor a fentiekhez hason-
I6an valasztunk egy v, € Az elemet, amelyre v% = —1, és kapjuk az O-val izomorf
A, = A;+V3A, részalgebrat. Ha dim(B) = 8, akkor B = Q. Megmutatjuk, hogy
dim(B) > 8 nem lehetséges.

A dim(B) > 8 esethen ugyanis az el&bbi eljarast folytatva tudnank egy v, € Az
elemet valasztani, amelyre v4 = —1 és az 5.4 tétel szerint az A; = A, +V,A, ré-
szalgebra izomorf lenne az O-bol és a = 1-b6l a Cayley-Dickson eljarassal meg-
alkotott 16-dimenzids algebrahoz. Mivel viszont a feltevés szerint B kompozi-
cidalgebra, azaz alternal6, az A részalgebra is alternal6. Ekkor az 5.1 allitas-
bol adodoan @-nak asszociativnak kellene lennie, ami nyilvanval6 ellentmondas.
Tehat dim(B) < 8 és minden esetben B izomorf a tételben felsorolt R-algebrék
valamelyikéhez. O

7. Kvadratikus algebrak

A kvadratikus algebrak osztalyanak a jelentésége mar Kitlinhetett az eddigi feje-
zetekbdl is. Most részletesebben is megvizsgaljuk ezt az algebraosztalyt.

A fejezet soran A mindig R feletti, véges dimenzios, egységelemes kvadrati-
kus algebrat fog jeldlni.

7.1. Lemma. Definialjuk A alabbi részhalmazat:
V ={xeA\R|x% e R}U{0}.

Ekkor V lineéris altér A-ban és A= R&V vektorterek direkt 6sszege, azaz minden
X € A elemhez egyértelm(ien léteznek o € R, u €V elemek, amelyre x = o + u.
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Bizonyitas. TetszOleges x € A\ R elemhez Iéteznek b,c € R elemek, amelyre
x2 +bx+c = 0. Ekkor nyilvan x+b/2 # R és (x+b/2)?2 = —c +b?/4 € R,
azaz x+b/2 € V és x el6all egy R-beli és egy V-beli elem dsszegekent. Mivel
RNV = {0}, igy A direkt felbontasahoz elegendd6 megmutatni, hogy V linearis
alter.

Az vilagos, hogy a € R esetén aV CV, hatravan mégV +V CV. Rogzitsiink
ehhez tetszbleges u, vV -beli elemeket. Ha ezek lineérisan fliggdk, akkor szlikség-
szer(ien egyik skalarszorosa a masiknak, de akkor az dsszeguk is skalarszorosa
ugyanannak az elemnek, tehat benne van V-ben. Tegyik ezért fel a tovabbiakra,
hogy u és v linearisan fliggetlenek.

Tudjuk, hogy A kvadratikus algebra, igy léteznek a,b,c,d € R skalarok, ame-
lyekre (u+Vv)2 =a(u+v)+bés (u—v)? =c(u—v) +d. Ezekbdl uv+ vu-t kétfé-
leképpen kifejezve kapjuk, hogy

u-+vu=au+av+b—u?—v?=—cutcv—d+u’+v?
vagyis a*u+b*v+c* =0, ahol a* =a+c, b* =a—césc* =b+d —2u?— 22
mind R-beli elemek.

Tegylk most fel, hogy a* # 0, ekkor b* # 0, mert u € R és c* % 0 mert u és
v lineérisan fliggetlenek. Ezért a*u+ b*v+ ¢* = 0-t atalakithatjuk u = b**v 4 c**
alakra, ahol b**c** # 0. Ebbdl az kovetkezne, hogy

u2 _ V2 _ (C**)Z

V= R
Zb**C** € )

ami viszont a feltételeink szerint nem igaz. fy tehat szilkségszerien a* = 0,
amibdl kovetkezik b* = 0 is.

Ezzel belattuk a+c = a— ¢ = 0-t, ami azt jelenti, hogya=c=0és (U+Vv)? =
beR u+veR azt jelentené, hogy u+ v+ c* = 0 teljestl valamely c* € R
elemre, azt azonban az el6z6 bekezdésben lattunk, hogy nem lehetséges. by tehat
u+vev. O

A tovabbiakban gyakran fogunk hivatkozni az x = o + u felbontéasra, itt a-t és
u-t az x elem valds illetve képzetes részének fogjuk nevezni. Bevezetjik tovabba
a kovetkezG jeldléseket: t(x) = 2a, N(x) = a? —u?. Ekkor t(x),N(x) € R és

X2 —t(X)x+N(x) = (a +u)>—2a(a+u)+a?—u?=0.
Ezeken kivil u,v € V elemekre definidljuk az alabbi miveleteket:
U X v = uv képzetes része, (u,v) = —uv valos része.

Mivel a val@s és képzetes rész képzése R-linearis, ezért x bilinearis szorzasm-
velet és (.,.) bels6 szorzat V-n. A fenti jel6léssel nyilvan

uv=—(u,v)+ux\v.
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7.2. Lemma. Ha A asszociativ kvadratikus algebra, akkor az imént definialt md-
veletek rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokkal.

(i) uxvantiszimmetrikus.
(i) (u,v) SZ|mmetr|kus

(iii)

(iv) (uxv w) (u v x w). (Invariancia.)

(v) (uxv)xv=(u,v)v—(v,v)u. (Gyenge kifejtési tétel.)
(vi) (uxv,uxv)=(u,u)(v,v)—(u,v)2

Bizonyitas. Az uv+vu = (u4v)2 —u? —v? € R képzetes része u x v+Vv x U =0,
ez bizonyitja (i)-t. A alternald, igy (uv)u = u(vu). Ezt kifejtve kapjuk, hogy

—(uxv,u) — (u,V)u+ (uxv)xu=—(u,vxu) — (v,uu+ux(vxu).

A x mvelet antiszimmetridja miatt (u x v) x u=u x (v x u) és a két képzetes
részre kapjuk, hogy (u,v)u = (v,u)u, ami mutatja (.,.) szimmetriajat, azaz (ii)-t.
A valos részek dsszehasonlitasabol

(uxv,u) = (u,vxu)=—(uxv,u) = (iii).

(iv)-t megkapjuk (iii) u szerinti polarizalasaval.

Hasznaljuk most az uv? = (uv)v azonossagot: egyrészt tudjuk, hogy uv? =
—u(Vv,V), masrészt (uv)v = —(u,v)v— (uxVv,V) + (uxv) xVv. (uxv,v) =0 miatt
ezek Osszevetese (v)-t eredményezi. Végezetll az invariancia és a gyenge kifejtési
tétel felhasznalasaval megkapjuk (vi)-t:

(uxv,uxv) = ((uxv)xuv)
= —((v,u)u—(u,u)v,v)
= (u,u)(v,v) — (v,u)2 0

A fejezet f6 eredménye a kovetkez0.

7.3. Tétel. Legyen A véges dimenzids, nullaosztomentes, asszociativ kvadratikus
algebra. Ekkor A kompozici6algebra az imént definialt N(a +u) = a? — u? nor-
mara nezve.

Bizonyitas. Minden kvadratikus algebraban definicio szerint N kvadratikus alak.
Barmely x = o +u # 0 A-beli elem esetén a — u # 0, igy az A nullaosztémen-
tessége miatt N(x) = (a +Xx)(a —x) # 0, azaz N nem-elfajuld. Meg kell még
mutatnunk, hogy multiplikativ. Tudjuk, hogy x = a + u esetén N(x) = a? —u? =
a2+ (u,u). Tovabba, hay = B +v, akkor

xy=ap—(u,v)+av+pu+uxv.
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Eszerint

NOy) = a?B?—2aB(u,v)+ (u,v)?+a?(v,v) + B2(u,u)+
(uxv, u><v)+2ch(u,v)+201(v u><v)+2[3(u uxv)
= a?B2+a’(v,v) +B2(u,u) + (U, V)2 + (Ux v, ux V)
= a?BZ+a?(v,v) + BZ(u,u) + (u,u)(v,V)
= (a%+ (u,u))(B?+ (v,v))

= NIN(y),
ahol a masodik lépésben a 7.2 lemma (iii) pontjat, a harmadikban pedig a (vi)
pontjat hasznaltuk fel. O

8. Frobenius tétele

8.1. Tetel (Frobenius). A valds szamtest feletti véges dimenzids ferdetestek a ko-
vetkezok egyikével izomorfak: R, C vagy H.

Bizonyitas. Legyen B a feltételeknek megfeleld algebra. Elegendd megmutatni,
hogy B kvadratikus algebra, hiszen ekkor alkalmazhaté ra a 7.3 tétel, ami azt je-
lentené, hogy B kompoziciéalgebra. A nullaosztdmentesség miatt ekkor Hurwitz
tétele szerint B izomorf R-hez, C-hez, H-hoz vagy O-hoz. Mivel Q-ban a szorzas
nem asszociativ, adodik a tétel allitasa.

Legyen most x € B tetszbleges elem és jeldlje g(X) az R feletti minimal-
polinomjat. B nullaosztémentessége miatt g € R(X) irreducibilis R felett, azaz
deg(g) = 1 vagy 2. Ez pontosan azt jelenti, hogy megfelel6 a, 3,y € R szdmok-
kal ax?+ Bx+ y = 0 teljesill, vagyis B kvadratikus algebra. O

9. Az oktavsik Moufang-tulajdonsaga

Ebben a fejezetben My illetve M az O feletti affin sikot, illetve annak projektiv
lezartjat jeloli.

=77

hatarozzak meg (X,y) — (x+a y+b), (X,y) — (X,y+cx).

Bizonyitas. A disztributivitas felhasznalasaval kozvetlen szdmolassal adodik az
allitas. O

9.2. Kovetkezmény. Jeldlje 4o, a I sik végtelen tavoli egyenesét, és legyen P
ennek egy pontja. Ekkor M-n teljesiil a (P, £«) tulajdonsag.
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Bizonyitas. A 3.6 allitas szerint elegend® megmutatni, hogy barmely Q(u,v) és
Q'(U,V") affin pontokhoz létezik olyan kollineécio, amely a végtelen tavoli pon-
tokat fixen hagyja, Q-t pedig Q’-be viszi. Mivel az (x,y) — (x+u—u’)y+v—V')
leképezés a parhuzamossagi osztalyokat invariansan hagyja, ez megfeleld lesz. O

Tudjuk, hogy @-ban X(xy) = N(x)y = (yx)X, azaz x~* = N(x)~Ix helyettesi-
téssel x~1(xy) =y = (yx)x ! teljesil.

9.3. Allitas. Az (x,y) — (y,X) leképezés kolline&cio My-n.

Bizonyitas. Elegendd meggondolnunk, az Y = mX + b, m # 0 alakd egyenesek
képe ugyanilyen. Valdban, (t,mt+b) — (mt+b,t) = (t,m~t’ — m~b), azaz
ezen egyenes képe Y = m~X —m~1b. A szamolaskor x1(xy) = y-t és a disztri-
butivitast hasznaljuk. |

9.4. Allitas. Ertelmezzilk M ponthalmazan az alabbi ¢ leképezést: x # 0 ese-
tén (x,y) — (x 1,yx~1), (0,y) képe az y meredekségii egyenesek végtelen tavoli
pontja, a flggdleges egyenesek vegtelen tavoli pontjanak a képe pedig énmaga.
Ekkor ¢ a I projektiv sik kollineacioja.

Bizonyitas. AzY = mX +b alaki egyenesek (t, mt +b) pontjainak képe (t 1, (mt 4+
b)t=1) = (t/,bt’ +m), amik az Y = bX +m egyenest alkotjak. Az X = 0 egyenes
pontjainak képei a végtelen tavoli egyenes pontjai. Az X = ¢, ¢ # 0 egyenes
pontjai az X = ¢~ egyenesre illeszkednek. Ezzel belattuk az allitast tgy, hogy a
szamolaskor a disztributivitason kiviil az (xy)y—! = x azonosséagot hasznaltuk. O

9.5. Tétel. AT sik kollineacidi tranzitivan hatnak az egyenesek halmazan.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy barmely affin egyenes elvihetd a végtelen ta-
voli egyenesbe kollineacioval. Legyen £ tetszdleges, a végtelen tavoli egyenes-
t6l kilonbdz6 egyenes. Nyilvan egy (x,y) — (x+a,y+ b) alaku eltoléssal ¢
elvihetd az origbba. Ha £:Y = kX, k # 0 kulénb6zik mindkét tengelytdl, ak-
kor az (X,y) — (x,y — kx) kollineécio elviszi az x-tengelybe. Az x-tengelyt az
(X,y) — (y,x) az y-tengelybe viszi. Tehat barmely egyenes kollineacioval elvi-
het6 az y-tengelybe, amit viszont az (x,y) — (x~1,yx~1) kollineéci6 a végtelen
tavoli egyenesbe visz. O

9.6. Lemma. Tegylk fel, hogy a X projektiv sikon valamely P pontra és t egye-
nesre teljesul a (P,t) tulajdonsag. Ekkor a = barmely ¢ kollineécidja esetén telje-
stila (¢(P),¢(t)) tulajdonsag.

Bizonyitas. Ez konnyen adddik a 3.6 allitasbal. O

9.7. Tetel. Az O-ra épitett I' projektiv sik Moufang-féle.
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Bizonyitas. Legyen P It tetszOleges. A 9.5 tétel szerint Iétezik olyan ¢ kollineécio,
amely az /. végtelen tavoli egyenest t-be viszi. A 9.2 kdvetkezmény szerint I
teljesiti a (¢ ~1(P), £) tulajdonsagot, ami a 9.6 lemma alapjan azt jelenti, hogy a
(P,t) tulajdonsag is teljesul. O

Megjegyzés. Meggondolhato, hogy tetszdleges alternald osztasgy(rlben, a diszt-
ributivitas mellett teljesiilnek a x~1(xy) = y = (yx)x—! azonossagok is. Mivel a
fentiekben O egyetlen mas tulajdonsagat sem hasznaltuk ki, a fejezet minden bi-
zonyitasa elmondhat6 tetsz6leges alternal6 osztasgydiri feletti sik esetén.
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