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Matematikai alapfogalmak

@ Matematikai alapfogalmak
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M1 a matematika?

@ A matematika a természettudomanynak az a része, amely a mennyiségek,
a strukturdk, a tér és a valtozasok rendszerét leirja €s kutatja.

@ Pontosan definialt elvont fogalmakkal dllitasokat mondunk ki, és ezeket
a kovetkeztetési szabalyok szigoru alkalmazasaval bizonyitjuk.

@ A matematika eredetileg a szamolasbol, a szamitasbol €s a mérésbol
szarmazik, és ezekt6l mind a mai napig elvalaszthatatlan.

@ A matematikus a strukturak szabdlyossagait €s rejtett Osszefiiggéseit
keresi.

@ ALAPELV: A matematikaban minden fogalmat definidlunk, €s minden
allitast bizonyitunk. Ez nyilvan nem lehetséges.

@ FONTOS: Semelyik fogalmat nem definialhatom 6nmagaval, €s
semelyik allitast nem bizonyithatom onmagaval (tautolégia).
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Axiomak és alapfogalmak

@ Alapfogalom: Olyan fogalom, amit nem definialunk. Pl. a halmaz, vagy a
geometridban a pont és az egyenes. Altaldban elvérjuk, hogy az
alapfogalmak egyszertek, €s szemlé€letesen ismertek legyenek.

@ Axioma: Olyan allitds, amit nem bizonyitunk. Pl. az iires halmaz
l1étezése, vagy hogy két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
Ax10mak esetében is altalanos elvaras, hogy rovidek és egyszertek
legyenek.

@ Az, hogy mit értiink matematikailag korrekt bizonyitason, erOsen fiigg a
kulturalis kozegtol, €s ezt a matematika maga csak korlatozott mértékben
tudja meghatarozni.

Megjegyzés. A jelen kurzusban nem célunk a matematikanak egy preciz
axiomatikus felépitésé€t megadni.
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Matematikai alapfogalmak Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

Logikal muveletek

@ A fontosabb allitasokat tételeknek, mig a kevésbé fontosakat
segédtételnek vagy lemmanak.

@ A matematikai allitasok kifejezésekbol €s koztiik fennallo logikai
kapcsolatokbol allnak.

@ A fontosabb logikai muveletek:

AV B VAGY mivelet 1gaz, ha A vagy B igaz,
AAB ES mivelet 1gaz, ha A és B 1gaz,
—A NEGACIO miivelet igaz, ha A nem igaz,
A—>B A-bol kovetkezik B,
ugyanaz, mint —=A V B,
Ao B A ekvivalens B-vel,

azaz (A - B) A (B > A).
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Matematikai alapfogalmak Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

De Morgan-azonossagok

Tétel: Logikar miveletek azonossagai

A logikal muveletek az alabb1 azonossagoknak tesznek eleget:

(AV(BVC)=(AVB)VC
<ﬁA@AOzMAmAC
(AANBVC)=AABV(AAC)
<ﬁvao:mvamvo
(—~(AV B) = (=A) A (=B)
[~(AAB) = (=4) v (=B)
kontrapozicio: A > B=(=B) > (-A)

asszociativitas:

disztibutivitas:

De Morgan-azonossagok:

tagadas tagadasa: —(—-A) = A.
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Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika
Logikal azonossagok bizonyitasa

Bizonyitas. A kontrapoziciora vonatkozoan:
(-B) > (-A)=—-(-B)V-A=-AVB=A—>B.

A disztributivitast az ért€ktablazat felhasznalasaval mutatjuk meg:

A|B|C|AAB|AANC | BVC||AANMBVC)|(ANB)VAANO)
|11 ] [ ] [ ]
I | i | h ] h ] [ I
| h)| i h [ ] [ I
i | h|h h h h h h
h|i]|1i h h ] h h
h|i|h h h ] h h
h|hi|i h h ] h h
h| h|h h h h h h

O
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Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika
Sziikséges €s elegendo feltételek

A kovetkezo allitasok (ité€letek) koziil melyik sziikséges/elegendo feltétele a
masiknak?

Q Az egész szam nullara végzodik. Az egész szam S-tel oszthato.

O A természetes szam 2-vel és 3-mal oszthatd. A természetes szam 6-tal
oszthato.

© Ma kedd van. Holnap szerda van.

©Q A haromszog derékszogl. A haromszog két oldalhosszanak a
négyzetosszege egyenld a harmadik oldalhosszanak négyzetével.

© A sokszog szabalyos. A sokszog csucsai egy korvonalon vannak.

O A két négyszog hasonld. A két négyszog megfeleld oldalainak aranya
egyenlo.
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Matematikai alapfogalmak Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

A gorog abécé
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Szamhalmazok jelolése

N a természetes szamok (natural) halmaza, {1, 2, ...}
No atermészetes szamok halmaza és a0, {0,1,2,...}
Z az egész szamok (Zahlen, német) halmaza,

Q a racionalis szamok (qguotient) halmaza,

R a valos szamok (real) halmaza,

R>o anemnegativ valos szamok halmaza,
Rsp apozitiv valds szamok halmaza,
P a primszamok halmaza.

Definicid: Primszam

Azokat a természetes szamokat, melyeknek pontosan két osztojuk van,
primszamoknak nevezziik.
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Matematikai alapfogalmak Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

Szumma €s produktum jelolés

m
Summa (latin) = 0sszeg: Z a; =a, + ays1 + -+ ay-1 + ay,.
I=n

(Ejtsd: Szumma di, i megy n-tol m-ig.)

100
101 - 100
}Ek: }D k=1+4+2+---+100 = = 5050.
2
k=1 1<k<100

m
Productum (latin) = szorzat: l_[ a; = A,Qn+1 - Ayp—1Gm,.

I=n

15

[f[k:: f]ﬁ k = 15! = 1307 674 368 000.
k=1 ke{l,...,15}
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Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika
Egzisztencialis €s univerzalis kvantorok

Az egzisztencialis €s univerzalis kvantorok jelolése

Minden (all, angol): V, 1étezik (exists, angol): .

Példa: A szamelmélet alaptétele

Minden egynél nagyobb egész szam eldall primszamok szorzataként.
ay ax

VneZsIpi,....px €P,3a;,...,ay e N :n=p{'p;>---pt.

Példa: Thalész-tétel

Legyen k az AB szakaszra, mint atmérore rajzolt kor. Ekkor VC € k, C # A, B
esetén ACB< = 90°.
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\EIGnERL IR el gl  Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

Kvantalt kifejezések tagadasa

Példak
@ Minden gyakorlaton ropdolgozatot irunk.
— Van olyan gyakorlat, amikor nem irunk ropdolgozatot.
@ Van paros primszam.
— Minden primszam paratlan.

@ A Szigeten minden nap van olyan koncert, ami nekem nem tetszik.
— A Szigeten van olyan nap, amikor minden koncert tetszik nekem.

~(YNAK : -T) = ANVK : T.

Allitds: Kvantalt kifejezések tagaddsa

Az olyan kifejezések tagadasakor, amelyek tartalmaznak egzisztencialis vagy
univerzalis kvantort, a V és a d felcserélodik.
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Matematikai alapfogalmak Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

A természetes szamok Peano-féle axiomarendszere

(Giuseppe Peano 1858-1932, olasz matematikus)

A természetes szamok Peano-féle axidomarendszere

Alapfogalmak: Természetes szamok, 1, rakovetkezes.
QO Az 1 természetes szam.

© Minden n természetes szamhoz létezik egy n’-vel jelolt természetes
szam, amelyet az n rakovetkezojének neveziink.

Nincsen olyan n természetes szam, amelyre n” = 1.

Kiilonbozo természetes szamok rakovetkezoje 1s kiillonbozo.

© 00

Ha az 1 természetes szamnak megvan valamely 7T tulajdonsaga, €s
valahanyszor az n természetes szamnak megvan a 7' tulajdonsaga,
mindannyiszor n’-nek is megvan, akkor minden természetes szamnak
megvan a 7' tulajdonsaga.

Megj. Altaldban, torténeti okbdl, 0 ¢ N.
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A rekurzios elv

Példa: Fibonacci-szamok

ai=a»=1¢ésa,=a,-1+a,-»:1,1,2,3,5,8,13,21,....

(Leonardo Fibonacci, kb. 1170-1250, olasz matematikus.)

Tétel: A rekurzids elv

Legyen M, M, ... halmazok sorozata, a € M, és f1, />, . .. fliggvényeknek
egy sorozata, fr : My — My 1. Ekkor pontosan egy olyan ay, ay, . .. sorozat
1étezik, melyre a; = a és a,1 = f,(a,) minden n természetes szamra.

Bizonyitas. A tétel leegyszerusitve azt mondja, hogy ha az ay, a», ...
sorozatnak adott az elso tagja, €s minden tovabbit egy j61 meghatarozott
modon kiszamolhatunk a korabbiakbdl, akkor a sorozat egyértelmiien
meghatarozott. A probéma az, hogy... (folyt. kov.)
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A rekurzios elv (folyt.)

A rekurzi6 alkalmazhatosaganal az alabbi kérdések meriilnek fel:

Q Igaz-e, hogy minden 1-tdl kiilonb6z0 természetes szamnak van
megeldzdje, azaz olyan természetes szam, melynek 0 a rakovetkezoje?

© Lechet-e egy természetes szamnak tobb megel6zoje?

© Igaz-e, hogy minden természetes szam kiilonbozik a rakovetkezojétol,
illetve az 0t megeldz0 természetes szamtol?

Ha ezekre a valasz igen, akkor el0szor definialjuk az {1, ..., n} halmazt, majd
értelmezziik az n < m relaciot. Ezen fogalmak felhaszndlasaval a tétel
viszonylag kézenfekvd modon bizonyithato. O
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Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika
Példa az axiomak hasznalatara

Minden természetes szam kiilonbozik a rakovetkezojétol.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitunk. Az 1 rakovetkezojét jelolje

2 = 1’. A 3-as axidma miatt 1 # 2, tehat a tétel teljesiil n = 1-re, ez az
indukciods kezdo 1€épés. Legyen T az n természetes szam azon tulajdonsaga,
hogy n # n’. A 4-es axidma miatt n # n’-bdl kovetkezik, hogy n” # n”’, azaz
ha T teljesiil n-re, akkor teljesiil n’-re is (indukcids 1€pés). Az 5-6s axidma
miatt 7 minden természetes szamra teljesiil. O
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\EIGnERL IR el gl  Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

Természetes szamok Osszeadasa €s szorzasa

Definici6: Természetes szamok O0sszeadasa és szorzasa

Természetes szamok Osszeadasat definaljuk az
n+l=n"€é n+m =m+m)  képletekkel.

HasonlOan, természetes szamok szorzatat definaljuk az

n-1=n €s n-m'=n-m+n  képletekkel.

y

Vigyazat: Egyenldre ez mind csak elnevezés, a legalapvetobb tulajdonsdgokat
1s (asszociativitds, kommutativitds, disztributivitas) igazolni kell!
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Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika
Az Osszeadas tulajdonsagai

Tétel: Az Osszeadas €s szorzas tulajdonsagai

A természetes szamok 0sszeadasa kommutativ €s asszociativ muavelet:

n+m=m+n, (m+m)+k=n+ m+k).

A bizonyitas fobb I€pései. Minden 1épésben teljes indukcidval alkalmazunk,
és sehol nem hasznalunk mast, mint az axidmakat, a definiciokat és a
korabban mar bizonyitott tulajdonsigokat.

Q@ (m+n)+p=m+(n+p),p szerinti indukcioval, rogzitett n, m-re. A
p = 1 kezdOlépés az 0sszeadads definici0jabol adodik.

Q n+1=1+n,indukcio n-re.

© n +m = m + n, indukci6 m-re, rogzitett n mellett. Hasznaljuk az
0sszeadds (mar bizonyitott) asszociativitasat. O
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\EIGnERL IR el gl  Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

A szorzas tulajdonsagai

Tétel: A szorzas tulajdonsagai
A természetes szamok szorzasa kommutativ és asszociativ miivelet, valamint
teljesiil a disztributivitas tulajdonsaga:

nm = mn, (nm)k = n(mk), m(n + p) = mn + mp.

Biz. A fobb 1épések:
Q | -n=n-1,indukcio n-re.
Q@ m(n+ p) = mn + mp, p szerinti indukcioval, rogzitett n,m-re. Ap =1
kezdoOlépés a szorzas definicidjabol adodik.
© Az asszociativitas €s a kommutativitas egyszertien adodik a szokdsos

indukcioval. Az indukcios 1épéseknél tobb alkalommal felhasznaljuk a
mar bizonyitott disztributivitast €s az Osszeadas asszociativitasat €s

kommutativitasat. O
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\EIGnERL IR el gl  Axiomak, alapfogalmak, matematikai logika

Példak teljes indukciora: szamtani €s mértani sorosszeg

Allitas: A szamtani és mértani sor 0sszegképlete

+ 1

1+2+--+n = (nz)n, (1)
n+1_1

l+g+q*+--+q" = qq—l . 2)

y

Biz. Az n = 1 kezddlépés mindkét esetben konnyen leellendrizhetd. Tegyiik
fel, hogy n-re 1gaz az allitas. Az (1) esetben:

+ 1 +2)(n+1
1+---+n+(n+1):(n )n+n+1:(n )1 ).
2 2
A (2) esetben:
n+1 n+2
-1 -1
1+q+”.+qn+qn+1:q +qn+1:q
qg—1 qg-—1
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A halmaz fogalma

@ A halmazt alapfogalomnak tekintjiikk a matematikdban, azaz nem
definialjuk.

@ A halmazt szemléletesen ugy szoktuk koriilirni, mint ,,bizonyos jol
meghatarozott objektumok (dolgok) 6sszessége.”

@ A halmazt alkot6 objektumokat a halmaz elemeinek nevezziik. Az adott
elem €és az Ot tartalmazd halmaz kozott fennall a ,tartalmazas” relacio,
jeloléssel: x € H.

e Két halmaz egyenlonek tekintiink, ha pontosan ugyanazokat az elemeket
tartalmazzak.

@ Azt a halmazt, amelyik nem tartalmaz egyetlen elemet sem, iires
halmaznak nevezziik és (-al jelol;jiik.

Példak halmazokra

0, {1, 2}, {piros, fehér, zold}, {0, {1}}, N,{n € N | 10 < n < 100}.
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Miveletek halmazokkal

Definici6: Halmazok metszete, unidja
@ Az Ay,...,A, halmazok unidja: Ay U---UA, ={x| dk:x € A}
@ AzAq,...,A, h.-okmetszete: Ay N---NA, ={x|Vk:xe€A

@ Az A, B halmazok kiilonbsége: A\ B={x € A | x ¢ B}.

@ Ha az A halmaz elemei egy ,.kozismert” ) univerzum elemei koziil
keriilnek ki, akkor beszélhetiink az A = {x € Q | x ¢ A} komplemeter
halmazrol.

Megj. Beszélhetiink végtelen sok halmaz metszetérdl és unidjardl is.

Definici16: Diszjunkt halmazok

Azt mondjuk, hogy az Ay, ..., A, halmazok diszjunktak, ha koziilik barmely
kettd metszete az lires halmaz.
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Részhalmaz, hatvanyhalmaz

Definici6: Részhalmaz, valodi részhalmaz

Azt mondjuk, hogy a A halmaz részhalmaza a B halmaznak (jeloléssel A C B),
ha az A minden eleme eleme B-nek is. Az () és A az A halmaz trivialis
részhalmazai, az ezektol kiillonbozo részhalmazokat valodi részhalmazoknak
hivjuk.

Definici0: A hatvanyhalmaz

Az A halmaz P(A) hatvanyhalmaza alatt az A részhalmazainak halmazat
ertjik.

Nyilvan £(0) = {0}, P({1}) = {0, {1}} és P({L,2}) = {0, {1},{2},{1,2}}. Megj.
A P jelolés a német Potenzmenge széra utal. A halmaz németiil Menge,
angolul set, franciaul ensemble.

Allitds: Halmazok egyenlGsége

HaA C Bé B CA, akkor A = B.
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Halmazelméleti azonossagok

A halmazelméleti U, N,"€s a logikai Vv, A, = miveletek kapcsolata:

Tétel: A halmazelméleti miveletek tulajdonsagai

Tetszoleges A, B, C halmazokra teljesiil:

AUMBNC) = (AUB)N(AUC)
ANMBUC) = (ANB)UANC)
A = A
AUB = ANB
ANB = AUB

Az elso két azonossag fontos kovetkezménye:

AUuBinNn---NB,) = AUB)N---N(AUB,),
ANBiU---UB,) = (ANB)U---U(ANB,).
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Halmazok Descartes-szorzata

(René Descartes 1596-1650, francia filoz6fus és matematikus)

Definici6: Halmazok Descartes-szorzata

Az Ay,...,A, halmazok Descartes-szorzata alatt az olyan (ay,...,a,)
rendezett n-esek halmazat értjiikk, ahol a; € Ayq,...,a, € Ay:

A1 X--'XAn = {(al,...,an) | ai €A1,...,an EAn}.
HaA; =---=A, = A, akkor az A" jelolést hasznaljuk.

Leggyakrabban két A, B halmaz
AXB={(a,b)|a€A,be B}

Descartes-szorzataval talalkozhatunk.
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Példak nem-halmazokra

Nem minden ,,0sszess€g” alkot halmazt. Legyen példaul H azon A halmazok
Osszessége, melyre A ¢ A teljesiil, €s tegyiik fel, hogy H halmaz. Ekkor két
eset lehetséges:

Q@ H € H, ami H definicidja szerint azt jelenti, hogy H ¢ H.
© H ¢ H, amikor szintén H definicidja maga utan vonja, hogy H € H.

Mindkét eset ellentmondéashoz vezet, tehat sem a H € H, sem pedig H ¢ H
nem teljesiil, ami nem lehetséges.
Megjegyzés. Hangsulyozzuk, hogy itt a probléma nem H ,,méretével” van,
hanem a ,,j0ldefinidltsagaval” van.
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Y EISEGLCIRIEoRallnkI Gl  Halmazok és leképezések

Venn-diagrammok

Halmazok szemléletes dbrazolasara hasznaljuk a jol ismert
Venn-diagrammokat:

ANC
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Leképezések

Definici0: Leképezés (fiiggvény), €rtelmezési tartomany, ért€kkészlet

Legyenek adottak az A, B halmazok €s f egy olyan hozzarendelés, amely
tetszoleges a € A elemhez a B halmaz egy meghatarozott b = f(a) elemét
rendeli hozza. Ekkor f-et leképezésnek vagy fliggvénynek nevezziik, az A az f
értelmezési tartomanya, B pedig az f értékkészlete. Jelolés: f : A — B.

4
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Leképezések tulajdonsagai, az identikus leképezés

@ Szinte minden 1degen nyelven a fiiggvény szo function.

@ Torténeti (€s nyelvtani) okai vannak, hogy a fiiggvényt jel6l0 beti
megel0zi a helyettesitési értéket: f(a). A matematikaban hasznalatosak
még az fa, af, @ jelolések is.

@ X C Aesetén az X képhalmaza f(X) ={f(a) |ae X}. Y C Beseténaz Y
Gsképe FL(Y)={acA|f(a) €Y).

@ Kétf:A — Bésg:C — D leképezést egyenlonek tekintiink, ha A = C,
B = D és minden a € A esetén f(a) = g(a).

Definici6: Identikus leképezés

Ha A = B és minden a € A esetén f(a) = a, akkor f-et az A halmazon
értelmezett identikus leképezésnek nevezziik; f = i1d,.
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Leképezések szorzata

Definici0: Leképezések szorzata

Azf:A — Bésg:B — Cleképezések szorzata alattaztah : A — C
leképezést értjiik, amelyre a € A esetén h(a) = g(f(a)) teljesiil. Jeloléssel:

h=gof,azaz (g o f)(a) = g(f(a)).

Megjegyzés. NAGYON KELLEMETLEN, hogy az f o g leképezésnél eldoszor
mindig a g-t kell alkalmazni!!

v
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Példak leképezések szorzatara

@ Az f leképezés minden hallgatohoz hozzarendeli a mobilszamat 06. . .
alakban. A g leképezés minden 10''-nél kisebb szdimhoz hozzarendeli a
szamjegyeinek 0sszegét. A g o f leképezés minden hallgatohoz egy 0 €s
100 koz€ esd szamot rendel.

@ f,g:R—- R, f(x) =2x-3, g(x) = —3x + 5. Hatarozzuk meg a g o f
szorzat leképezést!

@ Az f leképezés minden sikbeli P ponthoz hozzarendeli a koordinatait

(x,y) alakban egy rogzitett Descartes-féle derékszogi
koordindtarendszerben. A g : R — R leképezés g(x, y) = +/x2 + 2.
Ekkor a g o f leképezés P ponthoz az orig6tol vett tavolsagat rendeli.
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Injektiv, sziirjektiv €s bijektiv leképezések

Definici10: Injektiv, sziirjektiv €s bijektiv leképezések

@ Azt mondjuk, hogy az f : A — B leképezés sziirjektiv, ha minden
b € B-hez 1étezik a € A Ugy, hogy f(a) = b.
Mas sz6val, minden B-beli elemnek van Osképe.

@ Azt mondjuk, hogy az f : A — B leképezés injektiv, ha barmely két
kiilonbo6z6 a;, a> € A elemre f(a;) # f(az).
Mas szoval, minden B-beli elemnek legfeljebb egy 0sképe van.

@ Azt mondjuk, hogy az f : A — B leképezés bijektiv, ha injektiv és
sziirjektiv, azaz minden B-beli elemnek pontosan egy dsképe van.

Megj. A bijektiv leképezéseket szokds kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetésnek 1s nevezni.
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Leképezések inverze

Definici0: Leképezések inverze

Azt mondjuk, hogy a g : B — A leképezés inverze az f : A — B leképezésnek,
ha minden a € A esetén g(f(a)) = a és minden b € B esetén f(g(b)) = b
teljesiil. Jelolés: g = f~1.

Allitds: Az invertdlhatésag és a bijektivitas kapcsolata

Egy leképezésnek akkor €s csak akkor van inverze, ha bijektiv.

Biz. Ha bijektiv, akkor az f~!(b) 6skép egyértelmi. Forditva, ha nem bijektiv,
akkor vagy nem sziirjektiv, és ekkor valamely b € B-nek nincs 0sképe, vagy
pedig nem injektiv, €s ekkor valamely b € B-nek tobb Osképe is van.

Feladat

Hatarozzuk meg az f : R — R, f(x) = ax + b leképezés inverzét.
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Leképezések szorzatanak tulajdonsagai

Tétel: Leképezések szorzatanak tulajdonsagai

TetszOleges f : A — B és g : B — C leképezésekre teljesiilnek a kovetkezok:
Q@ Haf és g injektiv (sziirjektiv, bijektiv), akkor g o f 1s injektiv (sziirjektiv,
bijektiv).
© Ha g o f injektiv, akkor f injektiv.

© Ha g o f sziirjektiv, akkor g sziirjektiv.

Biz. Tth. f, g injektiv és legyen aj,ay € A, a1 # a,. Ekkor f(ay) # f(a») az f,
€s g(f(ay)) # g(f(az)) a g injektivitasa miatt, azaz g o f injektiv.

Tth. f, g sziirjektiv és ¢ € C. Ekkor b € B, amire g(b) = ¢ és da € A, amire
f(a) = b, azaz g(f(a)) = c. Tehat g o f sziirjektiv.

Ezzel belattuk (1)-et. (2) és (3) indirekt médon hasonldéan adodik. O
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Véges halmazok, szamossag

Definici6: Véges halmazok szamossaga

@ Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga az n természetes szam, ha
létezik egy f : {1,...,n} — A bijekcio. Jelolés: |A| = n.

@ Az A halmaz véges, ha |A| = n teljesiil valamilyen n-re.

@ A nem véges halmazokat végtelennek nevezziik: |A| = oo.

Allitas: Véges halmazok leképezései

Legyenek A, B véges halmazok és f : A — B leképezés.
Q@ Ha f biyjektiv, akkor |A| = |B|.
© Ha f sziirjektiv, akkor |A| > |B|. Ha f injektiv, akkor |[A| < |B.

© Ha |A| = |B|, akkor a bijektivitas, a sziirjektivitas €és az injektivitas
ekvivalens fogalmak.

Biz. (1) |A| = n azt jelenti, hogy dg : {1,...,n} — A bijekcid. Ekkor f o g egy

{1,...,n} — B bijekcio. (2)-nél és (3)-nal a skatulya-elvet alkamazzuk.
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/
Végtelen halmazok

Definici6: Megszamlilhatéan végtelen halmazok

Az A halmaz megszamlalhatoan végtelen, ha bijekcioba allithato a
természetes szamok halmazaval.

Allitas: Végtelen halmazok jellemzése

Az A halmaz akkor €s csak akkor végtelen, ha bijekcioba allithato valamely
valodi részhalmazaval.

Biz. Ha A nem véges, akkor képezhetiink az elemeib0l egy ay, as, ... végtelen
sorozatot ugy, hogy i # j esetén a; # a;. Ekkor az a, — an4+1, b — b,
b ¢ {ay,as, ...} leképezés bijekcido A €s A \ {a;} kozott.

Allitas: Megszamlalhat6 halmaz részhalmazai

A megszamlalhatoan végtelen halmazok részhalmazai végesek vagy
megszamlalhatoan végtelenek.

Biz. Elegendd megmutatni N-re, ami a kovetkezo allitasban szerepel.
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Matematikai alapfogalmak Halmazok és leképezések

Megszamlalhato halmaz részhalmazai

Allitas: N részhalmazai

© N minden korlatos részhalmaza véges.

© N minden nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme.

© N minden részhalmaza véges vagy megszamlalhato.

Biz. (1) és (2) kovetkezik abbol a moédbol, ahogy a ,,< relaciot N-en
definialtuk. (3)-hoz rogzitsiik a nem tires A C N részhalmazt €s definialjuk az
f: N — A leképezést rekurziv modon:

f(I) =minA €s f(n+1)=min{la € A|a > f(n)}.

f(n+ 1) akkor nem értelmes, ha{a € A | a > f(n)} = (), ez viszont pontosan azt
jelenti, hogy |A| = n.

Tth. A nem véges, ekkor f jOl definialt. Tovabba f szigorian monoton novo,
tehat injektiv. Tth. nem sziirjektiv €s jelolje b a lekisebb olyan A-beli elemet,
amely nem 4ll el6 képként. Az A" = {a € A | a < b} halmaz nem iires, ennek

maximuma a’ = f(n). Ekkor b = f(n + 1), ellentmondas. O
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Matematikai alapfogalmak Halmazok és leképezések

Példa megszamlalhato halmazokra

Allitds: Q megszdmlalhato.

7,77 és Q megszamlalhaté halmazok.

Biz. Z? elemei lényegében a négyzetrics csticsai, amik pedig az aldbbi spiral
alakban felsorolhatok:

A Qelemeitaz f : Q — Z2, f(q) = (n, m) leképezés bijekcidba allitja Z* egy
részhalmazaval, ahol n, m relativ primek, g = % és m > 0. O
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Példa nem megszamlalhato végtelen halmazokra

Allitds: R nem megszamlalhato.

A val6s szamok halmaza nem megszamlalhato.

Biz. (Atlés médszer.) Tth. a (0, 1) nyilt intervallum megszamlalhato €s legyen
X1,X2,...egy felsorolasa. Legyen az x, tizedes tort alakja 0, a,1a,2 - - - .
Minden n-re definidljuk a b, egészt az alabbi mdodon:

o 2 haa,, =95,
" 15 haa,,+>5.

Definidljuk az y = 0, b1b; . .. tizedes tort alaka valds szamot. Egyrészt

y € (0, 1), masrészt y nem szerepel a felsorolasban. Ellentmondas. O
Megjegyzés. VIGYAZAT! Egy valds szdm tizedes tort alakja nem mindig
egyértelmd, gondoljunk arra, hogy 1 = 0,999.... Szerencsére a bizonyitas
helyességét ez nem befolyasolja.
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A szitatormula

Tétel: Szitaformula

TetszOleges Ay, ...,A, véges halmazokra teljesiil

Ay U---UA,l = |Al+---+]A,] -
A1 NAy| = A NA3| = = |A,-1 NA,l +
Al NA NA3|+ A NAy NAy| + -+ —

e+ (=D"HA N - N A

A bizonyitando egyenldség igy is felirhato:

UAi = an—l)k_l 2. Minenay =§n](—1>k‘1Z|AI|,
i=1 k=1 =1

1<ij<-<ix<n |I|l=k
ahol I = {if,...,it} C{l,...,n}ésA;=A; N+ NA;.
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Matematikai alapfogalmak Halmazok és leképezések

A szitatormula bizonyitasa

Bizonyitas. n szerinti teljes indukcioval, n = 1 esetén |A1| = |A1] trividlis, mig

n = 2-re a szitaformula

A1 UA>| = |Aq] + |A2] = 1A1 NA3|,

ami konnyen belathato. Legyen n > 3 és tth. a szitaformula teljesiil
tetszoleges n — 1 halmazra. Bontsuk sz€t az alabbi szummat harom részre:

i(—l)“ DAl =
k=1

[ |=k

DD A+ 3)
k=1 \l|=k,n¢l

1

DEDET Y A+ (4)
k=1 \l|=k,nel

DD N A (5)
k=2 |I|l=k,nel
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Matematikai alapfogalmak Halmazok és leképezések

A szitatormula bizonyitasa (folyt.)

Az indukcios feltevést az Ay, . ..,A,—1 halmazokra alkalmazva kapjuk, hogy
az 3)rész Ay U---UA,_1|. A (4) részt jobban megnézve lathatjuk, hogy az
|Ayl.

Vezessikbea By =A1 NA,,...,B,_1 =A,-1 NA, és By = N B; jeloléseket.
HanelC{l,...,6 n}, akkor

A = ﬂAi = ﬂBi = By,

icl icl’
ahol I’ =1\ {n}. frjuk at (5)-at €s helyettesitsiink m = k — 1-et:
n n n—1
DEDET Y A= ) =D Y Brl = ) (=)™ ) 1By,
k=2 |=k,nel k=2 I’ |=k—1 m=1 I’ |=m
Ez utébbi a B;-re alkalmazott indukci6s feltétel miatt
—|B1U---UB,1| = —-[(A1NA)U--- U1 NAy) = —[(A 1 U---UA,_1) NA,
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Szamsorozatok

@ Absztrakt értelemben az xp, x3, . .. szamsorozat nem mas, mint egy
f N =R, f(n) = x, leképezeés. A szamsorozatokra az (x,) ~,, vagy
gyakran csak az (x,) jelolést hasznaljuk.

@ Az x1, x>, ... értékeket a sorozat elemeinek nevezziik.

@ Azt mondjuk, hogy az (x,) szamsorozat rendelkezik egy zart képlettel, ha
xp-et kifejezhetjiik n segitségével bizonyos egyszert miveletek
alkalmazasaval. Sok olyan szamsorozat van, amelyre nem ismert zart
képlet.

@ Azt mondjuk, hogy az (x,,) sorozat rekurziv modon van megadva, ha x,,-t
az xi, . ..,xXp—1 €rt€kekbdl, viszonylag egyszert miveletek segitségével
ki tudjuk szamolni. Természetesen az ilyen sorozatok elsd6 néhany tagjat
kiilon meg kell adnunk.
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Példak szamsorozatokra

Példak

@ Rogzitett a,d € R szamokra az x,, = a + (n — 1)d képlettel definialt
sorozatot szamtani sorozatnak nevezzik.

e Rogzitett a, g € R szdmokra az x,, = aqg"~! képlettel definidlt sorozatot
mértani sorozatnak nevezziik.

@ A mértani €s a szamtani sorozat megadhato rekurziv modon 1s. Fontos
rekurziv sorozat a Fibonacci-szamok sorozata is.

o Az 1,1 2, 3 4, ... sorozatot harmonikus sorozatnak nevezziik.

@ A primszamok 2,3,5,7,11,... sorozatara nem ismert zart képlet.

o A 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415;... sorozattal tetszélegesen
megkozelithetjik 7 értékeét.

@ Link ajanl6: The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
(http://www.oeis.org).

4
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Halmazok és leképezések
s 7
Monotonitas

Definicid: Sorozatok monotonitasa

Azt mondjuk, hogy az (x,)"" , sorozat

@ monoton novo, ha minden n < m esetén x,, < x,,.
szigoruan monoton novo, ha minden n < m esetén x,, < x;,.

o
@ monoton csokkend, ha minden n < m esetén x,, > x,,.
Q

szigoruan monoton csokkeno, ha minden n < m esetén x, > Xx,,.

@ Ha egy sorozat egyszerre monoton csokkend €s novo, akkor konstans,
azaz x, = x1 minden n-re.

@ A legtobb sorozat se nem monoton ndov0, se nem monoton csokkeno.
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Valos fiiggvények grafikonja

Definici6: Valos fliggvény

Az f : A — R leképezéseket (A C R) valos fiiggvényeknek nevezziik.

Y

y =1 e A kozépiskoldban ,.fiiggvény” alatt a
/ legtobb esetben valos fiiggvényt értiink.

@ Azf : A — R valos fliggvény grafikonja
% (X, f (%)) (vagy gorbéje) az

/ ~ {(x,f(x) | x € A} C R?

/ 0 * pontok halmaza a Descartes-féle
derékszogl koordinatarendszerben.

@ Az {(x,f(x))} € A X B halmaz lehetové
teszi a leké€pezés absztrakt definicigjat.
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Osszeszamlalasi feladatok

© Osszeszamldlasi feladatok
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Kombinatorika

@ A kombinatorika a matematikanak a véges strukturak vizsgalataival
foglalkozo aga.

@ Ebben a fejezetben a legegyszertibb leszamolasi problémakat tekintjiik
at. A cél az, hogy a kiillonb6z0 megfogalmazasu feladatok tipusat be
tudjuk azonositani, és sikerrel meg tudjuk oldani.

@ Emlékeztetoiil: n! =1-2---(n - 1)n.
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/ / e *
Ismétléses variaciok

Mintafeladat

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 1-1 jegyet a
DVSC-Liverpool €s a DVSC-Fiorentina mérkdzésekre ugy, hogy egy hallgato
tobb jegyet is nyerhet. Hanyféleképpen lehetséges ez?

/ Ve Vd Vd

AA | AB | AC | AD
BA | BB | BC | BD
Meooldéds. 16 = 4 - 4 = 42, )
egoldas. 16 CA | cB | cc|cDp

DA | DB | DC | DD

Definicid: Ismétléses variaciok

Az n kiilonb6z0 elembodl képzett k-tagu sorozatokat az n elem k-tagu
1smétléses variacioinak nevezziik. Ezek szamat V,f(l)—vel jeloljiik.
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétléses variaciok szama

Allitas: Ismétléses variaciok szama

Biz. A k-tagu sorozat minden elemére n-f€leképpen tudunk valasztani:

n lehetdoség  n lehetdség n lehetdség n lehetdség
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétlés nélkiili variaciok

Mintafeladat

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 1-1 jegyet a
DVSC-Liverpool és a DVSC-Fiorentina mérkozésekre ugy, hogy egy hallgato
legfeljebb egy jegyet nyerhet. Hanyféleképpen lehetséges ez?

Megoldas. A nyertes parok AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA,
DB, DC, ahol az els0 beti a Liverpool, a masodik a Fiorentina meccsre megy.
Osszesen 4 - 3 = 12.

Definici6: Ismétlés nélkiili variaciok

Az n kiilonb6z6 elembdl képzett olyan k-tagi sorozatokat (0 < k < n),
amelyekben a tagok mind kiilonbozok, n elem k-tagu ismétlés nélkiili
varidcidinak nevezziik. Ezek szdmat V¥-val jeloljiik.
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétlés nélkiili variaciok szama

Allitds: Az ismétlés nélkiili varidcidk szdma
VE=nn-1)---(n—k+1)= 2.

(n—k)!

Biz. Az els6, masodik, ..., k-dik helyekre valaszhat6 elemek szamat
0sszeszorozva kapjuk az eredményt:

n lehetOség n—1 n—(k-2) n—(k-1)
lehetoség lehetoség lehetbség
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétlés nélkiili permutaciok

Mintafeladat

Hanyféleképpen alakulhat a BL. E-csoport (DVSC, Fiorentina, Liverpool,

Lyon) sorrendje a csoportmérkdzések utan?

Megoldas. 24 =4-3-2-1 =4

DLiLyF
DLiFLy
DLyLiF
DLy FLi
DFLiLy
DF Ly Li

LiDLyF
LiDF Ly
LiLyDF
LiLyFD
LiFD Ly
LiFLyD

LyDLiF
Ly D F Li
LyLiDF
LyLiFD
Ly FD Li
LyFLiD

FD LiLy
FD Ly Li
FLiD Ly
FLiLyD
FLy D Li
FLyLiD

Definici10: Ismétlés nélkiili permutaciok

Az n kiilonb0z0 elem sorbarendezéseit nevezziilk az n elem 1smétlés nélkiili
permutacioinak. Ezek szamat P,,-el jeloljiik.
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétlés nélkiili permutaciok szama

Allitds: Ismétlés nélkiili permuticiék szama

P, =V} =nl

Biz. Vegyiik €szre, hogy az ismétlés nélkiili permuticiok az n = k specidlis
esetel az 1smétlés nélkiili varidcioknak. Az elsd, masodik, ..., n-dik helyekre
valaszthato elemek szamat 0sszeszorozva kapjuk az eredményt:

n lehetOség n—1 2 lehetOség 1 lehetOség
lehetOség
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétléses permutaciok

Mintafeladat

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 2-2 jegyet a
DVSC-Liverpool é€s a DVSC-Fiorentina mérkozésekre ugy, hogy minden
hallgato egy jegyet kap. Hanyféleképpen lehetséges ez?

24 .
Megoldas. i 6. A jegyek ABCD sorrendben:

LLFF, LFLEF LFFL, FLLEF FLFL, FFLL.

Definicio: Ismétléses permutaciok

Legyen A = {ay,...,a,} r-elemd halmaz, k,...,k, € Noésn =k +---+k,.
Az olyan A-beli elemekb0l képzett n-tagu sorozatokat, amelyekben minden
i =1,...,resetén az a; elem pontosan k;-szer fordul eld, az A halmaz
(ki,...,k,)-tipusu ismétléses permuticidoinak nevezziik. Ezek szamat P,(,lk1 """
jeloll.

k)

y
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétléses permutaciok szama

Allitas: Ismétléses permutaciok szama

Bizonyitas.

o0 © ©

Legyenek By, - - - , B, kiillonb6z0 elemekbol allé halmazok, melyekre
|B1| = ki1,...,|By| =k, éslegyen C = B{ U --- U B,. Nyilvan

ICl=ky +---+k, =n.

Legyenac = (cy,...,cy) sorozat a C halmaz egy sorbarendezése;
ilyenbdl van n!.

Gyartsunk c-bol egy p n-tagu sorozatot ugy, hogy a ¢; helyett a;-t irunk,
ha C; € Bj.

Egyrészt p az A halmaz (k, ..., k,)-tipusu ismétl. permutacioja.
Masrészt minden rogzitett p-t pontosan k! - - - k,.! db ¢-bdl tudjuk
elddllitani, hiszen c¢-n beliil az azonos B;-be esO elemeket permutalva a

kapott p sorozat nem valtozik.
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Ismétléses permutaciok szama (folyt.)

Alkalmazzuk a mintafeladatban szereplo esetre a bizonyitast:

By ={L1,Ly}, B> ={F,F2}, C=B1UBy ={Ly,L>, F1, F>}:

c p c p c p
Ll F Fy ) LiFiLoF> ) LiFiFoly )
LiL,F>F, LiFoL,F, LiF>F L

FLF LFFL
e (PP LenE, [F L, F\F>L;
L,L\F>F; | L,F>LiF; | [,F>F L, |
FiLL,F> ) FiLFoly ) FiFoLiLy )
FoLiLoF, FoLiFiL, FoF L1 Ly
P p | FLLF | ppr 1 FLEL| 2Rt o FFLL
FoL,LiFy | FLoF L | FyF\LoL, |
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Ismétlés nélkiili kombinaciok

Mintafeladat

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 2 jegyet a
DVSC-Liverpool meccsre ugy, hogy egy hallgato legfeljebb egy jegyet
nyerhet. Hanyféleképpen lehetséges ez?

4.3 , . .
Megoldas. = = 6. A nyertesek halmazai: {A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C},

{B,D}, {C,D}.

Definici6: Ismétlés nélkiili kombinaciok

Az n-eleml halmaz k-elemi részhalmazait az n elem k-tagu ismétlés nélkiili
kombindcidinak nevezziik; ezek szdmat C*-val jeloljiik.
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OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétlés nélkiili kombinacidok szama

Definici6: Binomidlis egyiitthato

n!
k!(n —k)!
alatt a k) szimbolumot hasznaljuk. Ezeket a szamokat binomialis
egylitthatoknak nevezziik.

/ / / / © oo / pd n
0 < k < negész szamok esetén az szam jelolésére az k) (olvasd: n

Allitas: Ismétlés nélkiili kombinacidk szdma

Biz. Az 1smétlés nélkiili variaciok €s az ismétlés nélkiili kombiniciok kozott
az egyediili kiilonbség, hogy az utobbi esetén a kivalasztott k elem sorrendje

nem szamit, tehat
vk n! n
Ck L = ( . O

T =k \k
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Ismétléses kombinaciok

Mintafeladat 1

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 6 jegyet a
DVSC-Liverpool meccsre ugy, hogy minden hallgato legalabb egy jegyet
nyer. Hanyféleképpen lehetséges ez?

g o I8 e {2
. S

Megoldis. A 6 jegyet E Mz }[3 }[4 NS M6 J4részre1<e11

vagni, a megfeleld részeket kapja sorrendben a 4 hallgat6. Ez 3 vagassal
torténik, amire (g) = 10 lehetdség van.

Mintafeladat 2

Egy radié 4 hallgaté (Agi, Baldzs, Cusi és Dod6) kozott sorsol 2 jegyet a
DVSC-Liverpool meccsre ugy, hogy egy hallgato tobb jegyet 1s nyerhet.
Hanytéleképpen lehetséges ez?

v

Megoldas. Ugyanannyiféleképpen, mint az el6z06 feladatban. 64/201



OV 2 I EI RS eI Ol  Osszeszamlaldsi feladatok

Ismétléses kombinacidok szama

Definici6: Ismétléses kombinaciok

Ha adott n kiillonbozo elem koziil k£ elemet ugy valasztunk ki, hogy egy elem
tobbszor 1s valaszthato €s az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel,

akkor n elem egy k-ad osztalyu ismetléses kombinaciojat kapjuk. Ezek szamat
CKD_vel jeloljiik.

o

Allitas: Ismétléses kombinaciok szama

Ck(i)_(n+k_1)_(n+k_1)

k

n-—1

Biz. Legyen A = {1,...,n}és B ={l1,...,n+ k — 1}. Az A tetszOleges
ismétléses kombinicidja megadhato az k = (ay, ..., ay) sorozattal, ahol

a; <ay <---<ag. Rendeljik k-hozak” = (aj,a +1,...,a; + (k—1))
sorozatot. Ekkor a k — K’ bijekci6 az A ismétléses kombindcidinak halmaza
és B ismétlés nélkiili kombinacidinak halmaza kozott. O
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A binomialis egyiitthatok tulajdonsagai

Tétel: A binomialis egylitthatok tulajdonsdgai

- )
i) = Gl 0
HEE S

o _ [gj+[’i‘)++(2) 9)

Biz. (1) és (2) trivialis. (3)-ban az n + 1-elem halmaz k£ + 1-elemi
részhalmazait szamoljuk ugy, hogy eldszor azokat, amiknek n + 1 a
legnagyobb eleme, majd aminek n, stb. (4)-ben az n-elema halmaz 6sszes

részhalmazat szamoljuk kétf€leképpen. O
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Binomialis tétel

Tétel: Binomialis tétel

Barmely n természetes szamra €s tetszoleges a, b valds szamokra

(a+b)' = (g)a”’ + (T)an‘lb TEpp (Z)akb”_k + oot (Z)b”

Biz. Teljes indukcio6 n-re, n = 1 trividlis. Tegyiik fel n-re, ekkor:

(a+ byl = (+ [Z)akb”_k+---)(a+b)
_ ( + [Z)ak+1bn—k+m)+( +(Z)akbn—k+1 + )
= ...+ [kf 1) + (Z) akp"tiR g

I
_|_
—
S
_|_
[e—
~——
Q
b
S
S
+
b
_|_
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Egy leszamlalasi feladat

Mintafeladat

Hanyféleképpen lehet a TISZA szo6t kiolvasni az alabbi dbraban:

T | IS
I | S| Z
S| Z | A

Megoldas. A TISZ szocskat 2 x 3-té€leképpen, tehat a TISZA szot 6.
Hazi feladat

Hanytéleképpen lehet a MATEMATIKA sz6t kiolvasni?

MIA| T|E| M|A|T
A|T|E M|A|T]|I
T/ E M| A | T|I]|K
EIM|A|T|]I | KA

v
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Pascal-haromszog

Blaise Pascal (1623-1662), francia matematikus.

Definici0: Pascal-haromszog

A Pascal-haromszog csucsan és oldalain 1-esek vannak, €s a belsd pontjainak
értéke a felette elhelyezkedd két érték Osszege:

SOr';
. SOT:
. SOT:
. SOT:
SOr';
SOr';
. SOT:

0.

1
1 1
1 2 1
3 3 1
4 6 4 1
10 10 5 1
15 20 15 6 1

Allitds: A Pascal-hdromszog és a binomiélis egyiitthatok

A Pascal-haromszog n-dik sordnak k-dik eleme (Z)
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Szamtani sorozat 0sszegképlete

Definici0: Szamtani sorozat

Legyen d € R rogzitett valos szam. Azt mondjuk, hogy az a;, a,, ... sorozat
szamtani sorozat d differenciaval, ha minden n € N esetén a,.1 = a, + d.

A szamtani sorozat altalanos tagja a,, = a; + (n — 1)d.

Allitds: Szamtani sorozat Gsszegképlete

Legyen ay, as, ... szamtani sorozat d differencidaval. Ekkor

- —1
Zal-zna1+dn(n ).
i=1 2

Biz. n-re vonatkozo teljes indukcioval.
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Mértani sorozat osszegképlete

Definici6: Mértani sorozat

Legyen g € R, g # 0 rogzitett valos szam. Azt mondjuk, hogy az ai, ay, . ..
sorozat mértani sorozat ¢ hanyadossal, ha minden n € N esetén a,.1 = ga,.

A mértani sorozat dltaldnos tagja a, = a;¢" "

Allitds: Mértani sorozat osszegképlete

Legyen ay, ay, ... mértani sorozat g # 1 hanyadossal. Ekkor

n n—l

Zai:aqu_l’

i=1

Biz. n-re vonatkozo teljes indukcioval.
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A Bernoulli-féle egyenlotlenség

(Bernoulli-csalad, svajci matematikusok, 17-18. 1
SZ.) /
Tétel: Bernoulli-egyenlotlenség /

Han € N és a > —1 valos szam, akkor
(1+a)' > 1+ na.

Biz. Ha @ = —1, akkor az 4llitas igaz. Ha a > —1, j
akkor teljes indukcio n-re; n = 1 1gaz, tegyliik fel /
n-re. Ekkor:
1+ = (1+a)'d+0a)
> (1 +na)(l+a)
= 1+ 0+ Da+ na? Az n = 3 esetben lathat6
> 14+ Da. y=0+x)"ésy=1+nx

kapcsolata.
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A Cauchy-Schwarz egyenlotlenség

Tétel: Cauchy-Schwarz egyenlotlenség

Tetszoleges uy,...,u, ésvy,...,v, valos szamokra teljesiil

(u1v1+~-+unvn)2S(u%+-~+u,%)(v%+---+v,%),

ahol akkor €s csak akkor van egyenl0sé€g, ha 1étezik olyan ¢ € R szam, melyre
V1 = cuy,...,v, = cu, teljesil.

A vektorok nyelvére 1s at lehet fogalmazni a fenti tételt. Definialjuk az
u=(up,...,u,),v=_(y,...,v,) vektorokat, mint szam n-eseket. Ezek hossza
valamint skalarszorzata

lu| = \/u%+~-+u,%, lv| = \/v%+~~+v,21, uv = uvy + - + uyvy,.

Az egyenl6tlenség ekkor uv < |u||v| alakba irhat6. Egyenloség akkor és csak
akkor teljesiil, ha u = cv valamely c-re. (Linearis fiiggdség.)

73/201



Osszeszamlalasi feladatok Kozepek, nevezetes egyenl6tlenségek

A Cauchy-Schwarz egyenlotlenség bizonyitiasa

Bizonyitas. Rogzitsiik az u;, v; szamokat €s vizsgaljuk a

0 < (u; —xv1)2 + -+ (u, —xvn)2

— u%+---+u,%—2x(u1v1+---+MnVn)+X2(V%+°"+V,%)

kifejezést. Egyrészt ez pontosan akkor oldhaté meg x-re, ha 1€tezik a tételben
szereplO ¢ szam, ekkor a megoldas x = ¢ egyértelmi. Masrészt tudjuk, hogy
egy masodfoku egyenletnek pontosan akkor van 1, illetve O megoldasa, ha a

Aupvy + -+ + upvy)* —4(u% +---+uﬁ)(v% +---+v,%)

diszkriminansa 0, illetve negativ. Ez pontosan a kivant egyenlotlenséget
szolgaltatja. O
Megjegyzés. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) francia, illetve Herman
Schwarz (1843-1921) német matematikusok.
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Osszeszamlalasi feladatok Kozepek, nevezetes egyenl6tlenségek

A szamtani €s a mértani kOzép

Definici0: A szamtani €s a mértani kozép

Az ay,ay,...,a, nemnegativ val0s szamok szamtani kozepének az

ay +ay +---+ ay,

9

n

mértani kozepének pedig a

Valaz oo (@l

valos szamot nevezzik.

Megjegyzés. Az n = 2 esetben a szamtani €s a mértani kozepek

b
470 lletve Vab.
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A szamtani €s a mértani kozép kozotti egyenlotlenség

Tétel: A szamtani €s a mértani koz€p kozotti egyenlotlenség

Tetszoleges ay, ..., a, nemnegativ valos szamokra igaz az

ay +ay +:---+a

n
> {Jayay - - - ay
n

egyenldtlenség, és egyenlOoség pontosan az a; = ap = - -+ = a, esetben teljesiil.

4

Biz. A bizonyitas négy 1€pésben torténik. Az elso 1€pés az n = 2 eset:

ay + ar

> > \ajay © ap+ap>2+aa

& (a + a2)2 = a% + 2aya, + a% > 4daias

= a% —2a1ay + a% = (a; — Clz)z > 0.
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Osszeszamlalasi feladatok Kozepek, nevezetes egyenl6tlenségek

A szamtani €s a mértani kozép kozotti egyenlotlenség
bizonyitasa

A masodik Iépésben k szerinti indukciét hajtunk végre az n = 2% esetre. A

k = 1 esetet mdr lattuk, és feltételezziik, hogy az 4llitds teljesiil n = 2*-ra.
Ekkor

k+1 k k
2 +\/Cll * o Aok+l \/ 2\/&1 * Aok 2\/(12k+1 * Aok ok

< \/Cll+"‘+a2k Aok, + =+ Aok ok
B 2k 2k

ay+-+a, Ask T sk ok

2k + 2k
<
2

ap + -+ + o

- Yk+1
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Osszeszamlalasi feladatok Kozepek, nevezetes egyenl6tlenségek

A szamtani €s a mértani kozép kozotti egyenlotlenség
bizonyitasa (folyt.)

A harmadik lépésben legyen n tetsz6leges és m = 2X n-nél nagyobb 2-hatviny.
Jelolje s az ay, ..., a, szdmok szamtani kozepét €s definialjuk az
an+1 = -+ = a, = s szamokat. Ekkor ezek szamtani k6zepe

ay+---a,+au1+---+a, ns+(m-—n)s

9

m m

amire a korabban bizonyitottak szerint teljesiil

s> Rlay - anapir -y = T/al Iy P L

Mindkét oldalt m-dik hatvanyra emelve és s "-¢el leegyszertsitve kapjuk,
hogy s" > a; - - - a,, ami pont a bizonyitand6 egyenldtlenség n-dik hatvanya.
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Osszeszamlalasi feladatok Kozepek, nevezetes egyenl6tlenségek

A szamtani €s a mértani kozép kozotti egyenlotlenség
bizonyitasa (folyt.)

Az utolso, negyedik 1épésben vizsgaljuk az egyenlOség esetét. Nyilvan, ha

a; = --- = a,, akkor a szamtani €s mértani kozepek egyenloek. Tegylik fel,
hogy aj, ...,a, nem mind egyenldk, legyen pl. a; # ap. Ekkor 5% > +/aja;
€s

al+a al+a
at+ar+---+a, = ot Tsotazt+a
n n
vaiar + \/alag +a3z + -+ qay
>
n
2 \/\/a1a2-\/a1a2-a3---an

Vaiaz -+ - a,
tehat itt sem teljesiil egyenldség. O
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A négyzetes €s a harmonikus kozép

Definici0: Négyzetes €s harmonikus kozép

Az ay,a,...,a, nemnegativ valos szamok négyzetes kozepének az

2, 2 2
aj+a;+---+a
9
harmonikus kézepének pedig a
1 n
SIS B B | 1 1
artay vt iR

n

valds szamot nevezziik.
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Az altalanos hatvanykozeép

Definici0: Az altalanos hatvanykozép

Legyenek ay,an, ..., a, pozitiv valos szamok €s r # 0 raciondlis szam. Az
ai,...,a, szamok r-dik hatvanykozepe az

1
r r v r\ 7
a, +a, + +an)

SN LA

valos szam. Megallapodas szerint az r = 0 esetben a mértani kozepet tekintjiik
az r-dik hatvanykozépnek.

v

Az eddigi kozepek mind specidlis hatvanykozepek:
Szamtani k6z€p: r=1.

Négyzetes kozép: r=2
Harmonikus kozép: r = —1.
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Az altalanos hatvanykozépre vonatkozo egyenlotlenség

Tétel: Az altalanos hatvanykozépre vonatkozo egyenlotlenség

Ha ay,...,a, pozitiv valOs €s r, s racionalis szamok, €s r < s, akkor
ay + +a,’;‘< a, +---+a,
n B n
EgyenlOség pontosan akkor van, ha a = ay,
1 IMI”(la x)
| r=2, MJ(1,x)= B
| —
// r=1, M,(1,x) = IT
)74 r=0, M.(1,x)= Vx
// 2
r=-1, M, (1,x)=

)
J?
—1
S
ok
+
s [—

82/201



A harmonikus €s a mértani koz€p kapcsolata

Alkalmazzuk a szamtani €s a mértani koz€p kozotti egyenlotlenséget az
L L valés szamokra:

a,...,a
Z%f _F e o o 4_ z%; . 1
> :
n Cl] .. ’(ln

Ezen egyenldtlenség reciprokat véve kapjuk a harmonikus €s a mértani kozép
kozott

n
7 7 < {/ai---ay
—_ 4_ N 4_ —_

al dan

egyenlotlenséget. Az egyenloség esete 1s kozvetleniil adodik.
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A szamtani €s a négyzetes kozép kapcsolata

Alkalmazzuk a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget az u; = ay, ..., u, = a, és
vy =--- =V, = 1 valds szamokra:

(@ +--+a) <(@+---+a)(A+---+1)=nld@+--+add).

Leosztva n’-tel és négyzetgyokot vonva kapjuk a négyzetes és a szdmtani
kozép kozotti

egyenlOtlenséget. Az egyenlOség esete 1s kozvetleniil adodik.
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Szamfogalom és alapmiiveletek

© Szamfogalom és alapmiiveletek
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A négy alapmuvelet

Definici0: Szamok kiilonbsége €s hanyadosa

@ Az a,b szamok kiilonbsége az az a — b-vel jelolt ¢ szam, amelyre
¢ + b = a teljesiil.

@ Az a,b (b # 0) szamok hanyadosa az az a/b-vel jelolt ¢ szam, amelyre
¢ - b = a teljesiil.

@ A négy alapmuvelet az 0sszeadas, a kivonas, a szorzas €s az 0sztas.

@ Az alapmiveletek legfontosabb tulajdonsagai: asszociativitas,
kommutativitds €s disztributivitas.

@ N zart az 0sszeadasra €és a szorzasra, de nem zart a kivonasra és az
osztasra. Azaz, eldfordul, hogy n — m vagy n/m ¢ N.

@ Z zart az 0sszeadasra, a kivonasra €s a szorzasra, de nem zart az osztasra.
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Oszthatosag a természetes szamok korében

Definici6: Oszthatosag

Azt mondjuk, hogy az a € N szam oszthato a b € N szammal, ha 1étezik olyan
¢ € N szam, amire a = bc teljesiil. Jelolés: b | a.

@ b | a esetén azt 1s mondjuk, hogy b osztoja a-nak, 1lletve a tobbszorose
b-nek.

@ Konnyl meggondolni, hogy a = bc esetén a ¢ szam egyértelmdl.

@ Kis ovatossaggal barki ki tudja terjeszteni az oszthatosag fogalmat Z-re.
Az Ovatossag a 0 €s a —1 szerepére vonatkozik.

Allitds: Az oszthatésagi relaci6 alaptulajdonsdgai

Tetszoleges a, b, c € N elemekre
(1)1 |aésal]a. (2)haa|bésb|a,akkora = b.
(3)haa|bésb|c,akkoral|c. (4 haal|bésalc, akkoral|b+c.
(5)haa | b, akkor a | bc. (6) ha ac | bc, akkor a | b.

y
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/ /
A maradékos osztas

Tétel: A maradékos osztas tétele

Legyen a € Ny és b € N. Ekkor 1éteznek olyan egyértelmiien meghatarozott
q,r € Ng szamok, amelyekre a = bg + r €s 0 < r < b teljesiil.

Megj. g-t a maradékos osztas hanyadosanak, r-et pedig a maradékanak
nevezziik.
Biz. Létezés: Ha a < b, akkor g = 0 és r = a megfeleld. A tovdbbiakra nézve
tegyiik fel, hogy a > b. Alkalmazzunk teljes indukciot a-ra. Ha a = 1, akkor
b=1¢ésqg=1, r=0megfeleld.
Tegyiik most fel, hogy a > 1 €s minden a-nal kisebb természetes szamra
belattuk a tételt. Legyen ag = a — b < a és tekintsiik a hozza tartozd megteleld
qo, ro-at:

a—b=ay=bgy+1ry)és0<ry<bh.

Ekkor g = go + 1 és r = ro megfeleld hanyados €s maradék a-hoz és b-hez. O
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/ /
A maradékos osztas (folyt.)

Egyértelmiiség: Tegyiik fel, hogy
a=bq1+r1 quZ+l"2

megfeleld g1, g2, r1, r» szamokra. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy r; > r», azaz 0 < r; — rp < b. Ekkor

O=a-a=0b(q —q)+r—r,
azaz r1 — 1y = b(g> — g1) oszthat6 b-vel. Ez csak ugy lehetséges, ha
ry —rn = 0, Vagyis rh =nm és qi1 = q>. l

Megjegyzés. A természetes szamok korében a négy alapmiivelet (ideértve a
maradékos osztast) elvégzésére nagyon hatékony algoritmus all
rendelkezésre: az a 10-es szamrendszert hasznalo tobb évszazados eljaras,
amit az altalanos iskoldban is tanulunk.
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A négy alapmiivelet az egész szamok korében
Legnagyobb kozos 0szto €s legkisebb k6zos tobbszoros

Definici0: Legnagyobb kozos 0szto és legkisebb kozos tobbszoros

Az a,b € N szamok legnagyobb koz0s osztoja az a lehetséges legnagyobb
d € N szam, amelyre d | a és d | b.

Az a,b € N szamok legkisebb kozos tobbszorose az a lehetséges legkisebb
m € N szam, amelyre a | m és b | m.

Jelolés: Inko(a, b), lkkt(a, D).

@ A legnagyobb kozos 0szto €s a legkisebb kozos tobbszoros kiszamitasara
az altalanos 1skolaban tanult eljaras a szamok primtényezos felbontasat
hasznalja. Erre azonban nagy szamok esetén (pl. 100 szamjegyll) nem
ismert hat€kony eljaras.

@ Egy masik modszer, az un. euklidészi algoritmus a maradékos osztason
alapulo gyors eljaras a l.n.k.o. és a L.k.k.t. kiszamitasara.
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NYZL N OREIORENEIEIONINEI Gl A négy alapmiivelet az egész szamok korében

A legnagyobb kozos oszto kikombinalasa

Allitas: A legnagyobb kozos oszté kikombinaldsa

Legyen d az a, b € N szamok legnagyobb kozos osztdja. Ekkor 1éteznek
n,m € Z szamok ugy, hogy d = ma + nb.

Biz. Jeloljiik c-vel a
H={ma+nb|m,n e Z}

halmaz legkisebb pozitiv elemét. Egyrészt nyilvanvalod, hogy d | c.
Megmutatjuk, hogy c | a €s ¢ | b, amibdl kovetkezik, hogy ¢ | d, azaz ¢ = d.
Tegyiik fel, hogy ¢ 1 a €s osszuk el a-t c-vel maradékosan:

a=qgc+r,ahol0<r<ec.

Ekkor
r=a—-qc=a—q(ma+nb)=(1-qgm)a—qnbe H,

ami ellentmond ¢ € H minimalitasanak. ¢ | b hasonldéan adédik. O
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A primtulajdonsag

Allitds: A primtulajdonség

Legyen p primszam €s a, b € N természetes szamok. Ha p | ab, akkor p | a
vagy p | b.

Biz. Tegyiik fel, hogy ab = pc és p 1 a. Ekkor Inko(a,p) = 1, azaz 1€teznek
n,m € Z szamok ugy, hogy 1 = na + mp teljesiil.

b=>b-1=b(na+ mp)=npc+bmp = p(ac +mb), techatp |b. O

Tétel: A szamelmélet alaptétele

Minden 1-né€l nagyobb természetes szam felbonthatd véges sok primszam
szorzatara. A felbontds a tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelm.

Biz. A primtényez0s felbontds 1étezése konnyd. A felbontas

egyértelmiiségéhez viszont sziikséges a fenti allitas. O
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NYZL N OREIORENEIEIONINEI Gl A négy alapmiivelet az egész szamok korében

Szamrendszerek

Definici6: Szam felirdsa g-alapu szamrendszerben

Legyen g > 1 természetes szam. Azt mondjuk, hogy az a > 0 egész szamot g
alapu szamrendszerben irtuk fel, ha

a=a,g" +---+ag+ap,

ahol n,ap,ay, -+ ,a, € Ng és 0 < ap,ay,--- ,a, < g.Jelolés: a = (a, ...ap),.
Az a;-t a g'-s helyiértékhez tartozo szamjegynek nevezziik.

y

Példak
@ 428 =4-10% +2 - 10 + 8 a 10-es szamrendszerben.

@ 213, =2-4%2 +1-4 + 3 a 39 felirasa a 4-es szamrendszerben.

@ 1101, =1-23+1-22+0-2+ 1a 13 felirdsa a 2-es szamrendszerben.

4

93/201



NYZL N OREIORENEIEIONINEI Gl A négy alapmiivelet az egész szamok korében

Szam felirasa g-alapu szamrendszerben

Tétel: Szam felirdsa g-alapu szamrendszerben

Barmely a € Ny szam a szam elején elhelyezett 0-ktol eltekintve
egyértelmien felirhatd g alapu szamrendszerben.

Biz. Megadjuk a felirast szolgaltato eljarast, a helyess€g bizonyitasatol
eltekintiink. Legyen by = a €s definialjuk az a;, b; szamokat rendre az alabbi
maradékos osztassal:

by =b1g + ap 0<ap<yg),
b1 = byg + a; 0<a; <g),

bn:bn—lg“l'an:() (OSan<g).

Az algoritmus akkor all meg, ha b, = 0. O
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Szamfogalom és alapmiiveletek A raciondlis szdmok

A racionalis szamok

Definici0: A raciondlis szamok fogalma

A raciondlis szamok 7 alaku kifejezések, ahol a € Z és b € Z \ {0}. Az § €s 5
raciondlis szamokat akkor és csak akkor tekintjiik egyenlonek, ha ad = bc
teljesiil. A racionalis szamok halmazat Q-val jelol;jiik.

VIGYAZAT! Az ,,egyenlének tekintjiik” viszony kapcsan tisztdzni kell, hogy
@ minden raciondlis szamot ,,egyenlonek tekintiink-e” sajat magaval?

@ ha az ; raciondlis szimot ,,egyenlOnek tekintjiik™ -vel, akkor -t is

~egyenlonek tekintjiik-€” 7-vel?

@ haaz ;-t ,egyenl6nek tekintjik™ -vel, €s 5-t ,,egyenlonek tekintjik”
]é—el, akkor ¢-tis ,,egyenlének tekintjiik-e” ]%—el?
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A négy alapmuyvelet a racionalis szamok halmazan

Definici6: Az alapmiveletek a raciondlis szamok halmazan

Legyenek 7 €s & raciondlis szamok. Ekkor a négy alapmiiveletet a
kovetkezOképpen értelmezziik:

c ad=xbc a ¢ ac )
— — . — és ¢ # 0 esetén

b d bd ° b d_bd

Megj. Ez természetesen nem mas, mint a kozos nevezore hozas, valamint
tortek szorzasara €s osztasara tanult szabalyok alkalmazasa.

Feladatok

@ Mutassuk meg, hogy az igy értelmezett miveletek asszociativak,
kommutativak és teljesiil a disztributivitas.

@ Mutassuk meg, hogy az ,,egyenlonek tekintés” szempontjabol a
miuveletek definicidja értelmes.

v
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Szamfogalom és alapmiiveletek A raciondlis szdmok

A racionalis szamok rendezése

@ Az } raciondlis szdm pozitiv, ha ab > 0. Az 7 racionalis szdm negativ, ha
ab < 0.

@ Minden racionalis szam pozitiv, negativ vagy 0.

@ A pozitiv racionalis szamok Q™ halmaza zart az 6sszeadasra €s a
SzZOorzasra.

@ Az x racionalis szam nagyobb, mint a y racionalis szam, ha az x — y
kiilonbségiik pozitiv. Jeloléssel: x > .

o Ertelemszertien hasznéljuk a >, <, < reldcidkat. Ezeket 6sszefoglaléan
rendezési relacioknak nevezziik.

Allitds: A ,kisebb” relaci6 alaptulajdonsdgai

Q@ Hax # y € Q, akkor vagy x < y vagy pedig y < x teljesiil.
© Hax<yésy<z akkor x < z.

© Hax<yésx' <y,akkorx+x" <y+y.

© Hax <yés0 <z akkor xz < yz.

v
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A V2 nem racionalis szim

Allitds: A V2 nem raciondlis szdm

Nincs olyan x € Q raciondlis szdm, melyre x> = 2.

Bizonyitas. (Indirekt.) Tegyiik fel, hogy x = 7 -re (a,b € N) igaz, hogy
2 = (%)2, azaz a® = 2b°.

Tegyiik fel tovabba, hogy Inko(a,b) = 1.

Mivel 2 prim és 2 | a”, igy a primtulajdonsdg miatt 2 | a, vagyis a = 2¢
valamely ¢ € N szamra. Ekkor viszont

a’ =4 =20 = b =2 = 2| b* = 2| b,

ami ellentmond az [nko(a, b) = 1 feltételiinknek. O

Megjegyzés. A bizonyitast konnyen altalanosithatjuk 2-t0l tetszdleges p
primszamra.
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/ /
A valds szamok

A valés szamok mibenlétét illetden szinte mindenkinek van egy meglehetdsen
szilard elképzelése. Ezért is meglepd, hogy mennyire koriilményes ezt a
fogalmat matematikailag precizen fel€piteni.

A valés szamok legfontosabb definial6 tulajdonsagai

Q A valds szamokon értelmezve van a négy alapmuvelet és a ,,<” relacio.
O A val6s szamok R halmaza tartalmazza Q-t.

© (Archimédeszi axioma) Minden valds szamnal van nagyobb természetes
szam.

© (Cantor-axioma) Valos szamoknak egymasba agyazott zart
intervallumainak mindig van kozos elemiik.

Megj. Archimédesz (vagy Arkhimédész) 1.e. 287-212, gorog tudos.
Georg Cantor 1845-1918, német matematikus.
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Valos intervallumok

Definici6: Intervallum

Legyenek a, b € R valds szamok €s legyen a < b.

Az [a, b] zart intervallum azon x € R valos szamok halmaza, melyre
a < x < b teljesiil.

Az (a, b) nyilt intervallum azon x € R val6s szdmok halmaza, melyre
a < x < b teljesul. (Tehata, b ¢ (a,b).)

Ertelemszerien definidljuk az (a, b] és [a, b) félig zart, félig nyitott
intervallumokat.

Azt mondjuk, hogy az [a, b] intervallum be van skatulyazva a [c, d]
intervallumba, ha része neki, azazhac < aés b < d.

Konnyl meggondolni, hogy tetszOleges szamu zart intervallum metszete
1s zart (esetleg iires) intervallum.

Az archimédeszi axioma kovetkezménye, hogy minden nemiires valos
intervallum tartalmaz racionalis szamot.
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V2 kozelitése raciondlis szamokkal

Definialjuk az alabbi a,, b, sorozatokat:

@ Nyilvan minden n-re a,, b, € Q.

@ Megmutatjuk, hogy az (a,,) alulrél, monoton novd modon, a (b,,) pedig
feliilr6l, monoton csokkend mdédon kozeliti a V2 értékét.

a, b, b, — a,
1 2 1
1,333333333 1,5 0,1666666667

1,411764706 | 1,416666667 | 0,004901960784
1,414211438 | 1,414215686 | 0,000004247799640
1,414213562 | 1,414213562 3,19-10712

N K| WIS
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V2 kozelitése raciondlis szamokkal (folyt.)

Allitas: \/5 kozelitése racionalis szamokkal

Az 1imént definalt a,, b,, szamokra teljestilnek az alabbiak:
Q a,b, =2.
Q a, <any < V2 < b,y < by
Q Dur1 —aps < %(bn — ay).
Q buri — ane1 < (371

Mas szoval, az [a,, b, ] intervallumok olyan egymasba skatulyazott
intervallumok, melyeknek egyetlen kozos eleme V2.

Biz. Minden Iépésben indukciot alkalmazunk n-re €s hasznéljuk a korabbi
1épések eredményeit.

Megjegyzés. Lathatjuk, hogy ha az [a,, b, ] intervallumokat csak Q-ban
tekintjiik, akkor ott a metszetiik iires halmaz. Erre utalunk, amikor azt
mondjuk, hogy ,,a raciondlis szamok halmaza lyukas.”
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Tizedes tortek

Definici6: Tizedes tortek

Legyenek eg, ...,e,,t,0,...cleme1a {0, 1,...,9} halmaznak. Az

ienen_l eo,tltz.l’m.

alaku ,,jelsorozatokat” tizedes torteknek nevezziik.

Tizedes torteken értelmezni tudjuk a négy alamuveletet (az altalanos
iskoldban tanult eljarasokkal), valamint a ,,<” relaciot.

Allitds: Val6s szamok tizedes tort alakja

Minden tizedes tort meghataroz egy egyértelmi valos szamot. Forditva,
minden valOs szamhoz pontosan egy tizedes tort alak tartozik, ha nem
engedjiik meg, hogy a tizedesjegyek valahonnét kezdve csupa 9-esek
legyenek.

o
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Valos szamok tizedes tort alakja (biz.)

Biz. Ha a tizedes jegyek valahonnét t,,,,.1 = ;40 = - - - = 0, akkor

n m 1
*+e,---eo,l1lr: - l;; > % Zeilol +le—. € Q.
0 =1 10

=

Végtelen tizedes tort esetén minden m-re tekintsiik az

I, =|xe,---ey, titr---t,, e, ---eytitr- -, + — | CR

10m

zart intervallumokat. Ezek egymasba dgyazottak és hosszuk H)Lm, azaz

metszetiik egyetlen x € R szamot tartalmaz:

A

m=1

{x}

Ezt az x € R szamot rendeljiik a tizedes tortiinkhoz. (A té€tel megtorditasanak

bizonyitasat mellozziik.) O
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Szakaszos tizedes tortek

Definici6: Véges, végtelen €s szakaszos tizedes tortek

Azt mondjuk, hogy az x = +e,e,—1 - --eg, tity - 1, - - - tizedes tort

@ veéges, ha valahonnét kezdve 1,1 = t,,42 = - - - = 0. Ellenkez0 esetben
végtelen tizedes tortrol beszéliink.

@ szakaszosan 1smétlodo, vagy roviden csak szakaszos, ha egy 1dO utan a
tizedesjegyek periodikusan ismétlodnek.

Allitas: A szakaszos tizedes tortek a racionalis szamok

A szakaszos tizedes tortek pontosan a racionalis szamok.

Biz. Bizonyitds helyett vizsgdljuk meg az x = 0,237 = 0,237237. ... végtelen
szakaszos tizedes tortet. Ekkor

999x = 1000x — x = 237,237237... — 0,237237... = 237,

237 79
999 333’

azazZ X = [
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Valos szamok egész része, tort része, abszolut értéke

Definici0: Egész rész, tort rész, abszolut érték

@ Az x € R valOs szam egész része az x-nél nem nagyobb egész szamok
koziil a legnagyobb. Jelolés: [x].

@ Az x € R valOs szam tort része az x-nek €s az x egész részének a
kiilonbsége. Jeloléssel: {x} = x — [x].
x, hax >0,

@ Az x € R valés szam abszolut értéke |x| =
—x, hax<0.

Q@ Ezeket valos R — R fliggvényeknek tekintjiik.

Q Pl [2,75] =2¢és{2,75} =0,75. Nyilvan [x] = x, 1lletve {x} = 0 akkor €s
csak akkor, ha x € Z egész szam.

© Vigyazat! [-2,75] = -3 és

{(=2,75}=-2,75-[-2,75] = -2,75+3 =0, 25.
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Elemi fiiggvények

O Elemi fiiggvények
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Alapmuveletek valos fliggvényekkel

Legyenek f, g : R — R valos fliiggvények.

Definici6: Valos fliggvények pontonkénti 6sszege €s szorzata

Az f és g fiiggvények pontonkénti 0sszege, illetve szorzata alatt azt az
f + g-vel, illetve fg-vel jelolt R — R fiiggvényt értjiik, amelyre teljesiil

(f +8)(x) = f(x) + g(x), illetve (fg)(x) = f(x)g(x).

Vigyazat! Két valos fiiggvény pontonkénti szorzata nem keverendd Ossze a
fiiggvények, mint leképezések f o g szorzataval.

Allitds: A pontonkénti fiiggvénymiiveletek alaptulajdonsagai

A valos figgvények pontonkénti 0sszeaddsa €s szorzasa asszociativ,
kommutativ €s disztributiv.

Bizonyitas. Hazi feladat. O
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvények

Definici0: Polinomfliggvény

Azt mondjuk, hogy f : R — R n-edfoku polinomfiiggvény, ha valamilyen
rogzitett agp, ay, . ..,a, € R valos szamokra a,, # 0 és

fx) = apxX" + a1 X+ -+ arx + ag

teljesiil. Az ao, ..., a, szamokat az f egylitthatoinak, x-et pedig az f
valtozojanak, vagy hatarozatlanjanak nevezziik.

Példak:
@ f(x) = %x + 1 els6foku, vagy linearis polinomfiiggvény.

@ f(x) = x> — 2x — 1 méasodfokd polinomfiiggvény 1,-2 és —1
egylitthatokkal.

) harmadfoku pfv.
o f(x)=x*—2x* - % negyedfoku ptv. 1,0, -2, 0, —% egylitthatokkal.
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Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

y=%x+1
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

y=%x+1

y=x>-2x-1
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Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

Ay |
/ y=s5x+1

y=x>-2x-1

1/
_/
NN
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Els0-, masod-, harmad- €s negyedfoku fiiggvények

L el
A g
/ y=s5x+1
y=x>-2x-1

s
.
oC
7 T —

o —
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy
lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.

@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasaval ki tudunk szadmolni.

J ()

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cp-2=Cp—1X+ap—1--

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l ‘an—Z"" ‘CZZ‘al‘aO

Tablazattal:
N R N N
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy
lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.

@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasaval ki tudunk szadmolni.

J ()

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cp-2=Cp—1X+ap—1--

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l ‘an—Z"" ‘CZZ‘al‘aO

Tablazattal:
x> | oo o]
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy

lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.
@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasdaval ki tudunk szamolni.

J ()

Tablazattal:

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cn—2=Cp—1X+ap—-1"

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l ‘an—Z"" ‘CZZ‘al‘aO

x=amfema | ]
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy

lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.
@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasdaval ki tudunk szamolni.

J ()

Tablazattal:

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cn—2=Cp—1X+ap—-1"

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l‘an—Z‘ ‘CZZ‘al‘aO

YR [y ey p R
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy

lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.
@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasdaval ki tudunk szamolni.

J ()

Tablazattal:

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cn—2=Cp—1X+ap—-1"

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l‘an—Z‘ ‘CZZ‘al‘aO

e Jes e ] 1]
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy

lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.
@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasdaval ki tudunk szamolni.

J ()

Tablazattal:

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cn—2=Cp—1X+ap—-1"

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l‘an—Z‘ ‘CZZ‘al‘aO

x_)cn—l‘cn—Z‘Cn—3"" ‘Cl ‘ ‘
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy

lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.
@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasdaval ki tudunk szamolni.

J ()

Tablazattal:

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cn—2=Cp—1X+ap—-1"

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l‘an—Z‘ ‘CZZ‘al‘aO

X—>Col | Cna | Cne3 | =+ | c1 | co |
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RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomfiiggvény kiszamitasa Horner-elrendezéssel

@ Mivel a polinomfiiggvények rendkiviil fontos szereppel birnak, igy
lényeges a gyors €s pontos kiszamitasuk.

@ A Horner-elrendezésben egy n-edfoku polinomfiiggvényt n db 6sszeadas
€s szorzas alkalmazasaval ki tudunk szadmolni.

J ()

a, X" +a, 1 X"V aix + ag

= (((apx+a,—1)x+---+a)x+ap)x+ ag

—
= ((Ca, x+a,—1)x+---+a))x+ay)x+ay

-~

Cp-2=Cp—1X+ap—1--

N\ -
-~

Cl1=Crx+as

N
co=cCc1x+a;
NV

d=cox+aog=f(x)

an‘an—l ‘an—Z"" ‘CZZ‘al‘aO

Téblazattal: X Cnt | G2 | Cus | - | @1 | o | d—f@)
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e i gyl S
Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay

2| -4|-5]7 |11

x=2- [ ] ]

Ezért

(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay

2| -4|-5]7 |11
r=2-2[ 0 |

(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay

2| -4|-5]7 |11
x=2-2]0] | |

(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay
2| -4|-5]7 |11
x=2->2 ‘ 0 ‘ -5 ‘ ‘
(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay
2| -4|-5]7 |11
x=2-2]0 [-5]-3]
(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay
2| -4|-5]7 |11
x=2-2|0[-5]-3|5
(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Példa a Horner-elrendezés alkalmazasara

Tekintsiik a

f(x) = 2x*—4x’ = 5% +Tx + 11
= (Qx=dx=5x+Tx+11

polinomfiiggvény értékét x = 2 helyettesités mellett.
Emlékeztetoiil:

@ A tablazat felsO sora az f egyiitthatoit tartalmazza.

@ Az als6 sorban ¢,—1 =a, €s a k-dik 1épésben

@

Ck ‘ Ck—1 = CiX + Ay
2| -4|-5]7 |11
x:2—>2‘ 0 ‘—5 ‘ —3‘5—>f(2) '
(Wiliam George Horner (1786-1837) angol matematikus.)

Ezért
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Polinomfiiggvényck
Alapmiuveletek polinomfiiggvényekkel
Legyen f(x) = a,x" + --- + a;x + ag polinomfiiggvény, a, # 0. Ekkor a,-et az

f toegyiitthatojanak nevezziik. Az f fokszamat deg(f)-el jeloljiikk. A konstans
f(x) = 0 polinomfliggvény esetén a fokszam nem értelmezett.

Allitas: Polinomfiiggvények osszege és szorzata

@ A polinomfiiggvények halmaza zart a pontonkénti 0sszeadas €s a szorzas
muveleteire.

@ Legyenek f, g polinomfiiggvények. Ekkor

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} és deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Biz. Hazi feladat. O
Megjegyzés. Vilagos, hogy két polinomfiiggvény hanyadosa nem feltétlentil
polinomfiiggvény. Igy aztin van értelme polinomfiiggvények oszthatésdgardl
besz€lni: Azt mondjuk, hogy az f pfv. oszthato a g pfv.-el, ha 44 piv., melyre
J(x) = g(x)h(x).

113/201



RIGNBURAC NGl Polinomfiiggvények

Polinomftiiggvény maradékos osztasa Horner-eljarassal

Allitas: Polinomfiiggvény maradékos osztdsa

Legyen f(x) polinomfiiggvény €s b € R valos szam. Ekkor 1€tezik g(x)
polinomfiiggvény, melyre f(x) = g(x)(x — b) + f(b) teljesiil.

Biz. Legyen f(x) = a,x" + - -+ + a1x + ag polinomfiiggvény. Gyartsuk le a
Horner-eljarassal az x = b helyettesitéshez tartozo c,_1, ..., co szamokat:

Cn—1 = Ay, Cp—n =Cy_1b+ay_1,..., co=c1b+ay és f(b) =cob + ayp.

1

Definidljuk a g(x) = ¢, 1 X" + -+ + c1x + co polinomfiiggvényt. Ekkor

2

(Cpo1 X+ X2+ -+ C1x + ) (x — b)

q(x)(x — b)

= 1 X"+ (Cpoy — b, X+ o+ (e — c1b)x — cob

= a X" +a, X!

= f)—f(b). O

+---+a1x+ao—(a0+c()b)
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IRINB UGl Polinomfiiggvények gyoktényezds alakja

Polinomfiiggvény gyoke €s gyoktényezoje

Definici6: Polinomfliggvény gyoke

Azt mondjuk, hogy a b € R szam gyoke az f(x) polinomfiiggvénynek, ha
f(b) = 0 teljestil.

Allitas: A gyoktényezs kiemelhetsége

A b € R szam akkor €s csak gyoke az f polinomfliggvénynek, ha
f(x) = g(x)(x — b) teljesiil valamilyen g polinomfiiggvényre.

Biz. Eloszor tegyiik fel, hogy f(x) = g(x)(x — b) teljesiil valamilyen ¢
polinomfiiggvényre. Ekkor nyilvan f(b) = q(b)(b — b) = 0.

Masodjara tegyiik fel, hogy b gyoke f-nek, azaz f(b) = 0. Az el6z6 allitdsban
megmutattuk, hogy 1€tezik olyan g polinom, amire

J ) = q0)(x = b) + f(b) = g(x)(x = b)

teljesiil. O
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Polinomfiiggvény gyoktényezOs alakja

Tétel: Polinomfliggvény gyoktényezos alakja

Legyen f n-edfoku polinomfiiggvény €s b1, ..., br € R az f gyokei. Ekkor
k <nés

J&x) =g —=b1) -+ (x = br)

egy olyan g polinomfiiggvényre, aminek nincs valos gyoke.

Biz. (Teljes indukcio6 n-re.) Ha n = 0, akkor f # O konstans és az allitas i1gaz
k = 0-ra és g = f-re. Szintén 1gaz az allitas, ha f-nek nincs valos gyoke.
Tegyiik fel, hogy n > 0 €s by valos gyoke f-nek. Ekkor f(x) = g(x)(x — by)
valamely g polinomfliggvényre, €s

deg(g) = deg(f) — 1 < n.

Az indukci0s hipotézis miatt g(x) = g(x)(x — by) - - - (x — by), ahol g-nak nincs
valos gyoke. Ez megadja f gyoktényezOs alakjat.

A k < n 0sszefliiggés a két oldal fokszamanak Osszehasonlitasabol adodik. O
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IRINB UGl Polinomfiiggvények gyoktényezds alakja

A gyoktényez0s felbontas kovetkezményel

Kovetkezmény: Korlat a gyokok szamara

Egy n-edfoku polinomfiiggvénynek legfeljebb n gyoke van.

A gyoktényezos felbontasban a by, ..., by gyokok nem feltétleniil
kiilonbozoek. A felbontast szokas

fx) =ql)x—cp)™ - (x —cp)™

alakban is irni, ahol a ¢y, .. ., ¢, gy0kok mind kiilonbozoek. Ekkor azt
mondjuk, hogy a ¢; gyok multiplicitasa m;.

Tétel: Paratlan fokszamu polinomfiiggvény gyokei

Minden paratlan fokszamu polinomfiiggvénynek van valos gyoke.

Biz. Az analizis eszkoOzeivel torténik. O

117/201



IRINB UGl Polinomfiiggvények gyoktényezds alakja

A masodfoku polinom gyoktényezos felbontasa

Tekintsiik az
f(x) = ax’ + bx + ¢

altalanos masodfoku polinomfiiggvényt €s tth. a foegyiitthato a # 0. Ekkor

» b ¢ b\ b-dac
alx*+-x+-—-|=allx+—| - :
2a da?

a a
Definidljuk az f(x) diszkrimindnsat: A = b — 4ac.

Ha A < 0, akkor f(x) elojele minden x € R esetén megegyezik a eldjelével,
azaz f(x)-nek nincs valos gyoke.
Ha A > 0, akkor tovabb alakitva megkapjuk f(x) gyoktényezos felbontasat:

o =alv 2 VK)( - VZ).

2a 2a
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A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Tétel: A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Az ax’ + bx + ¢ = 0 4ltaldnos masodfoku egyenlet megoldképlete

—b + Vb2 - dac
X12 = .4
2a

Altalaban, a
O=a X"+ ---+ax+ay

polinomegyenlet megoldoképletének nevezziik azokat a kifejezéseket,
amelyek az egyenlet gyokeit az egytitthatokbol a négy alapmuvelet €s a
gyokvonas segitségével allitjak elo.
@ Az altalanos harmad- és negyedfoku polinomegyenletek megoldoképlete
joval bonyolultabb (Cardano- 1ll. Ferrari-képlet, 1501-1576, 1522-1565.)

@ Abel-Ruflini-tétel: Az 6tdod- €s anndl magasabb foku altalanos
polinomegyenletekre nincs gyokképlet. (1802-1829, 1765-1822)
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RIS UGl Raciondlis tortfiiggvények €s inverzeik

Racionalis tortfiiggvények

Definici0: Racionalis tortfliggvények

Az f(x) = — alaku leképezéseket,

ahol g(x) = a,x" +---+a;x+ag és h(x) = b,x" +---+ b1x + by
polinomfiiggvények, racionalis tortfliggvényeknek nevezziik.

@ Mi lesz az f(x) raciondlis tortfliggvény értelmezési tartomanya?

@ ,,Majdnem jo” valasz: R \ {c,--- ,cx}, ahol ¢y, -- -, cx a h(x) nevezd
gyokel.

e Baj van, ha ezek a szdmldlnak is gyokei. Altaldban, problém4s lehet a
tort bovitése €s egyszerlsitése. Vajon

x* -1

x—1

=x+1?

(Ha 1gen, akkor mi1 az értelmezési tartomany?)
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FoeonA i el G Al
Példak racionalis torttiiggvényekre

AY

121/201



RIS UGl Raciondlis tortfiiggvények €s inverzeik

Példak racionalis torttiiggvényekre
N

3x+ 5
2xX + 2

1
\ "1 f(x):_
0 1 .

| > X
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RIS UGl Raciondlis tortfiiggvények €s inverzeik

Példak racionalis torttiiggvényekre

AY

2x + 2
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/ / LX) oo
Hatvanyok és gyokok

Az egész kitevos hatvanyozas alaptulajdonsagai:

(xy)n — xnyn’ xnxm — xn+m, (xn)m — xnm. (10)

Definici0: Valos szam n-dik gyoke

Legyen n egész szam. Azt mondjuk, hogy az x € R valos szam n-dik gyoke az

az y € R valos szam, melyre teljesiil x = y".

Amennyiben n paros, akkor megkoveteljiik, hogy y > 0.
1

Jelolés: y = {/x = xn.

Allitds: A gyokvonas alaptulajdonsdgai

Az f(x) = {/x minden n esetén jol meghatédrozott fiiggvény, melynek
értelmezési tartomanya paratlan n esetén R, paros n esetén pedig R. O

Tetszoleges raciondlis kitevOk esetén teljesiilnek a (10) azonossagok.

v
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FoeonA i el G Al
Példak hatvany- és gyoktiiggvényekre
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FoeonA i el G Al
Példak hatvany- és gyoktiiggvényekre
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FoeonA i el G Al
Példak hatvany- és gyoktiiggvényekre
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RIS UGl Raciondlis tortfiiggvények €s inverzeik

Példak hatvany- és gyoktiiggvényekre
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FoeonA i el G Al
Példak hatvany- és gyoktiiggvényekre
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus
Az exponencialis fiiggvény

Rogzitsiink egy a > 1 valés szdmot; ennek racionalis hatvanyat az an = /a”
kifejezés adja meg.

Feladat

Mutassuk meg, hogy a raciondlis kitevOs hatvanyozds szigorian monoton
novo, azazhar,s € Q, r < s, akkora” < a°’.

Definici6: Hatvanyozas valos kitevovel

Legyen x € R tetszoleges valds szam. Kozelitsiik x-et alulrol és feliilrol
racionalis szamok (r;,), ill. (s,,) sorozataval. Ekkor

Iﬁ — [‘lrnatlsn

egymasba agyazott zart intervallumok sorozata. Ezek (nemiires) metszete
egyetlen b valos szamot tartalmaz. Azt mondjuk, hogy b = a*.
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Az exponencidlis fiiggvény és a logaritmus
Példak exponencialis fiiggvényekre

R y=a', a>1

Megjegyzés. a-t az f(x) = a* exponencialis fliggvény alapszamanak nevezziik.
Ha O < a < 1, akkor a*-et a* = (1/a)*-el defimaljuk.
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Az exponencidlis fiiggvény és a logaritmus
Példak exponencialis fiiggvényekre

R y=a', a>1

/ 1

Megjegyzés. a-t az f(x) = a* exponencialis fliggvény alapszamanak nevezziik.
Ha O < a < 1, akkor a*-et a* = (1/a)*-el defimaljuk.
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Az exponencidlis fliggvény és a logaritmus
A logaritmus fiiggvény
Legyen tovabbra is a > 1 valds szam. Az exponencialis fiiggvény

monotonitasabol kovetkezik, hogy f(x) = a* bijekciot hataroz meg R és R
kozott. Ezért beszélhetiink f(x) inverz fliggvényérol.

Definic10: A logaritmus

Azt mondjuk, hogy az x > 0 valOs szam a alapu logaritmusa az az y € R valos
szam, melyre x = a” teljesil. Jeloléssel: y = log,(x).

a> 1 AY , Ay
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Az exponencidlis fiiggvény és a logaritmus
A logaritmus €s az exponencialis fv. alaptulajdonsagai

Tétel: A logaritmus €s az exponencialis fiiggvény alaptulajdonsagai

Legyenek x,y,a, b > 0 valos szamok.
X

1) @ = . ) a—y = &,

a
(3) (a*y = av. (4) (ab)* = a*b*.
(5) x = a'°%~, (6) x = log (a*).
(7) log,(xy) = log, x +log, y. (8)log,(3) = log,x —log, y.
(9) log,(x") = ulog, x. (10) log, x = (log, x)(log, b).

Biz. Az exp. fv.-re vonatkozo (1)-(4) azonossagok oroklodnek az egész ill. a
racionalis kitevos hatvanyozastol. Az (5) és (6) azonossagok a logaritmus (€s
az inverz fv. fogalmanak) definicioja.

(7) kovetkezik (1)-bol: Legyen u = log, x, v = log,y, azazx = a" ésy = a".
Ekkor xy = a*™”, azaz log (xy) = u + v. (7)-bdl adddik (8). (9)-hez irjunk

v = log, x-et; ekkor (3) szerint x* = (a")" = a"’, azaz log,,(x") = uv.

Végiil (9)=(10): (log, x)(log, b) = log,,(b'°%*) = log,, x. O

127/201



Elemi fiiggvények Szogfiiggvények

Trigonometrikus fiiggvények: szinusz, koszinusz

Definici0: Szinusz, koszinusz fiiggvények

Legyen P az x-tengellyel ¢ szoget bezard egységvektor végpontja. Ekkor P
vetiiletel az x- illetve y-tengelyre cos ¢, 1lletve sin .

P y y = sinx

X . <\\ // £
e

SiIlgOO ——————

y = COSX
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Trigonometrikus fiiggvények: tangens, kotangens

Definicio: Tangens, kotangens

SIn X 1 COS X
th — ’ Ctgx — — . ’
COS X tgex  SInx

ahol a tangens fliggvény értelmezési tartomanya R\ {7 + kn | k € Z}, a
kotangensé pedig R \ {kr | k € Z}.

Megj. Haszndlatos még a tan x, cot x jelolés 1s, kiilondsen angol nyelvi
kornyezetben.

(\]
NIN
NI
|9
k\,[\.)l:]
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Elemi fiiggvények Szogfiiggvények

A trigonometrikus fiiggvények alaptulajdonsagai

Tétel: A trigonometrikus fliggvények alaptulajdonsagai

Minden x € R szamra teljesiilnek az alabbiak:
Q sin(x + 2m) = sinx, cos(x + 27) = COS X.
Q tg(x+ m) = tgx, ctg(x + m) = ctgx.

@ sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cos x.
@ sin(5 —x) = cosx.

2

(5 ] sin® x + cos? x = 1.

Az (1), (2) és (3)-beli tulajdonsagokat kiilon definialjuk.

Definici6: Fiiggvények periodicitasa

Azt mondjuk, hogy az f : R — R valos fiiggvény periodikus d > 0
periodussal, ha minden x € R szamra teljesiil f(x + d) = f(x).
Azt mondjuk, hogy az f : R — R paros (illetve paratlan) ha minden x € R

szémra f(—x) = £(x) (illetve f(—x) = —f(x)).

o
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A trigonometrikus fliggvények inverzei

Vegyiik €szre, hogy az alabbi trigonometrikus fiiggvények bijekciot
hataroznak meg itt megadott halmazok kozaott.

Q sin: [-7,5] = [-L1].
Q cos:[0,7] —» [-1,1].
Q tg:(-35,35) - R

Q ctg: (0,71 - R.

A megfelel0 értelmezési tartomanyokon definidlhatjuk a trigonometrikus
fliggvények inverzét:

@ sin! = arcsin: [-1,1] — [—%, g].
@ cos! =arccos : [-1,1] = [0, n].
-1 _ .
Q tg =arctg: R — (-3, 7).
Q ctg™!' =arcctg : R — (0, 7).
Ejtsd: arkusz szinusz, arkusz koszinusz, stb.
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Tovabbi fiiggvénytulajdonsagok

Definici0: Korlatossag, konvexség (konkavsag)

Legyen f : R — R valos fliggvény. Azt mondjuk, hogy
Q f korlatos, ha dK € Ry, melyre [f(x)| < K teljesiil minden x € R esetén.

@ f feliilrdl (illetve alulrol) korlatos, ha AK € R, melyre f(x) < K (illetve
f(x) = K) teljesiil minden x € R esetén.

© f konvex, ha minden x,y € R és ¢ € [0, 1] esetén

J(A =Dx +ty) < (1 =f(x) + 1 ().

: I i
o o o>
X 1-tx+ty VY
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Linearis fliggvénytranszformaciok: Fliggoleges eltolasok

Hasonlitsuk 0ssze az f(x) = x

Elemi fiiggvények

3 _xésa

g(x) = x* — x + 1 figgvények

grafikonjait:
v

y=Jx)+1

y=fx)

T

Szogfiiggvények

Allit4s:

Fiiggvényérték-transzformaciok I.

Az f(x) — f(x) + d tipusu
fliggvénytranszformaciok az f(x)
grafikonjanak d egységgel torténd
eltolasanak felelnek meg az
y-tengellyel parhuzamosan.
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Elemi fiiggvények Szogfiiggvények

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Fiiggdleges nyujtasok

Hasonlitsuk ossze az f(x) = x> — x és a
g(x) = 2(x° — x) fiiggvények

grafikonjait:

Allitis:
v y=2f(x) Fiiggvényérték-transzformaciok II.
Az f(x) — df (x) tipusu
y = f(x) fliggvénytranszformaciok az f(x)

grafikonjanak d aranyu nyujtasanak
felelnek meg az y-tengellyel
parhuzamosan. O
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Elemi fiiggvények Szogfiiggvények

Linearis fiiggvénytranszformaciok: Vizszintes eltolasok

Hasonlitsuk 6ssze az f(x) = x> —x =x(x — D(x + 1) és a

g =fx=-3)=x-3°-(x-3)=x-DNx-4)x-2) figgvények gyokeit:
—1.0. 1, illetve 2, 3, 4. Altalaban:

Allitas: A fiiggetlen valtozé transzformaciéi 1.

Az f(x) — f(x — c¢) tipusu fiiggvénytranszformaciok az f(x) grafikonjanak c
egységgel torténo eltolasanak felelnek meg az x-tengellyel parhuzamosan. O

y1 y = /) y = fx=3)
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Elemi fiiggvények Szogfiiggvények
Linearis fiiggvénytranszformaciok: Vizszintes nyujtasok

Hasonlitsuk 0ssze az f(x) = x° — x és a g(x) = f(5) = %3 — 5 fiiggvények

gyokeit, illetve grafikonjait:

v y=fx) ny(E)

2
///’/’—_—j;7<::::§N§§::::’<(-——”///, 5(

Allitas: A fiiggetlen valtozé transzformécioi I1.

Az f(x) = f(%) tipusu fiiggvénytranszformaciok az f(x) grafikonjanak ¢
aranyu nyujtasanak felelnek meg az x-tengellyel parhuzamosan. O
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Elemi fiiggvények

Definici0: Elemi fliggvények

Elemi fliggvényeknek nevezziik azokat a valos fiiggvényeket, melyek a
kovetkezo fiiggvényekbol képezhetok:

©Q x — x (identikus leképezés),
©Q x — sinx (szogftiiggvények),
© x — ¢* (exponencidlis fliggvény).

Az elemi figgvények képzéséhez megengedett muveletek: a felsorolt harom
fliggvény €s konstansok

©Q Osszeaddsa, kivondsa, szorzasa, osztasa (n€gy alapmiuvelet);

© leképezések szorzatai €s inverze.

Példak elemi fiiggvényekre

3x +4, 2xsinx, y =3x°, y =2x +sinx, X, Inx, sin2x, cos 5 sin x?.
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A geometria axiomatikus megalapozasarol

A matematikiban tobb évezredes hagyomanya van a geometria axiomatikus
felépitésének, ezt a megkozelitést szintetikus geometrianak 1s nevezik.
Ebben a felépitésben az alapfogalmak:

@ pont, egyenes, illeszkedés, kozrefogas,
@ tavolsag, tengelyes tiikrozeés.

VIGYAZAT, CSALUNK!

Az egyenes ,,egyszerre” alapfogalom és ponthalmaz! Lasd: P =eNf.

Az axiomakat altalaban 6t csoportba soroljak:
@ I. Illeszkedési axiomak
@ II. Metrikus axiomak
@ III. Rendezési €s IV. Folytonossagi axiomak
@ V. A tengelyes tiikkroz€s axiomaja
A legfontosabb definilt fogalmak: szakasz, félegyenes, félsik, merolegesség,

parhuzamossag, felezo meroleges, szog, szogfelezo, egybevagosag.
138 /201



(CR kIR itvAldinkw 0 Gl Az cuklidészi geometria axidmairdl

Geometrial transztformaciok

Definici6: Geometriai transzformacid

Az olyan leképezéseket, amelyeknek mind az értelmezési tartomanya, mind
pedig az értékkészlete ponthalmaz, geometriai transzformacioknak nevezziik.

Példak:
@ A kozépiskolabdl ismert egybevagosagi transzformaciok: tengelyes
tiikrozés, eltolds, forgatds. Ezeknél az E.T. és az E.K. a sik pontjainak
halmaza.

@ A tér pontjainak merdleges levetit€se egy rogzitett sikra.
@ Az origdbdl torténd kozéppontos vetités két parhuzamos kor kozott.

Megjegyzés. Amennyiben egyértelmi, hogy milyen geometriai
transzformaciorol van szo, akkor a P, Q, . .. pontok képét egyszeriien csak
P,Q,...jelol.
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Az euklidészi geometria axiémairdl
Egybevagosagi transzformaciok

Definici0: Tavolsagtartas

Azt mondjuk, hogy a geometriai transzformacio tavolsagtarto (izometrikus),
ha az E.T. minden P, Q pontjira |PQ| = |P’'Q’| teljesiil.

Definic10: Egybevagosagi transzformacio

A sik (tér) ponthalmazanak onmagara vett tavolsagtarto leképezéseit
egybevagoisagi transzformacioknak (izometridknak) nevezziik.

Tétel: Egyenestartas

Az egybevagosagok szakaszt szakaszba, egyenest egyenesbe képeznek.

Biz. Elegendd szakaszokkal foglalkozni. Tth. C € AB szakasz, de C' ¢ A’B’
szakasz. Ekkor |AC| + |CB| = |AB| és |[A"C’| + |C'B’| > |A’B’|, ami ellentmond a
tavolsagtartasnak. O
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Fixpont. fix egvenes
9

Definici0: Leképezés fixpontja

A P pontot a geometriai transzformaci6 fixpontjanak nevezziik, ha P = P’.

Definici6: Alakzat képe, invarians (fix) alakzat
@ Az X alakzat képe alatt az X" = {P’ | P € X} ponthalmazt értjiik.

@ Az X alakzatot invaridansnak vagy fixnek nevezziik, ha X’ C X, azaz, ha
minden P € X esetén P’ € X.

@ Az X alakzatot pontonként fixnek nevezziik, ha minden pontja fixpont,
azaz ha minden P € X esetén P = P’.

Példak:
@ Tengelyes tiikkrozésnél pontonként fix a tengely €s invariansak a
tengelyre merdleges egyenesek.
@ Forgatisnal fixpont a forgatas kozéppontja. Invarians alakzatok a
kozéppont origoju korok.
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A tengelyes tiikkrozeés

A tengelyes tiikrozés alapvetd fontossagu fogalom az euklidészi
geometridban. A legegyszeriibb, ha I€tez€sét axioma garantalja.

A tengelyes tiikrozés axiomdaja

Minden egyeneneshez pontosan egy olyan egybevagdsagi transzformacio
1étezik, mely az egyenes pontjait fixen hagyja, a két félsikjat pedig felcseréli.
Jelolés: 7,.

A tengelyes tiikrozésre két szerkesztési eljarast hasznalunk:
© P-bdl merdlegest bocsatunk e-re, €s felmérjiik ra P tavolsagat.

© P kozépponttal és r sugarral kort rajzolunk, ami metszi e-t A, B-ben, €s
az A, B kozéppontd, r sugard korok metszéspontja lesz P’.

Megjegyzések:
@ Valgjiban (2)-t haszndljuk merdleges egyenes megszerkesztéséhez!

@ Szerkesztési eljarasokkal ,,definialhatjuk™ a tengelyes tiikrozést, de akkor
be kell latni, hogy tavolsagtartd!
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A forgatasok

@ A forgatas kozépiskolaban megismert definiciéjaban szerepel az
iranyitott szog fogalma, aminek preciz felépitése igen nehéz feladat.

@ A Iényeg, hogy irdnyitott szogeket kozos kezdOpontu félegyenes parok
hataroznak meg.

@ Korzo, vonalzo €s a koriiljarasi irany fogalmanak felhasznélasaval
eljarast adhatunk adott iranyitott szog ,.felmérésere”.

Definici0: Forgatas

Legyen K pont és « iranyitott szog. A P pont K koriili a szogl elforgatottja az
a P’ pont, melyre |KP| = |[KP’| és a KP, KP’ félegyenesek altal megadott
iranyitott szog a.

Megjegyzés. A kozéppontos tiikrozéseket 180 fokos forgatasnak fogjuk
tekinteni, ezért a tovabbi felsorolasokban nem fogjuk Oket kiilon emliteni.
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Forgatas eloallitasa két tiikkrozéssel

Tétel: Forgatas eloallitasa két tiikkrozéssel

Legyen K az e, f egyenesek metszéspontja €s a a két egyenes bezart szoge.
Ekkor a két tengelyes tiikrozés 7¢7, szorzata a K koriili 2a szogh forgatas.

Biz. Legyen P’ = 7,(P) és P”" = 7¢(P"). Kbnnyl meggondolni, hogy
|[KP| = |KP'| = |[KP"”| és a KP, KP"” félegyenesek altal bezart irdnyitott szog
2a. O
Megjegyzés.
@ Egyenesek iranyitott szoge nincs jol definidlva: az eldjel fiigg a két
egyenes sorrendjétol, de igy 1s lehet a vagy —(180° — @) = a — 180°.
@ Ez azonban a forgds iranyitott szogére nincs hatissal, mivel
2a = 2(a — 180°).

@ A forgatasok bevezetésének masik modja, hogy két metsz0 tengelyre vett
tiikr6zés szorzataként definaljuk Oket.

144 /201



A forgatasok alaptulajdonsagai

Megj. Az 1dentikus leképezéseket 0 szogl forgatasoknak tekintjiik.

Allitas: A forgatdsok alaptulajdonsagai

© Ha egy forgatasnak van a kozéppontjatdl kiilonbozo fixpontja, akkor az
az indentitas.

© Legyen B egy K koriili forgatas €s e egy tetszoleges egyenes K-n at.
Ekkor pontosan egy K-n atmend f egyenes l€tezik, melyre 5 = 7¢7,.

© Rogzitett K pont koriili forgatasok szorzata, illetve inverze szintén K
kortili forgatas.

Biz. (1) Trivialis. (2) Szemléletesen konny(, hiszen csak az kell, hogy az e és
f egyenesek bezart iranyitott szoge a forgatas szogének fele legyen. A preciz
bizonyitas, ami melldzi az irdnyitott szog fogalmat, igen nehéz. (3) kovetkezik
(2)-bll: Legyen 8 = 777, €s valasszuk g-t gy, hogy vy = 7,7¢. Ekkor

¥B = (To77)(75Te) = T,T, fOrgatas. O
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A parhuzamos eltolasok

@ Jol ismert, hogy a parhuzamos eltolasok szoros kapcsolatban vannak a
geometrial vektorok fogalmaval.

@ Mivel a vektorok kdzponti jelentdoségll szerepet toltenek be a
geometriaban, ezért nagyon fontos a geometriai vektorfogalom preciz
felépitése.

@ Jelen esetben ez azt jelenti, hogy a parhuzamos eltolasokat a vektor
fogalma nélkiil kell definidlnunk.

Definici6: Eltolasok

Az olyan egybevagosagi transzformaciokat, melyek elddllnak két parhuzamos
egyenesre vett tiikrozés szorzataként, parhuzamos eltolasoknak, vagy roviden
csak eltolasoknak nevezziik.

Megj. Megengedjiik, hogy a két egyenes egybeessék, azaz az identikus
leképezést 1s eltolasnak tekintjiik.
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Az eltolasok €s a kozéppontos tiikrozések

Az A kozéppontra valo kozéppontos tiikrozést o4-val jeloljiik.

Tétel: Az eltolasok €és a kozéppontos tiikrozések kapcsolata

Két kozéppontos tiikkrozés szorzata eltolas. Legyen 8 = 1,7, eltolas és P
tetszOleges pont. Ekkor pontosan egy olyan Q pont létezik, hogy B = ogop.

Biz. Legyen c egy a-ra €s b-re merdleges egyenes
Y €¢sA =anc,B=>bnNc. Ekkor
B = (tp7e)(TcTy) = OBOA.
Vegyiik észre, hogy az X pont X’ = B(X) képe
megszerkeszthetd ugy, hogy az X-en atmeno,
AB-vel parhuzamos egyenesre kétszer felmérjiik
az AB szakaszt.
Legyen Q a P kezd6pontu, AB-vel parhuzamos,
AB hosszusagu szakasz végpontja. Az
észrevételiink szerint opop(X) = opoa(X)
minden X-re, azaz 8 = o oo p. O
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Az eltolasok alaptulajdonsagai

Allitas: Az eltoldsok alaptulajdonsdgai

Legyen a || b és B = 7,7, egy 1dentitastol kiilonbozo eltolis.
©Q [-nak nincs fixpontja.
© Barmely P pontra PP’ fixegyenes.

© Barmely e egyenesre e || €.

Biz. (1) Ha P = 1,7,(P) fixpont, akkor P’ = 7,(P) = 1,(P) és mind a, mind
pedig b a PP’ szakasz felez6 merSlegese. Igy a = b és 8 = id.

(2) Legyen ¢ a P-n atmend, a-ra és b-re merdleges egyenes. Ekkor ¢
fixegyenese 7,, Tp-nek, igy S-nak is. Ebbdl adddik, hogy P’ € ¢ és ¢ = PP’.
(3) Tegyiik fel, hogy e N e’ = P. Ekkor P’ € ¢’, tehat PP’ = ¢’ fixegyenes és
ell e =e. O
Megj. Kozé€ppontos tiikkrozésekre 1s 1gaz, hogy minden egyenes parhuzamos a
képével.
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Eltolasok szorzata és inverze

Tétel: Eltolasok szorzata és inverze

Eltolasok szorzata és inverze szintén eltolas. Az eltolasok szorzata
kommutativ.

Biz. Az inverz vilagos. Legyen a, 8 két eltolas €s irjuk fel a-t kozéppontos
tilkkrozések szorzataként: o = ogo 4. Lattuk, hogy pontosan egy C pontra
B =o0cop. Ekkor Ba = (ocop)(0goa) = 0co 4 eltolas.

Legyenek a, B eltolasok és P tetszOleges pont. Legyen O = B(P) és P’ = a(P),
Q" = a(Q). Mivel eltolas esetén minden egyenes parhuzamos a képével,
tovabba az eltolasok tavolsagtartok, igy az PQ szakasz parhuzamos €s
egyenl6 a P'Q’ képével, igy POQ’ P’ paralelogramma. Ugyanezért a 8 eltolas
a PP’ szakaszt QQ’-be viszi, igy B(P") = Q' és

a(B(P)) = (Q) = Q" = B(P) = B(a(P)).

Ebbél kovetkezik a8 = Sa. 0
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A csusztatva tikrozeés

Az eddig megismert egybevagodsagi transzformaciok a tengelyes tiikkrozes, a
forgatas és az eltolas; egy tovabbi transzformacio tipust kell még
ismertetniink.

Definici6: Csusztatva tiikrozés

A csusztatva tikrozések egy eltolas €s egy tengelyes tiikkrozés szorzatai, ahol
az eltolas iranya parhuzamos a tiikrozés tengelyével.

Ezzel teljessé valt a sik egybevagosagainak felsoroldsa. Az errdl szolo tétel
bizonyitdsat, valamint az egybevagosagi transzformaciok tovabbi targyalasat a
késobbi tanulmanyainkban fogjuk elvégezni.
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Alakzatok egybevagosaga

Definici0: Alakzatok egybevagosaga

Két sikbeli alakzatot egybevagonak mondunk, ha egy egybevagosagi
transzformacioval az egyik a masikba vihetd.

VIGYAZAT! A kovetkezd tételt sok esetben — hibdsan! — definicionak szoktik
venni.

Tétel: Haromszogek egybevagosaga

Két haromszog akkor €s csak akkor egybevagd, ha megfeleld oldalaik
hosszusaga megegyezik.

Biz. Ha egybevagodak, akkor nyilvan az oldalak megegyeznek. Forditva,
viszonylag konnyen megmutathatd, hogy ha az oldalak megegyeznek, akkor
egy eltolas, egy forgatas €s alkalmasint egy tiikrozés alkalmazasaval az egyik
a masikba viheto. O
Megj. Megmutathato, hogy pontosan egy olyan egybevagosagi transzformacio

van, ami az egyik haromszoget a masikba viszi.
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Hasonlosagi transzformaciok

Definici0: Hasonl6sagi transzformacio

A «a geometrial transzformaciot hasonlosagi transzformacionak nevezziik, ha
létezik egy olyan A > 0 szam, hogy minden P, Q pontra teljesiil

[(P)a(Q)| = AIPQ).

A A szamot a hasonldsag aranyanak hivjuk.

@ Az egybevagdsagokhoz hasonlo bizonyitassal megmutathato, hogy a
hasonlosagi transzformaciok is szakasz- €s egyenestartok.

e Kozismert tény, hogy a hasonldsagi transzformaciok szogtartoak. Ezzel
most nem foglalkozunk, 1€vén a szogeket nem defimaltuk precizen.

Definici0: Alakzatok hasonldsiaga

Két sikbeli alakzatot hasonlonak mondunk ha egy hasonldsagi
transzformacidval az egyik a masikba vihetd.
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A kozéppontos nyujtas

A hasonldsagi transzformaciokkal kapcsolatosan altalaban elsdként a
kozéppontos nyujtas jut esziinkbe.

Definici0: A kozéppontos nyujtas

Legyen K pont és A4 > 0 valos szam. A K kozéppontu, A aranyu kozéppontos
nyujtas a P pontot a KP félegyenes azon P’ pontjaba viszi, melyre fennall
|[KP’| = A|KP|.

Megj. A kozéppontos nyujtas 4 < 0 esetén is értelmezheto.

Tétel: A kozéppontos nyujtas hasonldsagi transzformacio

A kozéppontos nyujtas hasonlosagi transzformacio.

Biz. Tekintsiik a K koz€ppontu, A aranyu
kp.-os nyujtast €s legyen P’, Q" a P, Q pontok
képe, ahol K, P, O nem esnek egy egyenesre.
Meg kell mutatni, hogy |P’Q’| = A|PQ|!
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Geometriai transzformaciok Hasonl6ségi transzformaciok

Parhuzamos szelok tétele

Tétel: Parhuzamos szelOk tétele

Messe az O-n atmend egyenespart két
parhuzamos egyenes az A1, By, illetve A,, B, B;
pontokban. Ekkor

|OA; | _ |OB>| _ |A2 B
|OA|| |OB;| |A1B;|

Kovetkezmények

@ A tétel megforditasa: Amennyiben a
megfeleld arainyok megegyeznek, ugy a e
két szeld egyenes parhuzamos.

@ Szeld szakaszok tétele: Harom
parhuzamos szeld esetén a kimetszett N N
szakaszok ardnya megegyezik.
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Parhuzamos szelOk tételének bizonyitasa

Biz. Az elso 1€pésben meggondoljuk azt a specidlis esetet, amikor az
|OA;|

|OA1]

behuzasaval 1étrejovo egybevagd A-ek mutatjak, hogy

= n arany egész szam. Ekkor, a megfeleld parhuzamos egyenesek

|0B;| _ |A2Bs| .
|OBy| |A1B;|

Os] _ m ¢ .

A masodik 1épésben feltessziik, hogy

|OA1l — n

B>
|OA2| 5
OA;| 4

|OA,|

Végiil, az valds szamot kozelitjiik raciondlis szamokkal. O

|OA |
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Parhuzamos szelOk tételének bizonyitasa
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Parhuzamos szelOk tételének bizonyitasa
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Kozéppontos nyujtasok (folyt.)

A kozéppontos nyujtasokra vonatkozo tétel bizonyitasanak folytatasa.

Mivel a parhuzamos szelOk tételének bizonyitdsandl nem hasznaltuk sem a
hasonlosag, sem pedig a kozéppontos nyujtis fogalmat, igy ra hivatkozva
kimondhatjuk, hogy csakugyan |P’'Q’| = A|PQ|. O

VIGYAZAT! Gyakori hibdk a kovetkezék:

@ A tétel bizonyitasaban a haromszogek hasonlosagaval érveliink. Ez nem
J0, mert ehhez azt kell megmutatni, hogy egy hasonlosag KPQA-t
KP’Q’ A-be viszi, ami pont a bizonyitand6 tétel.

@ Hasonloan hibas, ha a parhuzamos szelok tételét hasonld haromszogekre
valo hivatkozassal bizonyitjuk, mert a tételiink nélkiil nem tudhatjuk,
hogy létezik megfeleld hasonlosigi transzformacio.

Tétel: Hasonlosagi transzformaciok elballitasa

Barmely hasonldsagi transzformacio eloall, mint egy koz€éppontos nyujtas €s
egy egybevagosag szorzata.
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A Pitagorasz-tétel

Tétel: Pitagorasz tétele

Derékszogii haromszog a, b befogéira és ¢ atfogbijdra teljesiil a® + b> = 2.

Forditva, ha egy haromszog a, b, ¢ oldalaira a® + b* = 2, akkor a c-vel
szemkozti szog derékszog.

b a b a

Biz.

A megforditas bizonyitdsa hazi feladat. O
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GOrbe vonal hossza

@ A gorbe vonal analitikus (koordinatas) definidlasara csak késobb kertil
sor. Mindenesetre nem jarunk tul messze az 1gazsagtol, ha fliggvény
grafikonjara gondolunk.

@ Definici0 szerint egy gorbe vonal hossza az a nemnegativ valos szam,
amit a gorbébe beirt toréttvonalak hosszaval tudunk kozeliteni.

@ Nem minden gorbe vonalnak van hossza.

@ A A ardnyu kozéppontos nyujtas a szakaszok €s a torottvonal hosszat
|A|-szorosara valtoztatja.

@ Ebbdl kovetkezik, hogy a A ardnyu koz€ppontos nyujtds a gorbe vonal
hosszat |1|-szorosara valtoztatja.
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Szintetikus geometria Hossz, teriilet, feliilet, térfogat, szog

Teruletmeéreés

A teriiletmérés kiindul6 pontja, hogy
(T1) az egységoldalu négyzet teriilete 1.

Ebbdl levezetheto:
@ Az a és b oldalu téglalap teriilete ab.
@ Legyen a a haromszog egy oldala és m, a hozza tartoz6 magassag. Ekkor

p . . amg
a haromszog teriilete —

e Az rsugard kor teriilete °mr, ahol a 7 szdm a kor keriiletének és
atmér0jének hanyadosa.

@ (Mas szoval, az r sugaru kor keriilete 2rn.)

(Valojaban sziikséglink van a teriiletmérés két tovabbi axiomajara is:
(T2) Tavolsagtart6 leképezések megdrzik az alakzatok teriiletét.

(T3) Két kozos pont nélkiili alakzat unidjanak teriilete a két alakzat
teriiletének Osszege.)
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Kor keriilete és teriilete

Definicio:

Az r sugaru kor K keriiletének €s 2r atmérojének hanyadosa a m-vel jelolt
valos szam; m = 3,1415926. . ..

Megj. Tehat a K = 2rm képlet nem szorul bizonyitasra.

Tétel: A kor teriilete

Az r sugart kor teriilete 7 = 7 .

Biz. Egyre tobb cikkelyre vagva kozelitjiik a % alapu, r magassagu
paralelogrammat:
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Kor keriilete és teriilete

Definicio:
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paralelogrammat:
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Kor keriilete és teriilete

Definicio:

Az r sugaru kor K keriiletének €s 2r atmérojének hanyadosa a m-vel jelolt
valos szam; m = 3,1415926. . ..

Megj. Tehat a K = 2rm képlet nem szorul bizonyitasra.

Tétel: A kor teriilete

Az r sugart kor teriilete 7 = 7 .

Biz. Egyre tobb cikkelyre vagva kozelitjiik a % alapu, r magassagu
paralelogrammat:

n=32: O]
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Hasab, gula térfogata; gomb felszine €s térfogata

Definici6: Hasab, gula
A hasab (prizma) olyan geometriai test, amelyet két egymassal parhuzamos

egybevago sokszog €s annyi paralelogramma hatarol, ahany oldala van a
sokszognek.

A gula (piramis) olyan geometriai test, amelynek alaplapja n oldalud sokszog,
oldallapjai pedig egy csucsban 0sszefutd haromszogek.

Tétel: Hasab, gula térfogata; gomb felszine €s térfogata

©Q A hasab térfogata V = alap - magassag.

alap-magassag
3 :

© Az rsugaru gomb térfogata V = 3r°m.

© A gulatérfogata V =

@ Az rsugart gomb felszine F = 4r°r. O
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Szintetikus geometria Hossz, teriilet, feliilet, térfogat, szog

A sz0g fogalma €s a SZOgmMEres

Definici0: (Iranyitott) szog

[ranyitott szog alatt egy kozos kezdGponti e”f* félegyenes-part értiink.

Megjegyzés.

@ Idénként a ,,sz6ghoz” szamitjuk az e*f™ altal hatarolt siknegyedet is,
illetve beszéliink két metszo egyenes altal meghatarozott szogrol.

@ Fontos kérdés, hogy mikor tekintiink két szoget egyenlonek.

@ A szogmérés alapelve, hogy a teljes szoget felosztjuk.

Megnevezés | fok | radidn NE T U
b 0
teljes szog | 360° 2r = K
¥ o Z
egyenes szog | 180° T S 2
derékszog 90° > IS 2
S R
co o
) )
[®)) S
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Szintetikus geometria Vektorok, mint irdnyitott szakaszok

Vektorok, mint iranyitott szakaszok

Most attekintjiik a geometriai vektorfogalom koordindtamentes felépitését.

Definici6: Vektorok, mint iranyitott szakaszok

. » , . L. . — —_— —
Jelolje az A kezdOpontu, B végpontu iranyitott szakaszt AB. Az AB, CD

iranyitott szakaszokat egyenlonek tekintjiik, ha 1étezik olyan eltolas, mely A-t
C-be, B-t pedig D-be viszi.

@ Figyelem! Két vektor egyenléségét nem definialjuk a ,,nagysédga, irdnya
s allasa megegyezik™ koriilirassal. Az ,,irdny” €s az ,,allas” fogalmak
preciz definidlasa igen koriilményes!

@ Gondoljuk meg, hogy a fenti definicidban az ,,egyenlonek tekintés™
teljesiti a korabban megfogalmazott elvarasokat (ekvivalencia-relacio).

@ Nyomtatasban a vektorokat tobbnyire vastagon szedett latin betiikkel
jelolik: x, u, v, stb. Irdsban szokdsos a feliil nyilazott X, i/, valamint az
aldhuzott x, u, stb. jelolés is.
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Vektorok, mint irdnyitott szakaszok
Vektorok hossza, bezart szoge €s ellentettje; a nullvektor

Az alabbi definici0 értelmes, mivel a parh. eltolds egybevagosagi transzt.

Definici0: Vektorok hossza €s bezart szoge

Az x = A_B> vektor hossza az A, B pontok tavolsaga. Jelolés: |x| = |A_B)|.
Az zﬁ, A_(>f vektorok bezart szoge BAC<.

Allitds: Vektor kezdGpontjanak megvalasztisa

Legyen zﬁ vektor és C tetszOleges pont. Ekkor pontosan egy D pont l1étezik
— =
ugy, hogy AB = CD.

Biz. Pontosan egy olyan a parhuzamos eltolds van, ami A-t C-be viszi.
Legyen D = a(B). O

Definici6: Vektorok ellentettje, nullvektor

—> — , —
A BA vektort az AB vektor ellentettjének nevezziik. A nullvektor 0 = AA.
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Vektorok, mint irdnyitott szakaszok
Vektorok 0sszege €s skalarszorosa

Definici6: Vektorok 0sszege €s skalarszorosa

—> —>
Legyenek u = AB,v = CD vektorok €s ¢ > 0 valos szam.

— — —>
@ Valasszuk meg az E pontot ugy, hogy v = CD = BE. Ekkor az AE

—
vektort az u és v vektorok 0sszegének nevezzik: u + v = AE.

@ Meérjiik fel az AB félegyenesre az A, B pontok tavolsaganak c-szeresét,
—>
jelolje az igy kapott pontot F. Ekkor az AF vektort az u vektor

—
c-szeresének nevezzik: cu = AF.

@ Az u vektor —c-szerese a c-szeres vektor ellentettje.
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Vektorok, mint irdnyitott szakaszok
A vektormuveletek alaptulajdonsagai

Tétel: A vektormuveletek alaptulajdonsagai

© Vektorok 0sszeaddsa €s szammal val6 szorzasa jol definialt, azaz az
eredmény fiiggetlen a vektor kezdépontjanak megvalasztasatol.

© Az Osszeadas asszociativ, kommutativ mivelet, melyre teljesiil

ITB+O:0+AI§:AI§ és Aé+8f§:0.

@ A szammal valo szorzas disztributiv, azaz

c(u+v)=-cu+cy és (c+du = cu+du.

y

Biz. A legfontosabb, €s legnehezebb része a tételnek (1). (2) és (3) viszonylag
egyszerien belathatd a szobanforgd vektorok kezddpontjainak megteleld
megvalasztasaval. (3) elsoO része a parhuzamos szelOk tételébdl kovetkezik, a
masodik fele adodik a definiciobol. O
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Jranyitott szakaszok™ skalarszorzata

Definic16: Skalarszorzat (koordinatamentesen)

Az x,y vektorok skalarszorzata alatt az

xy = |x||y| cosa

valos szamot értjiik, ahol a a két vektor altal bezart szog.

Allitas: A skaldrszorzat alaptulajdonsagai

@ Vx vektorra x* > 0 és x% = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0.
© Vx,y vektorra xy = yx. (Kommutativitas.)

© Vx,y vektorra és ¢ € R szamra (cx)y = x(cy) = c(xy).

Q Vx,y,z vektorra (x + y)z = xz + yz. (Disztributivitas.)

Biz. Az (1)-(3) tulajdonsagok konnyen belathatok. (4) nehéz! (Folyt. kov.)
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A skalarszorzat disztributivitasa: (x + y)z = xz + yz

@ A madsodik 1épésben meggondoljuk, hogy e egységvektor esetén xe az x
elojeles merdleges vetiilete az e iranyvektoru egyenesre.

© Végiil meggondoljuk, hogy a merdleges vetités megorzi az Osszeadast,
azaz vektorok 0sszegének vetiilete a vetiiletek 0sszege. (Additiv.) O

X

|
|
I
a | X
L
e
h e g ®

L
x| cosa = xe O ye xe xe+ye
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Szintetikus geometria A skalérszorzat

A koszinusz-tétel

Allitis: Koszinusz-tétel

Jelolje a, b, c az ABCA oldalait €s legyen y a c-vel szemkozti szog. Ekkor
c? = a’ + b> —2abcosy.

- ——
Biz. Vezessiikk be aza = CA, b = CB,

_9
¢ = a — b = BA vektor jeloléseket. Ekkor

al=a, |b|=b, |c|=|a->b|=c,
amibOl a disztributivitas felhasznalasaval adodik

¢’ = (a - b)’
= a’® - 2ab + b?

= a’ +b* —2abcosy. O
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Szintetikus geometria A skalérszorzat

Szinusz-tétel

A koszinusz-tétel mellett kitériink a szinusz-tételre 1s. Utobbinak nincs
kozvetlen kapcsolata a vektorokkal, a két tétel mégis szorosan
osszekapcsolodik: Mindkettd arrdl szOl, hogy egy haromszog esetén harom
adatbol (oldalhossz vagy szog) kifejezhetd az Osszes tobbi adat.

Allitas: Szinusz-tétel

Legyenek a, b, c egy haromszog oldalai és «, B, v az ezekkel szemkozti
szogek. Ekkor teljesiil

Biz. Az a oldalhoz tartoz6 m, magassagot kifejezhetjiik kétféleképpen:
mg =csinf3 =bsiny. O

Kovetkezmény: A haromszog teriilete 7" = %ab siny.
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Szintetikus geometria A vektoridlis €s a vegyes szorzat

Jobbsodrasu rendszerek

@ A jobbsodrasu rendszer fogalmaval mar
kozépiskolaban is taldlkozunk, mind
matematika, mind pedig fizika oran.

@ A ,,szokasos” definici0 matematikailag
nem i1gazan preciz.
@ A lényeg, hogy egy térbeli vektorharmas

kéttéle rendszert alkothat: jobbsodrasut
vagy balsodrasut.

Definici0: Iranyitastart6 transzformaciok

A tér transzformaciojat iranyitastartonak (iranyitasvaltonak) nevezziik, ha a
jobbsodrasu vektorharmasokat jobbsodrasuakba (balsodrasuakba) viszi.

A legfontosabb példa iranyitasvalto transzformdaciora a sikra vett tikrozes.
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A vektorialis szorzat €s alaptulajdonsagai

Definic10: Vektorialis szorzat (koordinatamentesen)

Az a, b térbeli vektorok vektorialis szorzata az a ¢ = a X b vektor, minek
hossza |a| |b| siny, €és ami merdleges a, b-re ugy, hogy a harom vektor
jobbsodrasu rendszert alkot.

Allitas: A vektoridlis szorzat alaptulajdonsagai
@ Va,b vektorraa x b = 0 akkor és csak akkor, haa || b.

© Va,b vektorraa X b = —b X a. (Antikommutativitas.)
@ Va,b vektorra és d € R szamra (da) X b = a X (db) = d(a X b).
Q Va,b,c vektorra (a + b) X ¢c = a X ¢ + b X ¢. (Disztributivitas.)

Biz. (1)-(2) azonnal ad6dnak a definici6bdl. (3) sem nehéz: el0szor pozitiv
d-re mutatjuk meg, majd d = —1-re. (4) nehéz! (LLd. késdbb.) O
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Kifeszitett paralelogramma €s paralelepipedon

@ A sikban két vektor egy
paralelogrammat feszit ki.

@ Ennek teriilete
T = am, = |a||b| siny = |a X b|.

@ A térben harom vektor paralelepipedont
feszit ki.

@ Ennek térfogata szintén az alap €s a
magassag szorzata.

@ A paralelepipedon térfogatanak elojelet
tulajdonithatunk a vektorharmas
sodrasatol fiiggden.
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Vegyesszorzat, paralelepipedon térfogata

Definici6: Vegyesszorzat

Az a, b, c térbeli vektorok
vegyesszorzata alatt az

abc = (a Xb)c € R

valOs szamot értjiik.

Allitas: A paralelepipedon térfogata

Az a, b, c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon (elojeles) térfogata
a harom vektor abc vegyesszorzata.

o

AaXxXb

Biz. Legyen ¢ az a X b és ¢ bezart
szoge, ekkor abc = |a X b||c| cos .
Itt |a X b| az alap teriilete, mig

lc| cos ¢ a c-nek az alapra merdleges
komponense, azaz a magassag. O
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A vegyesszorzat alaptulajdonsagai

Allitds: A vegyesszorzat alaptulajdonsagai

Q abc = 0 akkor €s csak akkor, ha a harom vektor egysiku.
© abc = —bac = bca = —cba = cab = —acb. (Alternalas.)

© Disztributiv mindharom véltozoéjaban.

Biz. (1) A vegyesszorzat pontosan akkor nulla, ha a kifeszitett
paralelepipedon térfogata 0.

(2) Barmilyen sorrendben veszem a harom vektort, ugyanazt a
paralelepipedont fesziti ki, tehat eldjeltdl eltekintve egyenldségnek kell
teljesiilni. Azt pedig konnyl meggondolni, hogy ab,c,a ésac,a,b
vektorharmasok az a, b, ¢ vektorharmassal azonos sodrasu rendszert alkotnak,
mig a tobbi ellenkezd sodrasut alkot.

Megj. Ezek szerint (a X b)c = abc = bca = (b X ¢)a = a(b X ¢).
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A vegyes- €s a vektorialis szorzat disztributivitasa

(3) A harmadik valtozobeli disztributivitas kovetkezik a skalarszorzat
disztributivitasabol:

ab(c; +¢y) = (@ xb)(ci +¢2) =(axb)| + (axb), =abcy +abc,.
Ez, (2)-vel kombindlva, adja az elsd valtozobeli disztributivitast:
(a; +a»)bc = be(a; +ar) = beca; + bcar, = a;bec + a>bc.

Hasonl6an kapjuk a masodik valtozobeli disztributivitast. O

Kovetkezmény: A vektorialis szorzat disztributivitasa

(@a+b)Xc=axc+bxcésaxb+c)=axb+aXc.

Biz. Legyenv = (a + b) X c —a X ¢ — b X c. A vegyesszorzat
alaptulajdonsagait felhasznalva kapjuk, hogy
2

v|" =vv =(a+b)cy —acv — bcy =0,

tehat v = 0. A masik oldali disztrib. az antikommutativitasbol kovetkezik. O
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Koordinatarendszerek a sikon

Definic16: Koordinatarendszer

A matematikaban a koordinatarendszer egy olyan fogalom (eljaras,
leképezés), ami atforditja a geometria vildgat a szamolds vildgéba.

Példak koordinatarendszerekre: A szamegyenes €s a gombfeliilet

Azaltal, hogy az e egyenesen kijeloliink két pontot, €s ezekhez 0-t, 1lletve 1-et
irunk, egy bijekciot hozunk létre e ponthalmaza €s R kozott.

Masik fontos példa a gombfeliilet f6ldrajz 6ran tanult koordinatizasa.

A sikon a kiillonboz6 koordinatarendszerekben
@ a pontoknak szamparok,
o a ponthalmazoknak kétismeretlenes egyenletek felelnek meg, pl.

y = 5x — 2 (egyenes), (x —2)* + (y + 1)* = 9 (kor).

o Az illeszkedést (vagy tartalmazast) behelyettesitéssel adjuk meg.
VIGYAZAT! Egyenletben mindig legyen egyenléségijel!
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A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer

A Descarte

s-féle derékszogl koordinatarendszer alkoto elemeit altalanos

1skoldban tanuljuk:

Q Két, egymadsra merdleges iranyitott egyenes: az x- €s y-tengely.

© Az egyenesek metszéspontja az origo.

© Az egységek rogzitésével a tengelyeket szamegyenesekkeé tessziik.

A

Y
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A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer

A Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer alkoto elemeit altalanos
1skoldban tanuljuk:

Q Két, egymadsra merdleges iranyitott egyenes: az x- €s y-tengely.

© Az egyenesek metszéspontja az origo.

© Az egységek rogzitésével a tengelyeket szamegyenesekkeé tessziik.

2y
P— (x,y)
e .
4 1 :
0 i )Ic £

Legyen P tetszOleges sikbeli pont és
tekintsiik P-nek a P, P, merdleges vetiileteit
az x, y-tengelyekre. Mivel a tengelyek
szamegyenesek, ezek meghataroznak x,y € R
valos szamokat.

Azt mondjuk, hogy P koordinatai ebben a
koordinatarendszerben (x, y).
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Koordindtageometria Vektorkalkulus

A polarkoordinata-rendszer

2

A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O
kezdOpontu félegyenes.

A P pont polarkoordinatai az (7, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az
(7)’ vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p SZOge.

A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y =rsing

Osszefliggés adja meg.

><V
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A polarkoordinata-rendszer

©Q A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O

kezdOpontu félegyenes. . Pr. ¢)
© A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag €s az 090 g

(7)’ vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p SZOge.

© A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y =rsing

Osszefliggés adja meg.
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A polarkoordinata-rendszer

©Q A polarkoordinata-rendszer WY
alkotoelemei az origo, valamint egy O

kezdopontu félegyenes. FSIM@ F------

P(r, )

© A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az

—_— 0O r C(I)S @ :)C
OP vektornak a félegyenesiinkkel bezart

p SZOge.

© A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos,
y =rsing

Osszefliggés adja meg.
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Koordindtageometria EAGENVICIIUININ

A polarkoordinata-rendszer

©Q A polarkoordinata-rendszer
alkotoelemei az origo, valamint egy O
kezdOpontu félegyenes.

Y

rsin g

© A P pont polarkoordinatai az (r, ¢)
szampar, ahol r = |OP)| tavolsag és az

(ﬁ% vektornak a félegyenesiinkkel bezart
p SZOge.

© A koordinatarendszer valtast
Descartes-félére az

X = rcos e,
y =rsing

Osszefliggés adja meg.
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Pontok helyvektora

@ A matematikdban akkor neveziink egy fogalmat geometriainak, ha
viselkedése nem fiigg a koordinatarendszer megvalasztasatol.

@ Ilyenek vizsgalatahoz sziiks€g van a koordinatarendszer fogalmanak
pontos megértéséhez, ami egy kissé elvontabb targyalast tesz
sziikségessé.

@ Ebben a targyaldsban az elso I€pés a sik ponthalmaza és a vektorok
kozott kapcsolatot teremteni.

Definici6: Pont helyvektora

Rogzitsiink a sikon egy O-val jelolt, origonak nevezett pontot. A P pont
helyvektora alatt az OP vektort értjik.

@ A masodik Iépésben az elvont vektorfogalmunkbol (,,iranyitott szakasz™)
csindlunk szamparokat.
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Ortonormalt bazis

Definici6: Ortonormalt bazis

Az egymasra meroleges egységvektorokbol 4ll6 vektorpart (vektorharmast)
sikbeli (térbeli) ortonormdlt bazisnak nevezziik. Szokasos jelolés: i, j(, k).

2

Definicié szerint az i, j ortonormdlt bazis elemeire i* = j> = 1 és ij = 0.

Rogzitsiik az i,j ortonormalt bazist. Ekkor tetszoleges v sikbeli vektorhoz
hozzarendeljiik az (x, y) € R? szdmpart, ahol x = iv, y = jv.

Meggondoljuk, hogy aw = v — xi — yj vektor merdleges i-re:
wi=W—xi—y)i=vi—xi>—yij=vi—-x=x—-x=0.

Hasonl6an: wj = 0, amibdl kovetkezik, hogy w = 0 és v = xi + yy.

Figyelem! Pontbol szampart az (O, 1,j) harmas csinal:

O rogzitése — 1,j rogzitése
P S > OP S > (X, ).

181/201



Koordindtageometria Vektorkalkulus

Az analitikus vektorfogalom: szamparok €s szamharmasok

Definici0: Vektor (analitikus geometria)

A valos szamparokat sikbeli, a szamharmasokat pedig té€rbeli vektoroknak
nevezziik. A (0,0) és a (0, 0, 0) vektorokat sikbeli, 1lletve térbeli nullvektornak
nevezzik, és 0-val jeloljiik.

v

@ A tovabbiakban 2-dimenzids (sikbeli) vektorokkal foglalkozunk, de
szinte minden fogalom és allitas konnyen értelmezhetd 3-dimenziods
(térbeli) vektorokra is.

e A valés szamparok R? = {(x, y)} halmazan értelmezni tudjuk az
Osszeadds €s a szammal valo szorzas

(X1, y1) + (x2,¥2) = (X1 +x2,y1 +¥2), c(x,y) = (cx, cy)

miiveleteit komponensenként.

@ Szamparok 0sszeaddsa asszociativ €s kommutativ, €s a szammal valo
szorzasra nézve disztributiv.
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Koordindtageometria Vektorkalkulus

Skalarszorzat ortonormalt bazisban

Tekintsiik az x, y sikbeli vektorok x = x;i + xpj €sy = yii + yoj eldallitasat az
i,j ortonormalt bazisban.

Ekkor a két vektor skalarszorzatara az alabbi képlet adodik:
_ . . . o ) .. 2
xy = (x18 + x0)(1 + yof) = x1y18” + (X1y2 + X2y )y + X2yof " = X1y1 + x2)2.
Ugyanez az x = x1i + xpj + x3k,y = y1i + yyj + y3k térbeli vektorok esetén:
Xy = X1y1 +X2y2 + X3y3.

Mindez motivalja a szam n-esekre vonatkozo6 alabbi definiciot:

Definici16: Analitikus vektor skalarszorzata, hossza

Azx = (x1,x2,...,X,) €sy = (v1,¥2,...,Yn) vektorok skalarszorzatat az
Xy = X1y +Xoy2 + -+ + X, )5, 1llletve hosszat az |x| = \/x% + x% + .-+ x,% valos

szammal definialjuk.

y
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Vektorok bezart szoge

A Cauchy—Schwarz-egyenlOtlenség szerint tetszOleges x, y szam n-esekre

Mar lattuk, hogy cos : [0, 1] — [—1, 1] bijektiv leképezés.

Allitds: Vektorok bezart szogének kiszamitdsa

Ortonormalt bazisban az x = (x1, x2,x3),y = (V1, Y2, y3) vektorok bezart szogét

az
XY

bl byl

képlettel szamoljuk, ahol 0 < o < 180°. Specialisan, az x,y vektorok
merolegesek, ha xy = 0. Jeloléssel: x L y.

= COS .

Megj. Az x,y vektorok parhuzamosak, hay = cx valamely ¢ € R valos
szamra. Lathato, ahogy a két vektor akkor €s csak akkor parhuzamos, ha
bezart szogiik 0 vagy 180°.
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Egyenes normalvektoros egyenlete

A tovabbiakban rogzitiink egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszert.

Definici6: Egyenes normalvektora

Adott egyenesre merdleges, nullvektortdl kiillonb6zo vektorokat az egyenes
normalvektorainak nevezziik.

@ Legyen n az e normalvektora €s ¢ # 0 tetszOleges valos szam. Ekkor cn
1s e normalvektora.

@ Ha n normalvektora e-nek, akkor normalvektora barmely e-vel
parhuzamos egyenesnek 1is.

@ Legyen n = (a, b) az origdn atmend e egyenes normalvektora. Ekkor
minden P(x,y) € e pontra teljesiil aX + bY = 0.

Allitds: Egyenes normalvektoros (implicit) egyenlete

Az egyenesek egyenlete aX + bY + ¢ = 0 alakba irhato, ahol (a, b) # (0,0) az
egyenes normalvektora. O
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Egyenes explicit egyenlete

Allitds: Egyenes explicit egyenlete

Q Aze:aX + bY + ¢ =0 akkor és csak akkor parhuzamos az y-tengellyel,
ha b = 0. Ebben az esetben az egyenlete X = d alakra hozhato.

© Az y-tengellyel nem parhuzamos egyenesek egyenlete ¥ = mX + d
alakra hozhato.

©Q A Pi(x1,y1), P2(x2,y2) pontokon athalado egyenes normalvektoros
egyenlete

(1 —y2)X — (x1 —x2)Y + (x1y2 — x2y1) = 0.

© Amennyiben x| # x;, akkor a P1 P, egyenes egyenlete

1 — )2 X1Y2 — X2)1
_ Y=Y, X2 =Xy
X1 — X2 X1 — X2

Y m

o

Megj. Az Y = mX + d alakban m a meredekség, d pedig az y-tengely metszet.
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Koordindtageometria Koordinatarendszerek a sikon

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszerek

Definici0: Kétismeretlenes linearis egyenletrendszerek

aix+apy=>b
Ay { 11 12Y 1 (11)

a1 x + axyy = by

rendszert kétismeretlenes, két egyenletbdl allo linearis egyenletrendszernek
nevezzik. Az ayy, a2, a1, az, b1, by € R valos szamokat az egyenletrendszer
egyltthatoinak, x-et €s y-t pedig az egyenletrendszer ismeretlenjeinek hivjuk.

v

Megj. A linearis sz0 magyarul elsofoku, vagyis az ismeretlenek mind elso
fokon fordulnak eld, és az egyenletrendszer nem tartalmaz x*, xy, sin x és
chhez hasonlo6 tagokat.

Példak kétismeretlenes egyenletrendszerekre

{ S5x—3y=2 {5x—3y:O {5x—3uy=2

10x + 7y =11 Ty =11 X+ 7y =sinvy

4
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Linearis egyenletrendszer grafikus megoldasa

Tekintsiik a

2x — Sy =—15
3x—y=10

két egyenletbdl allo, kétismeretlenes
linearis egyenletrendszert.

A két egyenletet tekinthetem két
egyenes egyenletének:

a:2x—-5y+15=0,

Az egyenletrendszer x = 5,y = 5 megoldasa azon pont x- €s y-koordinat3ja,
mely mindkét egyenesre illeszkedik.
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Koordinatageometria A tavolsag €s szog mérése

A pontok tavolsaga

Allitds: Pontok tavolsdga y2

A Pi(x1,y1) €s Pa(x»,y,) pontok tavolsaga a
Descartes-féle derékszogli koordinatarendszerben

IP1Ps| = +/(x] —x2)% + (y1 — y2)2.

O

v

Definici0: Pont €s egyenes tavolsaga

Y1

Adott pont €s egyenes tavolsaga alatt a pont €s hozza legkozelebbi

egyenespont tavolsagat értjiik.

Megj. Hasonl6 logikaval definialjuk pont €s ponthalmaz, valamint két

ponthalmaz tavolsagat.
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Koordinatageometria A tavolsag €s szog mérése

Pont €s egyenes tavolsaga

Hatarozzuk meg a P(x, y) pont tavolsagait az e : Y = mX + b egyenestol.

Megoldas. Az e altalanos pontja (¢, mt + b), ennek tavolsagnégyzete P-t0l:

(t—x)2+(mt+b—y)2:(1+n12)t2—2t(x+my—mb)+xz+yz—2by+b2

2
X+ my—mb
:(1+m2)(t— 1y > ) + C,
+m
ahol C -t6l fiiggetlen érték. Ez nyilvan 1 = == " esetén minimalis, azaz az

e-nek a P-hoz legkozelebbi T(x’, y") pontjara teljesiil

. —m(mx +b —y) . mx+b-—y
X — X = , — vV =
1 + m? Yoy 1 + m?
mx + b —
Ebbol adddik a pont €s egyenes tavolsdgara | 2y| :
1 +m
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Geometriai transzformdaciok koordinétas alakja
Parhuzamos eltolasok koordinatas alakja

Definic16: Geometriai transzformacio koordinatas alakja

Egy P — P’ geometriai transzformécié koordinatarendszerben egy

(x,y) = ', y")

hozzarendelésnek felel meg, ahol x" = x'(x,y), ¥ = y'(x,y) az x, y valtozdk
fliggvényei.

Allitas: A parhuzamos eltolds koordinatés alakja

Legyen a az a parhuzamos eltolas, mely az origot az (u, v) pontba viszi. Ekkor
a koordinatas alakja
x,y) > x+u,y+v). O
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Geometriai transzformdaciok koordinétas alakja
A kozéppontos forgatas koordinatas alakja

Allitds: A forgatas alaptulajdonsdgai

Az origo koriili ¢ szogi forgatas koordinatas alakja

y = Xxsing + ycoso.

{x’ = XCOSp —ysing,

Biz. Konnyl meggondolni, hogy a megadott transzformacio egyetlen
fixpontja (0, 0) €s (1, 0)-t a megfeleld (cos ¢, sin @) pontba viszi. Meg kell még
mutatni, hogy tavolsagtartod. Tekintsiik a Py(x1, y1), P2(x2, y2) pontokat €s

Pl (x1,y7), P3(x5,y5) képeiket. Behelyettesitéssel, €s az addicios tételek
felhasznalasaval adodik, hogy

PY P = (X — X)) + (0 = y)* = (o —x1)" + (2 —y1)* = [P\ P>, O
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Geometriai transzformdaciok koordinétas alakja
A tengelyes tiikkrozés koordinatas alakja

Allitds: A tengelyes tiikrozés koordindtds alakja

Az e : Y = mX + b egyenesre vett tengelyes tiikrozés koordinatas alakja
( 2m(mx + b —y)
X = x- :
{ 1 + m?
'’ s 2(mx + b —y)
R 1+m?2

Biz. Szamoldassal adddik, hogy a P(x, y) pont és a P'(x",y") képe altal
meghatarozott szakasz felezopontja

b

x+x y+)y m(mx +b —y) (mx+b—-y)
’ = |X — 9}7_F
2 2 1 + m? 1 + m?

ami egy kordbbi feladatban latottak szerint pont a P merdleges vetiilete
e-Te. O
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Geometriai transzformdaciok koordinétas alakja
A hasonlosagi transzformacio koordinatas alakja

Allitas: A hasonlésdgi transzformdacié koordindtds alakja

A K(a, b) kozéppontu, A aranyu kozéppontos nyujtas koordinatas alakja

X —a = Alx-a),
y—-b = Ay -D>b).

. . 2 p—_ —4
Biz. Konnyen leellendzizhat6, hogy AKP = KP'. O

Megj. A sikbeli vektorok skalarral valo szorzasanak c(u +v) = cu + cv
tulajdonsiga ekvivalens a parhuzamos szeldk tételével.
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G IhEIRRE D ncisk il Geometriai transzformaciok koordindtés alakja

Transzformacio koordinatas alakja €s matrixok

@ Vegyiik észre, hogy az 0sszes viszgalt esetben rogzitett transzformacio
esetén a P(x,y) pont P’ (x",y") képének koordinatai x-nek €s y-nak
elsofoku fiiggvényei!

@ Azaz, minden vizsgalt transzformacio koordinatas alakja

x = apx +apy + bl
a1 x + dxy + b2

<
I

alakba irhato, ahol a1, a2, az1, a»y, b1, bo magatol a transzformaciotol
fliggd valds szamok.

@ Jol lathato, hogy a (b1, b») pont az origo képe.

all a12 / . / e / . / o0
o Az ( ) matrixot a transzformacio matrixanak nevezzik.
a1 a
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A komplex szamok

Definici0: A komplex szamok

Jeloljon i egy i € R elemet €s legyenek x, y € R valos szamok. A z = x + iy
elemet komplex szamnak nevezziik, ezek halmazat C-vel jeloljik. A

Z=XxX—1y

elem a z komplex szam konjugaltja. A z;1 = x1 + iy, 220 = x» + iy» komplex
szamok 0sszegét és szorzatat az alabbi modon definialjuk:

X1 +x2 +i(y1 +y2),

(X1x2 — y1y2) + i(x1y2 + y1X2).

71 + 22

{142
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Osztas a komplex szamok korében

Tekintsiik a z = x + iy # 0 komplex szamot. Ekkor
(x +iy)(x —iy) :xz+y2 +0

valds szam.

Definic10: Komplex szam reciproka

A z = x + iy # 0 komplex szam reciproka a

-1 _ X y
x2_|_y2 x2_|_y2

komplex szam.

Allitas: Osztis a komplex szamok korében

Legyenek a, b € C komplex szamok. Ha a # 0, akkor az az = b egyenlet
egyetlen megolddsa a z = a~'b € C komplex szam.
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A komplex szamsik

Allitds: A komplex szamtest alaptulajdonsdgai

A komplex szamok testet alkotnak. A konjugalds miivelete megodrzi az
Osszeadast és a szorzast: z; + 20 = 71 + 22,2122 = 21 22
Teljesiil tovabba: ?=-1,z2z€R, zz2>08s7z=0z=0.

IR :

A Z=X+ly
C=R+IR ®
i - :

—

0 | | R

7= X— iy
®
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Osszeadas a komplex sikon

Allitds: Osszeadds a komplex szdmsikon

Legyen a € C és definidaljuk a 7, : C — C, 17,(z) = z + a leképezést. Ezek a
leképezések pontosan a komplex szamsik eltolasai.

IR 4 !

Y
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Polarkoordinatak a komplex sikon

Definici10: Polarkoordinatak a komplex sikon

Legyen z = x + iy € C komplex szdm. A |z] = VzZ = /x? + y? szdmot 7
normajanak vagy abszolutértekének nevezziik. Tetszoleges z € C szam
Z = |z|(cos ¢ + i sin @) alakban irhato, -t a z argumentumanak mondjuk.

-
>

! Z = |zl(cos ¢ + i sin @)
SINQY - --- Ie= é—| = COSQ +isiny
AN R
0 cosg 1 R
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Koordindtageometria A komplex szamsik

Szorzas a komplex sikon

Allitds: Szorzds a komplex sikon

Két komplex szam szorzasakor az abszolutértékek 0sszeszorzodnak, az
argumentumok pedig 0sszeadodnak. Mas szoval a 4,, : z — wz leképezés 0
koriili forgatva nyujtas.

Z = r(cosa+isina) 0

%V

w = s(cosB +isinf)

W rs(cos(a + B) + isin(a + B))

IR
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