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A jelen felsorolas csak kiindulasi pont a szigorlatra va#éxiiléshez, a vizsgan el-
sdsorban a fogalmak alapos megértésgy6zodiink meg. A kivonatot szigordan
tilos a vizsga soran barmilyen formaban kozvetlen seditsdtchasznalni!

Gorbék a sikon és a térben: Paraméterezés, hosszUusag, gdediitorzio, Frenet-
formulak, korulfordulasi szam, gorbék alaptétele.

Kizaroélag elemi gorbeivekkel foglalkozunk. Gérbék megada

Definicio. Gorbék Gauss-féle, azaz paraméteres megadasa. Sikgpiing és
implicit megadasa. Ekvivalens paraméterezés. A geomgtitae.

Egy fogalmatgeometriainakheveziink, ha fliggetlen a paramétergaést

Erintd egyenes, éribivektor, érind egységvektor. ,Az ériffit a szeb hatarhely-
zete.”

A gorbeiv hossza beirt toréttvonallal, iIIet}i§|f (t)|dt képlettel. Részgdrbe hossza,
ivhossz szerinti paraméterezeés.

Allitas. Ivhossz szerinti paraméterezés esétér: 1.

Jeldlést altalanos paramétesjvhossz szerinti paraméterderivalas az altalanos
paraméter szerint, derivalas az ivhossz szerinti paraméter szerint.

Lemma. Ha azf(t) vektorértékl fliggvény hossza azonosan konstans, akkor me
réleges a derivaltjara. Aza#(t)| = const=f(t) L f'(t).

A tovabbiakban ivhossz szerinti paraméterezésben daiozs egy id utan
elhagyjuk a figgvények argumentumét= f(s).

Definicié. A gérbeP-beli simulokore és simuldsikja.

Allitas. A simul6sik tartalmazza az érinegyenest és a simul6kort, ez utébbit az
érintd egyenes érinti. A simulokor sugarda= r (s) gorbepontban Ar”(s)|.

A P pontban a gorbe érititegységvektorétjeloli. ivhossz szerinti paramétere-
zéshert =t(s) =r'(s).

Definici6. Legyen aP gorbepontban a simulokor sugdRaA kK = k(s) = 1/R=

Ir”| értéket a gorb@-beli gorbileténeknevezzik. Az = n(s) =r"(s)/|r"(s)|
vektor a gorbeP-beli fonormalisa. A b = b(s) =t x n a gérbebinorméalisa(a P
pontban).

Kovetkezmény.Az r sugart kor barmely pontjdban a gorbilet értéke 1



Altalanos paraméterezés esetén

Allitas. A simulosikott ésn feszitik ki, n a simulékor origéja felé mutat., n,b
ortonormalt bazist alkotnak’ medlegest-re ésb-re, azaz parhuzamasel.

Definici6. A gorbeP = r(s) pontbelitorziéjaaz at = 1(s) szam, melyrdy’ =
—1n.

Altalanos paraméterezésben a torziét az alabbi képletaeiga
. FiT
| x P2

Allitas. Ivhossz szerinti paraméterezésben a binormalis szog=dms(s)|. A
gOrbe akkor és csak akkor sikgorbe, ha torzioja azonoséam muknet-formulak.

Tétel. (A gorbeelmélet alaptétele; unicitas rész.)Ha két gorbe gorbiletiket
és torziojukat ivhossz szerinti paraméterezésben uggarefiiggvények adjak
meg, akkor a gorbék mozgéssal fedésbe hozhatok.

A felllet definicidja, paramétervonalak, érintdsik, vektormek, fellleti gor-
bék, iranymenti derivalt, derivaciok és érintdsik, vektormek.

Kizarolag elemi feluletdarabokkal foglalkozunk. Az eggszség kedveert felte-
telezziik, hogy & C R? paramétertartomariy = [C1,d1] X [Cp,dp] alakd.

Definicio. Fellletek explicit és implicit megadasa. Fellletek partanmes meg-
adasar (u,v) : T — R3 fliggvénnyel. Ekvivalens paraméterezés. Paraméterezés
szingularis pontjadir (u,v) x dor (u,v) = 0.

Jel6lésAz f(x,y) 2-valtozos fuggveny parcidlis derivaltjaira tobbféléjés hasz-
nalatos. _PI. ax szc_arinti parcialis derivalt leheft(x,y), %(x,y) ésoif(x,y). Mi

ez utobbit hasznaljuk.

A tovabbiakbarr (u,v) egy rogzitett# fellilet rogzitett paraméterezése, és feltée-
telezziik, hogy minden pont nem-szingularis.

Definicio. A g(t) : [a,b] — T, g(t) = (u(t),v(t)) gorbéketparamétergérbéknek
nevezzik. AG(t) =r(g(t)) =r(u(t),v(t)) gorbékeffellleti gdrbénelnevezzik.
Definicié. LegyenPy = r(up, Vo) a felllet tetsdleges pontja. A5(t) =r(t,vp) és
G(t) = r(uo,t) specialis fellleti gorbéket By-n athalad@aramétervonalaknak
nevezzik.

Az r fuggvény(up, Vo)-beli parcialis derivéaltjai pontosan a paramétervondak
beli érinBvektorai. Az altalano§(t) = r(u(t),v(t)) fellleti gérbe érinfvektora
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a lancszabdly szerint

G(t) = o1r (u(t),v(t))u(t) + dar (u(t), v(t))v(t).

Definicid. A felllet Py-beli érintdsikjaa Py-n atmeid fellleti gorbékPy-beli érin-
tovektorainak dsszessége.

Ez azabsztrakérintsik, ami egy vektortéd;r (U, Vo), d2r (Up, Vo) bazisvektorok-
kal. A feluleti normalis egységvektorRy = r (up,Vp) pontban:

_ - ~ 01r (U, Vo) x dar (Up, Vo)
M =m(R) =m(lo.vo) = |011 (Ug, Vo) X 0ar (Uo,Vo)|

Jeldlie? (.7 ) ={f : # — R} afeluleten értelmezett differencialhaté figgvények
(=skalarmedk) halmazat; ezek nyilvaR feletti vektorteret alkotnak? (%) bi-
jekcidba allithato & paramétertartomanyon értelmezett figgvény&R ) teré-
vel: mindenf € ¥ (%) fuggvényhez hozzarendelhetjuk &zr : T — R €(T)-
beli figgvenyt.

Hasonl6 modszerrel, adoG(t) fellleti gorbe segitségével minddne €' (%)
flggvényhez hozzarendelhetjuk &7t) = f(G(t)) egyvaltozds figgvényt.

Definicid. Legyenv egy P-beli érinBvektor. Valasszunk egg(t) feluleti gorbét,
melyreG(tp) = P ésG(tp) = v. Definialjuk azf € € (.7) fuggvényv irany szerinti
derivaltjatad, f = f*'(tg) = %ho(f(G(t))) képlet segitségével.

Definicio. P € .#-beli derivacionaknevezzik azt @ : ¢ (.7 ) — R lineéris leké-
pezést, melyréd(fg) = &(f)g(P) + f(P)d(g) teljesul mindenf,g € ¢ (%) ese-
tén.

Tétel. Legyenv egy P-beli érinbvektor. Ekkord, iranymenti derivaltP-beli

derivacié. Forditva, minded P-beli derivaciéhoz létezik pontosan egyérintd-
vektor, melyred = dy.

Kdvetkezmény. A P-beli derivaciok vektortere azonosithato a feliRebeli érin-
tosikjaval.

Kovarians derivalas, Christoffel szimbolumok, parhuzamassag, geodetikus,
ezek differencidlegyenlete és extremalitdsa.

Rogzitjilk azZ elemi felilletet, annak az T — R3 paraméterezés@t= [cy, dy] x
[C2,d2] paramétertartomanyon. A feltlét pontbeli érinbsikjat Tp.# jeldli. A
fellletet azonositjuk a paramétertartomannyal, azaz ridimkoztetjik meg az
(u,v) € T paramétert és a hozzatartd2é- r (u,v) fellleti pontot.

Definicio. Skalarmezoa fellleten értelmezett valds érteki differencialhatfgfi
vény,f: % — R.
Vektormezd:a fellleten értelmezett vektorértékl differencialhaiggvény, X :
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F — RS
Erintd vektormez60lyanX vektormes, melynél a feliilet barmell pontja ese-
tén X (P) érintbvektor aP pontban, azaX(P) € Tp.%.

Nyilvan minden vektormeazharom skalarméd| tevodik 6ssze X (P) = (x1(P),x2(P),x3(P)).
A fenti azonositassalir ésador érintd vektormebk. Ezek minderP pontban a

Tp.7 érinthsik egy bazisat adjak, tehat mindérrintd vektormep elbéll X (P) =

x1(P)01r (P) + x2(P)dor (P) alakban, ahoks, X, skalarmedk.

Definicid. Az f skalarmed X érintd vektormed szerinti derivaltja a

(dx f)(P) = (dx(p) f)(P)

képlettel értelmezett skalarn®zAzY = (y1,Y2,Y3) vektormed X érintd vektor-
me szerinti derivaltjat komponensenkét értelmezziik:

dxY = (dxyi,dxy2,dxy3).

Definicid. Kovarians derivalt:v € Tp.#, X érintd vektormes, Y tetsdleges vek-
tormed. O,Y ad,Y iranymenti derivaltjdnak méteges vetilete B-beli érin®-
sikra. OxY adyxY érintd vektormed szerinti derivaltianak méteges vetiilete a
P-beli érinBsikra.

Allitas. Az iranymenti, az éririi vektorme® szerinti és a kovarians derivalt tulaj-
donségai.

Definicio. Mindeni, j =1, 2-re Iegyerfilj , Fizj az a két skalarmég melyrell djr =

[0 +T30ax. A r}j. skalarmebket Christoffel-szimboélumoknalevezziik.

Tétel. A Christoffel-szimbélumok az alsé indexeikben szimmetsikk, azaz
rk =rk.
j ji

Allitas. A G(t) fellileti gorbénél a:IGG iranymenti derivalt nem mas, mint az
érintd egységvektor ivhossz szerinti derivaltja, agaz

Definici6. A G gorbétgeodetikusnakievezzik, ha]GG = 0, azaz ha minden
pontjaban a normalisa ntdeges az érirdtsikra.

Tétel. (Geodetikus differencialegyenlete) egyeng: [a,b] — T aG: [a,b] —
F geodetikus paramétergorbéjg(t) =r(g(t)). A fenti azonositas segitségével
tekintsuik a Christoffel-szimbolumokat mimtn értelmezett figgvények. Ekkgr
elegettesz a
{ 01+ 07171+ 201020 75+ G50 5, = O
G2+ 017 11 + 20162 T, + G5l 2, = O
differencialegyenlet-rendszernek.

Tétel. (Geodetikusok extremalitdsa)zgy gorbe ivhosszmérésre nézve akkor és
csak akkor extremalis, ha geodetikus.



Az extremalitas fogalmat elég szemléletesen elmondamgibdklassal egyutt kell
tudni a sik- és a gombfelllet geodetikusait.

Weingarten leképezés, normalgorbilet, Euler-tétel, Gausss Minkowski gor-
bilet, bels geometria.

Definicio. Els6 alapforma vagy belsdgeometriai fomennyiség: p.# x Tp.# —
R, és minderu,v € Tp.# esetérgp(u,Vv) = uv.

Weingarten-leképezés vagy kils6égeometriai fémergiyge Tp.# — Tp.%, mely
mindenv € Tp.# érintdvektorhoz a fellleti normalis egységvekthm irAnymenti
derivaltjat rendeli.

Masodik alapforma: M : Tp.# x Tp.# — R, ahol mindenu,v € Tp.# esetén
Mp(U,V) = —Gp(U, Bp(V)).

Amennyiben az érifisikon rogzitjuk a{oir,dor } bazist, akkor az alapformék
2 x 2-es matrixként irhatok. Ezek elemeit nevezald&pmennyiségeknek.

Azokat a felulethez kapcsol6do fogalmakat nevezzikidlggemetriainak, melyek
metrikus eszkdzokkeleghatarozhatok. Csakugyan, a fellleti metrikat (ivhossz,
szdg, terlilet mérése) az élalapmennyiségek egyértelmiien meghatarozzak. Mi-
vel a méréshez ,nem kell kilépni” a felliléih azt szoktuk mondani, hogy a béis
geometriai fogalmakat a fellleten beliibélapos matematikusok” is megismer-
hetik.

Allitas. 1. gp szimmetrikus, pozitiv definit bilineéris leképezés az tsikon.
2. Bp j6l definialt, mertdym L m, azazdym € Tp.%#.

3. Bp linearis transzformacio.

4. Mp szimmetrikus bilinearis leképezés.

Allitas. Az X,Y érintd vektormedkredxY = OxY +M(X,Y)m.

LegyenGi(t) feliileti gérbet = G érintSvektorral. Mar lattuk, hogy dGG irany-
menti derivalt az éririt egységvektor ivhossz szerinti derivaltja, adgz= kn.
Masrészt, az élzbek miattdit = Oyt + M(t,t)m, azazkn érintdsikra mebleges
komponens#(t,t)m, ami csak-tol fligg, G-t6l nem.

Definicio. A km = M(t,t) = knm értéket a gdrb@ormalgorbileténekevezzik.

Tétel. (Meusnier) Fellleti gorbe esetéx, = k cosg, ahol¢ a fellilet és a gérbe
fonormalisa kozott bezart szog.

Rogzitsuk a fellleP pontjat és tekintsuk 3.7 egségvektorait; ezek pontosan a
P-bol a P kozéppontd egységkd pontjaiba mutatd = @vektorok. Mivel az
egységkor kompakt, @ — km = M(t,t) fuggveny felveszi szétgrtékeit; legye-
nek ezekkmin €SKmax a megfeled tmin éstmax iranyokkal.

Tétel. (Euler) A t irdnyhoz tartoz6 normalgorbiil, = Kmin COL ¢ + KmaxSin? ¢,
ahol¢ at éstm, altal bezart szog.

Kdvetkezmeény. A tmin, tmax f0gorbouleti irAnyokmerdlegesek. Az altaluk alko-
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tott bazisban &p Weingarten-leképezés matri g~ Kmin 0 :

0 —Kmax
Definicio. A Weingarten-leképezéas(P) = detBp = KnminKmax determinansat a fe-
lulet P pontbeliGauss-féle szorzatgorbiletémedvezzik. A Weingarten-leképezés
—%Spuer = (Kmin + Kmax) /2 nyométMinkowski-féle 6sszeggorbiletne&vez-
zuk.

Tétel. (Theorema egregiump Gauss-féle szorzatgorbilet béigometriai mennyi-
Ség.

Indoklassal egydutt kell tudni sik-, a henger- és a gombéeKin, Kmax f6gOrbu-
leteit valamint szorzat- és 6sszeggorbiletét.



