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Gorbék paraméterezése

1. feladat. (A) Bizonyitsuk be a vektorialis szorzatra vonatkozo kifejtési
tételt: Az a,b, c € R? vektorok esetén

(a x b) x ¢ = (ac)b — (bc)a.

2. feladat. (A) Mutassuk meg, hogy a q(x,y) = ax?+2bxy+cy? kvadratikus
a

alak akkor és csak akkor definit, ha b

4

> 0, és akkor és csak akkor

szemidefinit, ha = 0.

a
b
3. feladat. (B) Milyen 7(t) vektorértéki fiiggvényre teljesiil
a) [r'] =|rl;

b) rr' = |r||r|'?

4. feladat. (Z) Adjuk meg az alabbi gérbék ivhossz szerinti paraméterezé-
sét:

a) r:[—2,3] - R? r(t) = (3t — 5,4 — 4t);
b) r:R — R »(t) = (acost,asint, bt);

¢) r:RY — R? r(t) = (rcost? rsint?).
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5. feladat. (Z) Vezesse le az egységkor alabbi paraméterezéseibdl az ivhossz
szerinti paraméterezést.

a) ri[—1,1 =R, r(t) = (t,VI— ).

11—t 2t
DrRoRr=—F5 ——].
1427 1+¢2

6. feladat. (A) Legyen a térben mozgd pontszeri részecske témege m,
helyvektora 7(t), gyorsulasa a(t), helyzeti energiaja W (t). A Newton-tétel-
bél (F(t) = ma(t), ahol F(t) a t pillanatban a részecskére hato erd) vezessiik

le a oW p
_Fr

dat - dt
formulé4t.

7. feladat. (A) A térben két részecske mozog tgy, hogy a tavolsaguk allan-
d6. Mutassuk meg, hogy a sebességvektoraiknak az 6ket 0sszekots egyenesre
vett vetiilete megegyezik.

8. feladat. (B) Mutassa meg, hogy a vontatasi gorbe paraméterezése
r(t) = (cos(t) + In(tan(¢/2)), sin(t)).

Gorbiilet, torzié

9. feladat. (Z) Szamitsuk ki minden pontjaban az r(t) = (¢,t*) parabola
és az ro(t) = (t,sint) szinusz-gorbe gorbiiletét.

10. feladat. (Z) Hatarozzuk meg az

a) r(t) = (t,sint,sin 3t);

b) 7 = (cost,sint, > — 9t)

gorbék azon pontjait, ahol a gorbiilet nulla, ahol a torzi6 nulla és ahol a

torzio elGjelet valt.

11. feladat. (B) Legyen I' az a gorbe, amelyet a 2R sugari gémbbdol
az R sugart henger metsz ki, ahol a gémb origéja a henger palastjan van.
(Viviani-féle gorbe.)



a) Hatarozzuk meg I' egy paraméterezését.
b) Hatarozzuk meg I' gorbiiletét. Van-e olyan pont, ahol a gorbiilet nulla?

¢) Hatarozzuk meg I" torziojat és adjuk meg azokat a pontokat, ahol a torzio
nulla és elGjelet valt.

d) Hatarozzuk meg ezekben a pontokban a kisérd triédert.

Derivalas, Leibniz-szabaly
12. feladat. (A) Jelolje C*> az R-en értelmezett végtelen sokszor differen-
cidlhato fiiggvények halmazat.

a) Mutassa meg, hogy az alabbi mtiveletekkel C* egységelemes, kommutativ
gytrt és R feletti vektortér:

(f+9)(@) = f(x) +9(z), (cf)@)=cflx), (f9)(x)= [f(z)g(x).

b) Legyen f € C* olyan fiiggvény, melyre f(a) = f’(a) = 0 valamely a € R
szamra. Mutassa meg, hogy ekkor f = gh, ahol g,h € C® és g(a) =
h(a) = 0.

13. feladat. (B) Jelolje C* az R-en értelmezett végtelen sokszor diffe-
rencialhaté fiiggvények halmazat. Rogzitsik az a € R szamot és legyen
a : C* — R olyan linearis leképezés, melyre

a(fg) = a(f)g(a) + fla)alg).
a) Mutassa meg, hogy a ¢ konstans fiiggvényre a(c) = 0.

b) Mutassa meg, hogy ha az f € C* fiiggvényre f(a) = f'(a) = 0, akkor
a(f)=0.

14. feladat. (B) Jelolje C* az R-en értelmezett végtelen sokszor differen-
cialhato fiiggvények halmazat. Legyen § : C*° — C* olyan lineéris leképezés,
mely kielégiti a Leibniz-szabalyt:

6(fg) =o(f)g+ fi(g).



a) Tegyiik fel, hogy §(x) = 0, ahol = : R — R az identikus leképezés R-en.
Mutassa meg, hogy ekkor § f = 0 minden f € C* esetén.

b) Mutassa meg, hogy 6 f = uf’, azaz (§f)(x) = u(z)f'(z) minden f € C*®
esetén, ahol u(z) = d(x).

Feliiletek megadasa

15. feladat. (T) Mutassuk meg, hogy az F(x,y, z) = 0 feliilet érint&sikja-

nak norméalvektora (%—I;, %_1;7 %_ID_

16. feladat. (Z) Legyen F az a feliilet, amelyet az y = f(x) fiiggvény
y-tengely koriili elforgatasaval kapunk. Hatérozzuk meg

a) JF egyenletét,
b) F normélvektorat egy tetszéleges pontjaban,

c) F érintosikjat egy tetszoleges pontjaban.

17. feladat. (A) Mutassuk meg, hogy egy forgasfeliilet minden pontjaban
a normalvektor benne van egy, a forgastengelyt tartalmazo sikban.

18. feladat. (T) Legyen v a F felillet P-beli érintGvektora. Mutassuk
meg, hogy a d, iranymenti derivalt fiiggetlen a definiciojaban szereplé G(t)
feliileti gorbe vélasztasatol.

19. feladat. (B) Mutassuk meg, hogy a z = xy feliiletet minden érintésikja
két egyenesben metszi.

20. feladat. (Z) Tekintsiink egy r(u,v) (u1 < uug, v < v < vy) fliggvény
altal adott feliiletdarabot, melynek elsé alapmennyiségei g;; = 1, g12 = 0,
goo = (1 + u?v?)%. Hatérozzuk meg a feliilet felszinét.



Gorbiiletek, alapmennyiségek

21. feladat. (T)

a) Hatarozzuk meg az x2 + 3 + 2% = 1 gémb normélvektorat egy tetszoleges
pontjaban.

b) Hatarozzuk meg a z = xy nyeregfeliilet P(0,0,0) pontbeli, (u,v) iranyhoz
tartozo k, normalgdrbiiletét.

22. feladat. (Z)
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a) Hatarozza meg a z = 2% — xy + y? feliilet normélvektorat egy tetszéleges

pontjaban!

b) Hatérozza meg az a) pontban szerepld feliilet Gauss-féle gorbiiletét (szor-
zatgorbiiletét) a P(0,0,0) pontban! (A Gauss-féle gorbiilet a két fénor-
malgorbiilet szorzata.)

23. feladat. (T) A Meusnier- és Euler-tételek segitségével hatarozzuk meg
az ellipszis gorbiiletét a csticspontjaiban.

24. feladat. (T) Hatérozzuk meg a z = 22 + zy + y? feliilet (u, v) iranyhoz
tartozo normalgorbiiletét és f6gorbiileteit az O(0,0,0) pontban.

25. feladat. (T) Szamitsuk ki az egységgomb elss és masodik alapmennyi-
ségeit, és a Christoffel-szimbo6lumait. Mutassuk meg, hogy a f6korck geode-
tikus vonalak.

26. feladat. (Z) Szamitsuk ki az egykopenyt hiperboloid els6 és masodik
alapmennyiségeit, Christoffel-szimboélumait és a Gauss-gorbiiletét.

27. feladat. (Z) Szamitsuk ki a kétkopenyt hiperboloid els§ és masodik
alapmennyiségeit, Christoffel-szimboélumait és a Gauss-gorbiiletét.

28. feladat. (T) Szamitsuk ki a pszeudoszféra els6 és masodik alapmennyi-
ségeit, Christoffel-szimboélumait és a Gauss-gorbiiletét.



Derivalas feliileteken, Lie-zard6jel

29. feladat. (A) Jelolje M,, az n x n-en matrixok halmazat és értelmezziik
M,-en az [A, B] = AB — BA miiveletet. Mutassuk meg, hogy ez a mivelet
a) bilinearis,

b) antiszimmetrikus: [A, B] = —[B, A],

c) és teljesiti a Jacobi-azonossagot: [A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0.

30. feladat. (Z) Mutassuk meg, hogy X,Y érint§ vektormezskre dxdy —
dy dx derivalas.

31. feladat. (A) Tekintsiik a F-en értelmezett X = z1017 + 22057, Y =
Y111 + Y201 érintd vektormezoket. Mutassuk meg, hogy [X, Y] = 2,07 +
22827', ahol

21 = T1(dayry1) + T2(doyryr) — (doyrw1)y1 — (doyr1)y2,
29 = 1(da,ry2) + T2(doyry2) — (dorx2)ys — (doyr2)ys.

32. feladat. (B) Mutassuk meg, hogy X,Y érint6 vektormezdskre [ X, Y] =
dxY —dy X.



