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A kovetkezdkben felsoroljuk a szdmunkra legfontosabb alapfogalmakat,
amelyek koziil néhanynak a definici¢jat is megadjuk. Nem célunk azon-
ban az ezekhez tartozé elmélet részletes kifejtése, azt az olvas6 barmelyik
bevezet6 linedris algebra konyvben megtaldlja.

1.1. Definicié. Legyen adott a K test és a V' Abel-csoport, amelyben a miive-
letet Osszeaddsnak irjuk. A V-t K feletti vektortérnek, vagy roviden csak K-
vektortérnek nevezziik, ha minden o« € K és minden x € V elemhez hozzd



van rendelve V-nek egy jol meghatdrozott ax-el jelolt eleme oly médon, hogy a
hozzdrendelés teljesiti az kovetkezd feltételeket:

a(x+y) = ax+ay (a+B)x = ax+ Bx
a(fx) = (aB)x Ix = «x

Ide kapcsolodo fontos fogalmak: altér, vektorterek direkt dsszege, faktor-
tér, linedris fiigg6ség, bazis, dimenzio.

1.2. Definicié. Adott U,V K test feletti vektorterek esetén a ¢ : U — V leké-
pezést K-linedris leképezésnek nevezziik, ha minden « € K és x,y € U elem

esetén p(ax) = ap(x) és p(x+y) = p(x) + @(y) teljesiil.

Ismert tény, hogy ha U és V véges dimenzidsak, dimenzidjuk n illetve m,
és rogzitiink egy bézis benniik, akkor barmely U — V linedris leképezés
egy n x m-es métrixszal adhaté meg.

1.3. Definicié. Adott Uy, ..., Uy, V K test feletti vektorterek esetén a ¢ : Uy x
... x Uy, — V leképezést multilinedris leképezésnek nevezziik, ha minden
vdtozdjdban linedris.

Azt mondjuk, hogy a ¢ : U x ... x U — V multilineéris leképezés szim-
metrikus illetve alterndl6, ha egy o € S, permutdcio6 esetén

(p(xa(l)/ cee /xa(n)) = @(x1,..., %)

illetve
(p(xO'(l)’ s /x(r(n)) = Sgn(0)<P(x1, . -/xn)
teljesiil minden x1, ..., x, € U elem esetén.

Az n = 2 illetve n = 3 specidlis esetekben bilinedris illetve trilinedris
leképezésekrdl szoktunk beszélni. A bilinearis alterndlé leképezéseket an-
tiszimmetrikusnak nevezziik. A legfontosabb specidlis eseta V x V — K
alak bilinedris leképezések, ezeket V-n értelmezett belso szorzatnak is hiv-
juk.

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test feletti V vektortéren értelmezett f
belsd szorzat nem-elfajuld, ha minden nulldtdl kiilonbozé x € V vektorhoz léte-
zik y € V vektor, amelyre f(x,y) # 0.

Ha V n-dimenziés és adott egy V-beli bazis, akkor f megadhat6 egy n x n-
es K feletti (a;;)! j—1 matrixszal. Ismert, hogy f akkor és csak akkor nem-

elfajuld, ha det(a;;) # 0.

1.5. Definicié. Adott V K-vektortéreseténaq:V — K leképezést kvadratikus
alaknak hivjuk, ha eqyrészt minden « € K, x € V esetén q(ax) = a?q(x)
teljesiil, mdsrészt az f(x,y) = q(x +y) — q(x) — q(y) leképezés szimmetrikus
belsd szorzat V-n.



A g kvadratikus alak esetén az f bels6 szorzatot a g-hoz tartozé belso szor-
zatnak nevezzik. Azt mondjuk, hogy q nem-elfajulé kvadratikus alak, ha a
hozzatartoz6 bels6 szorzat nem-elfajul6. Ha char(K) # 2, akkor a bels6
szorzata q(x) = % f(x,x) egyenl6ség szerint egyértelmiien meghatarozza

g-t.

2. Algebrak

2.1. Definicié. A K egy test feletti A vektorteret K feletti algebranak vagy ro-
viden csak K-algebrdnak nevezziik, ha értelmezve van benne egy szorzdsnak ne-
vezett bilinedris (x,y) — x - y = xy miivelet, azaz

(ax + By)(vz + dw) = (ay)(xz) + (ad) (xw) + (BY)(yz) + (BS) (yw)
teljesiil tetszoleges «, 3,v,6 € K, x,y,z, w € A elemekre.

Figyeljiik meg, hogy a szorzdsmfiveletnél nem koveteltiik meg az asszo-
ciativitds teljesiilését. Ezzel szemben a bilinearitasbdl kovetkezik a (két
oldali) disztributivitas:

(x+y)z=xz+yz, x(y+z) =xy+ xz.

A-t véges dimenzids algebrdnak hivjuk, ha véges dimenziés vektortér
K felett, és egységelemes algebrdnak hivjuk, ha létezik egy kitiintetett 1 €
A elem, amelyre teljesiil 1x = x1 = x minden x € A esetén.

Tekintsiik az A véges dimenzios K-algebranak egy {uj, . .., u, } bazisat.
Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexpdrra léteznek ci-‘]- € Kelemek (k €

{1,...,n}), amelyre teljestil
Ui uj = c}jul + ...+ .

Ezt az n® skalért az A algebra struktiira-konstansainak nevezziik. Kénnyen
meggondolhatd, hogy a struktiira-konstansok egyértelmiien meghataroz-
zék A-t, hiszen ekkor barmely x,y € A elem felirhaté x = xju; + ... +
XpUn, Y = Y141 + ... + yau, alakban, és ekkor a bilinearitds miatt a szor-
zatra teljesiil xy = zjuq + ... + z,u,, ahol zx = Z?,jzl cfjxiyj. Az is vilagos,
hogy a strukttra-konstansok tetszéleges megvélasztasaval K feletti algeb-
rat hozhatunk létre.

Tegyiik most fel, hogy A egységelemes K-algebra. Ekkora b : K — A,
b(a) = alleképezés bedgyazasa a K testnek A-ba. Ebben az esetben némi-
leg pontatlan széhasznélattal a K-t gyakran az A részhalmazaként tekint-
jik és azonositjuk az @ € K és ol € A elemeket. Nyilvanvaléan, ekkor
minden &« € K C A elem teljesiti az ax = xx azonossagot tetszdleges
x € A esetén.



Forditva, legyen A két kétvaltozos, dsszeaddsnak és szorzdsnak ne-
vezett mtivelettekel felszerelt halmaz, amely az 9sszeaddsra nézve Abel-
csoport és amelyben a két miivelet teljesiti a szokdsos disztibutivitadst. Te-
gylik tovabba fel, hogy az A egy T részhalmaza erre a két miiveletre nézve
testet alkot. Ekkor A minden esetben T-vektortér, de kizarolag akkor T-
algebra, ha ta = at teljestil minden t € T, a € A esetén.

Az alabbi példédk fontos konstrukciok K-algebrakra.

2.1. példa. Jelolje M, (K) a K test feletti n x n-es métrixok halmazat. Ez
a halmaz a szokdsos métrixszorzdsra nézve egységelemes asszociativ K-

algebra.

2.2. példa. Tekintstik az M, (K) halmazt az x o y = xy — yx szorzdsmi-
velettel. Ekkor (M, (K), o) véges dimenzids K-algebra, amelyben teljestil
x o x = 0, ami kizdrja egységelem létezését.

2.3. példa. A K test tetsz6leges (kommutativ) L testbdvitése kommutativ,
asszociativ K-algebra.

2.4. példa. A 3-dimenzids valos vektortér R-algebra a vektoridlis szorzatra
nézve.

2.2. Definicié. Ferdetestnek hivjuk az olyan kétviltozos, dsszeaddsnak és szor-
zdsnak nevezett miiveletekkel felruhdzott (F,+,-,0,1) halmazokat, amelyekben
(F,+,0) Abel-csoport, (F \ {0}, -, 1) csoport, és a két miiveletet dsszekapcsolja a
disztributivitds szabdlya.

A kovetkez6 konstrukcié a kvaterniék ferdetestét irja le, ez tekinthetd a
tferdetestek klasszikus példanyanak. Mint l4tni fogjuk, ez egyben egy va-
16s test feletti algebra is.

2.5. példa. Tekintsiik az R feletti 4-dimenziés H = R + Ri 4 Rj + Rk vek-
torteret. Az {1,i, j, k} bazishoz tartoz6 struktura-konstansokat értelmez-
ziik az alabbi tédblazat alapjan:

1 i j k
11 i ] k
ili =1 k —j
jlj —k =1 i
klk j —i -1

Azonnal latszik, hogy 1 egységeleme H-nak, és kdzvetlen szdmolassal le-
ellendrizhetd, hogy a szorzds asszociativ mftivelet, azaz H asszociativ R-
algebra.

Definialjuk a H — H,

z=2x0+Xx1j+x2j +x3k —Z=x0 — x1] — x2] — x3k



leképezést, ez nyilvan R-linedris és Z = z teljesiil minden z € H esetén.
Ezt a leképezést — a komplex szdmtest analdgidjara — konjugdldsnak nevez-
ziik. Konnyen megmutathaté az is, hogy tetszéleges z1,z; € H elemekre
21+ 2y =21 + 23 és z1 - 23 = 23 - 71 all fenn, azaz a konjugalas a H algebra

antiautomorfizmusa.
Végezetiil vegytik észre, hogy minden z = xg + x1j + x2j + x3k € H
elem esetén N(z) = zz = x3 + x? + x5 + x nem-negativ valés szam,

ami csakis a z = 0 esetben nulla. Mivel a konjugélds antiautomorfizmus,
az R elemei pedig barmely mds elemmel felcserélhetdk, ezért tetszdleges
21,2y € H-ra

N(lez) = Z122 212 = ZlN(Zz)Z = N(Zl)N(Zz)

all fenn. Az N : H — R leképezést normdnak nevezziik, az utébbi tulajdo-
sagrol pedig azt mondjuk, hogy az N norma multiplikativ.

Tekintstink most egy tetszdleges 0-t6l kiilonboz6 z € H elemet. Ekkor
N(z) # 0 val6s szédm és a z’ = Z/N(z) a H egy jol meghatérozott eleme,
amelyre teljesiil zz’ = z/z = 1. AH\ {0} halmaz tehat a szorzasra nézve
egy nem-kommutativ csoportot alkot, ami azt jelenti, hogy H ferdetest.

Ezt a fejezetet két fontos fogalom megadasaval zarjuk le.

2.3. Definicié. Az adott K test feletti A algebra x, y, z elemeinek kommutétor-
illetve asszociator-zardjele alatt az

[x, y] = xy — yx, illetve [x,y,z] = (xy)z — x(yz)
A-beli elemeket értjiik.

A kommutdtor- és asszocidtor-zardjelek nyilvan egy A x A — A bilinedris
illetve A X A x A — A trilinedris leképezést is meghatdroznak. Azonnal
adédik tovabba, hogy a kommutator-zardjel altal meghatarozott leképezés
antiszimmetrikus.

3. Alternalo algebrak

A legfontosabb specidlis algebraosztaly természetesen az asszociativ al-
gebrék osztalya, ezeknél az asszocidtor-zardjel azonosan nulla. Ezt az osz-
talyt dltalanositja a kovetkez6 definicio.

3.1. Definicié. A K test feletti A algebrit alterndl6 algebrdnak nevezziik, ha
az

(xx)y =x(xy),  (xy)x=x(yx),  (yy=x@yy) @)
egyenldségek azonosan teljesiilnek A-n.

A névvalasztast az aldbbi allitas indokolja.
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3.2. Lemma. Az (1) azonossigok koziil barmely kett0 garantdlja, hogy az algebra
asszocidtor-zdrdjele egy alterndlé trilinedris leképezést hatdroz meg.

Bizonyitds. Tekintsiik példaul (1) els6 két azonossédgat, ezek az asszocidtor-
zardjel segitségével [x,x,y] = [x,y,x] = 0 alakban is megadhatok. Az
els6be x = u + v-t helyettesitve a multilinearitas felhasznalasaval

0=[wuyl+uwoyl+ouyl+voyl=uoyl+ouy

adodik, vagyis [u, v, y| = —[v, u, y|. Hasonlban, [x, y, x] = 0-bax = u + v-
t helyettesitve megkapjuk [u, y,v] = —[v, y, u]-t. Ezeket felvéltva alkal-
mazva kapjuk, hogy

oy zl=—lyxz=[zxyl=-xzy =y 2= —[zyx]

ami pontosan az asszocidtor-zardjel alternaldsat jelenti. Hasonl6an jarha-
tunk el, ha (1) két masik azonossdga van megadva. O

Megjegyzés. A bizonyitdsban haszndlt eljarast, melyben egy algebraazo-
nossag nem-linedris véltozoéjaba két Gijabb valtoz6 0sszegét helyettesitjiik,
polarizdldsnak nevezziik. Ezt a médszert a késébbiekben is gyakran és ha-
tékonyan fogjuk alkalmazni Gij azonossdgok létrehozésara.

3.3. Allitas. Ha egy algebrdban az (1) azonossdgok koziil ketts teljesiil, akkor az
algebra alterndlé. Barmely alterndlé algebra asszocidtor-zdrdjele alterndl.

Bizonyitds. Csak az els¢ allitas szorul bizonyitasra. Tegyiik fel, hogy az
A algebrédban teljesiil (1) két azonossdga, példdul az els6 ketts. A fenti
lemma szerint ekkor az asszocidtor-zarojel alternél, és 0 = [y, y,x] =
%, y, y], azaz (xy)y = x(yy). D

Egy nem asszociativ szorzdsmiivelet esetén dltaldban nagyon kell vi-
gydznunk akkor, amikor egy elem hatvanyairdl beszéliink, hiszen el6for-
dulhat, hogy (xx)x # x(xx), azaz x> nem pontosan értelmezett. Ezt a ne-
hézséget megkeriilhetjiik tgy, hogy x hatvanyait rekurzivan definidljuk:
x! = x és x"1 = xx". Ez persze nem oldja meg a problémét, hiszen az
x"'x™ szorzat kiszamitasa igy reményteleniil nehéznek t{inik. Szerencsére
alternal6 algebrak esetén a megoldds nagyon egyszerfi.

3.4. Lemma. Alterndlé algebra tetszbleges x elemére x"x™ = x"™ (il fenn.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy "1 = x"x; ez az n = 1 eset-

ben nyilvdnvald. Az alternal6 algebrak elsé definidl6 tulajdonsaga szerint
x"x = (xx" 1)x = x(x"'x), ami indukci6 szerint x"+1.

Az x"x™ = x"T" azonossag n = 1 esetén tetszbleges m-re definici6
szerint fennall. Tegyiik most fel, hogy tetszdleges m-re x"~1x™ = x+m=1
teljestil. Ekkor

X — T = (xx" ) — x (2" ) = [x, 2", x™M.



Ez utébbi a fentiek illetve az indukcios feltevés szerint nem mds, mint
n—l(xmx) — xm—l—n—lx . xn—lxm+1 =0,

hiszen a1y = yntm — yn—1lym+l O

n—1

m __ (An—1.m
s ’ - -
X" ", x] = (2" M)y — x

3.5. Allitas. Alterndlé K-algebrdk eqy elem dltal generdlt részalgebrdi kommuta-
tiv, asszociativ algebrdk. (Monoasszociativitds.)

Bizonyitds. Legyen x az A alterndl6 K-algebra tetsz6leges eleme és jeloljiik
B-vel az ayx + apx®> + - -+ oyx* (k € Nés ag, ..., o4 € K tetszblegesek)
alaku elemek halmazat. Nyilvan B része az x altal generéalt részalgebra-
nak. Masrészrol viszont B K-vektortér és a 3.4 lemma szerint zart a szor-
zésra, vagyis B maga is részalgebra. Ez azt jelenti, hogy B a legsz{ikebb
x-et tartalmazé részalgebra, azaz az x 4altal generalt részalgebra. A 3.4
lemma szerint B valéban kommutativ és asszociativ. O

Megjegyzés. Ennél joval bonyolultabban lehet beldtni a kovetkez6 alli-
tast: Alternal6 algebrak barmely két eleme asszociativ részalgebrat gene-
ral. (Diasszociativitds.) A bizonyitdssal mi nem foglalkozunk.

Tekintsiik az A alterndl6 K algebra tetszbleges x elemét és egy K feletti
f(X) = ag + a1 X + -+ - + g Xk € K[X] polinomot. Az f x helyen vett
helyettesitési értéke alatt az A-beli f(x) = ap1 + oy x + agx* elemet értjiik,
ahol 1 az A egységeleme. Ha A-ban nincs egységelem, akkor csak a nulla
konstanstagti polinomoknal beszélhetiink helyettesitési értékrol.

3.6. Definici6. Legyen x az A alterndlé K-algebra eleme. Az f(X) € K[X] po-
linomot az x minimdlpolinomjanak nevezziik, ha f(x) = 0 és minden g(X) €
K[X] esetén, amelyre deg(g) < deg(f), g(x) # 0.

Nem minden A és minden x € A esetén létezik minimalpolinom. Ha
azonban A véges dimenzids, akkor minden elemének van minimélpoli-
nomja, aminek a foka legfeljebb eggyel nagyobb A dimenziéjandl. Valo-
ban, ha n = dim(A), akkor az x, ..., x"*! elemek linedrisan fuggbk, azaz
léteznek o, ..., a,41 € K skalarok, ugy, hogy x gyoke lesz az f(X) =
o X + -+ XL polinomnak. f nem feltétlentil miniméalpolinom,
de biztositja annak létezését. Igaz tovabbd, hogy x minimélpolinomja, ha
létezik, akkor K-beli konstans szorz¢ erejéig egyértelmiien meghatéarozott.

3.7. Allitas. Az A véges dimenzids, eqységelemes, alterndlé K-algebrdban min-
den elem minimdlpolinomja irreducibilis K felett.

Bizonyitds. Ha f(X) € K[X] az x € A elem minimdlpolinomja és f(X) =
g(X)h(X), akkor g(x)h(x) = O teljesiil A-ban. A g(x),h(x) az A jol meg-
hatarozott elemei, hiszen A egységelemes. A nullaosztémentessége mi-
att ekkor ¢(x) = 0 vagy h(x) = 0 &ll fenn, azaz deg(h) = deg(f) vagy
deg(g) = deg(f) teljestil, vagyis g és h nem valddi osztéi f-nek. 0



4. Osztasalgebrak

4.1. Definicié. Az A K-algebrit osztasalgebranak hivjuk, ha minden a,b <
A, a # 0 elemekre az ax = b, ya = b egyenletek eqyértemiien megoldhatdk x és
y-ra.

Nyilvdnvalo, hogy az asszociativ osztdsalgebrdk pontosan a ferdetestek.
Az osztéasalgebrak jelentéségét tobbek kozott az a tény adja, hogy kozponti
szerepet jatszik fontos geometriai struktirak jellemzésében.

A kovetkez6 konnyli lemma az osztdsalgebrdk egy ekvivalens mega-
dési médjat mutatja be.

4.2. Lemma. Az A véges dimenzids K-algebra akkor és csak akkor osztdsalgebra,
ha nullaosztémentes.

Bizonyitds. Legyen A osztdsalgebra és tegyiik fel, hogy ab = 0 valamely
a,b # 0 elemparra. Ekkor az ax = 0 egyenletnek legalabb két megoldédsa
van x-re, nevezetesen 0 és b, ami lehetetlenség.

Tegyiik most fel, hogy A véges dimenzids és nullaosztomentes és te-
kintsiik az ax = b egyenletet (a # 0). Jeloljiikk Lg-val az A-t 6nmagara
képezd, x — ax leképezést. Nyilvan Lg K-linedris és A nullaosztémen-
tessége miatt a magja trividlis. A véges dimenzidja miatt ez azt jelenti,
hogy Lg bijektiv, azaz létezik egy egyértelmtien meghatarozott u € A
elem, amelyre Lg(u) = b. Ez egyenértékii azzal, hogy az ax = b egyen-
let egyértelmtien megoldhat6 x-ben. Hasonl6an belathet6, hogy ya = b
egyértelmtien megoldhat6 y-ra. O

4.3. Definicié. Az A egységelemes K-algebrit kvadratikus algebranak nevez-
ziik, ha minden x € A elemnek van minimdlpolinomja és az legfeljebb mdsodfokii.

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a kompex szamtest és a kvaterniok
ferdeteste példédk R feletti kvadratikus algebrara.

4.4. Tétel. Minden véges dimenzids, R feletti, eqységelemes, alterndlo osztdsal-
gebra kvadratikus algebra.

Bizonyitds. Tekintsiik az A R feletti véges dimenzios, egységelemes osz-
tasalgebra egy tetszbleges x € A elemét. A 3.7 allit4s és az el6tte elmon-
dottak szerint x-nek létezik minimdlpolinomja és az irreducibilis R felett.
Ismert azonban, hogy egy R felett irreducibilis polinom foka legfeljebb
kettd. O



5. Kompozicidalgebrak

5.1. Definicié. Azokat az A véges dimenzids K-algebrikat nevezziik kompozi-
cidalgebranak, amelyeken értelmezve van eqy N : A — K nem-elfajuld, multip-
likattv kvadratikus alak, azaz N (xy) = N(x)N(y) minden x,y € A esetén.

A komplex szamtest és a kvaterniok ferdeteste az N(z) = zz norméval
példat szolgaltatnak R feletti kompoziciéalgebrara is. Egy tovabbi példa
az aldbbi.

5.1. példa. Tetszbleges K test f6lott tekintsiik a 2 x 2-es métrixok 4ltal al-
kotott A = M;(K) algebrét a kozonséges matrixszorzassal. Ekkor X €
M;(K) esetén det(X) nem-elfajuld, multiplikativ kvadratikus alak, tehat
M;(K) kompozicidalgebra.

A kovetkez{ tétel szinte az Osszes eddig targyalt algebraosztalyt érinti.

5.2. Tétel. Minden egységelemes kompozicidalgebra alterndld kvadratikus algeb-
ra.

Bizonyitds. Legyen A egységelemes kompozicialgebra és jelolje N és f az
A-n értelmezett normét illetve az ahhoz tartozé nem-elfajul6 belsé szor-
zatot. Az N(xy) = N(x)N(y) egyenl6ségbe y helyére y + w-t irva, azaz
y szerinti polarizalassal, valamint az f(x,y) = N(x+ y) — N(x) — N(y)
definici6 felhasznéldsaval azt kapjuk, hogy

N(x)f(y, w) = f(xy, xw). 2)
Tovabb polarizélva a (2) egyenléséget x szerint, az
f(x,2)f(y, w) = f(xy, zw) + f(zy, xw) (3)

egyenl6ség kovetkezik. Ebbe z = 1-et és y = xu-t helyettesitve kapjuk,

hogy
f(x, 1) f(xu, w) = f(x(xu), w) + f(xu, xw). (4)

Vezessiik be a t(x) = f(x,1) = f(1,x) jelolést, valamint hasznaljuk fel
a (2) azonossagot és f bilinearitasét arra, hogy a (4) egyenletet

0= f(x(xu) — t(x)xu + N(x)u, w). 5)
alakra hozzuk. Mivel (5) teljesiil minden w-re és f nem-elfajulo, az
x(xu) —t(x)xu + N(x)u =0 (6)
egyenlet teljesiil minden x, u-ra. u = 1 helyettesités adja, hogy minden x
teljesiti az

x> —t(x)x+N(x) =0 (7)
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azonossdgot, ami bizonyitja, hogy A kvardatikus algebra.
Végezetiil (7)-et jobbroél u-val szorozva, majd (6)-b6l kivonva kapjuk az

x(xu) — x*u = 0 egyenl6séget. Hasonléan, a (3) egyenl6ségbe w = 1-et és
x = vy-t helyettesitve

(vy)y — t(y)oy + N(y)o =0 8)
majd (vy)y — vy? = 0 adoédik. A 3.3 4llitds szerint ekkor A alternald
algebra. O

A t(x) = f(1,x) definiciobdl kovetkezik, hogy t : A — K linedris
leképezés. Eszerint
(x+y)* = tx+y)(x+y) - N(x+y)
= t(x)x — N(x) +£(y)y — N(y) + t(x)y + {(y)x - f(x,y)
= P +y )y +Hy)x - fxy),
vagyis
xy +yx = Hx)y + H(y)x - f(x, y). ©)
5.3. Allitas. Az A komopziciéalgebrdban az x — X = t(x) — x leképezés az A
algebra antiautomorpfizmusa. Teljesiil tovdbbd X = x.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy N(ax) = a®?N(x) és N(1) = N(1)2. HaN(1) = 0
lenne, akkor N(x) = N(1)N(x) = 0 lenne minden x € A esetén, ami
kizart. Igy N(1) = 1ést(1) = f(1,1) = N(2) — 2N(1) = 2, de ekkor
minden « € K esetén t(«) = 2a. Ezért aztan

X =t(t(x) —x) —t(x) + x = 2t(x) — 2t(x) + x = x.

t linearitasdbol kovetkezik, hogy az x — x mfivelet K-linedris, igy csak
azt kell megmutatnunk, hogy xy = yx. A (9) egyenl6ség és t definicidja
szerint

yx—xy = t(y)t(x) —t(x)y —t(y)x +xy + yx — t(xy)
= Hy)t(x) — f(x, y) — t(xy)
= f(Lx)f(Ly) - f(x,y) — f(1,xy).

Itt azonban az utolsé rész 0, amit a (3) egyenletbdl kapunk z = w = 1
helyettesitéssel. O

A fejezetet egy fontos apro észrevétellel zarjuk.

5.4. Lemma. Az A egységelemes kompozicidalgebra tetszileges x, y elemiere az
X, y és x elemekbol képzett asszocidtor nulla.

Bizonyitds. Az x elem ¥ = t(x) — x konjugéltjdra teljestil
% x,y] = [Hx) —x x,y] = H(x)[Lx,y] = [x,x,y] =0,

mivel (1x)y = 1(xy) és x’y = x(xy). Az asszociator-zardjel alternalasa
miatt ekkor az 6sszes asszociator értéke nulla. O
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6. Kvadratikus algebrak

A kvadratikus algebrak osztalydnak a jelentdsége mar kitlinhetett az ed-
digi fejezetekbdl is. Most részletesebben is megvizsgéljuk ezt az algebra-
osztalyt.

A fejezet sordn A mindig egy K test feletti, véges dimenzids, egysége-
lemes kvadratikus algebrat fog jelolni. Az eddig megszokottak szerint a
K testet azonositjuk az A algebra K1 részhalmazédval. Megkoveteljiik to-
vabb4, hogy K karakterisztikdja kiilonbozzék kett6tol.

6.1. Lemma. Definidljuk A aldbbi részhalmazit:
V={xeA\K|x*>cKIU{0}.

Ekkor V linedris altér A-ban és A = K @ V vektorterek direkt dsszege, azaz
minden x € A elemhez eqyértelmiien léteznek o« € K, u € 'V elemek, amelyre
X =+ u.

Bizonyitds. Tetsz6leges x € A \ K elemhez léteznek b, ¢ € K elemek, amely-
re x*> +bx+c = 0. Ekkor nyilvan x + b/2 # Kés (x +b/2)?> = —c+b*/4 €
K,azaz x + b/2 € V és x el6all egy K-beli és egy V-beli elem 0sszegeként.
Mivel KNV = {0}, igy A direkt felbontdsdhoz elegendé megmutatni,
hogy V linedris altér.

Az vilagos, hogy a € K esetén aV C V, hdtra van még V +V C
V. Rogzitsiink ehhez tetszbleges u, v V-beli elemeket. Ha ezek linedrisan
tiiggok, akkor sziikségszerfien egyik skaldrszorosa a masiknak, de akkor
az Osszegiik is skaldrszorosa ugyanannak az elemnek, tehat benne van V-
ben. Tegyiik ezért fel a tovabbiakra, hogy u és v linedrisan fliggetlenek.

Tudjuk, hogy A kvadratikus algebra, igy léteznek a,b,c,d € K skala-
rok, amelyekre (#+v)? = a(u+v) +bés (u—v)? = c(u—v) +d. Ezekb6l
uv + vu-t kétféleképpen kifejezve kapjuk, hogy

wo+ovu=au+av+b—u*—v>=—cu+co—d+u*+ 0>
vagyis a*u +b*v +c* = 0,ahola* =a+c, b* =a—-césc* =b+d—
2u? — 20? mind K-beli elemek.
Tegytik most fel, hogy a* # 0, ekkor b* # 0, mert u € K és ¢* # 0 mert
u és v linedrisan fiiggetlenek. Ezért a*u + b*v + ¢* = 0-t 4talakithatjuk
u = b**v + c** alakra, ahol b**c** # 0. Ebbdl az kdvetkezne, hogy
M2 _ 7)2 o (C**)Z

U= 2b**C** < K’

ami viszont a feltételeink szerint nem igaz. Igy tehat sziikségszertien a* =
0, amibdl kovetkezik b* = 0 is.
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Ezzel belattuk a + ¢ = a — ¢ = 0-t, ami azt jelenti, hogy a = ¢ = 0 és
(u+v)> =b € K. u+v € Kaztjelentené, hogy u + v + c* = 0 teljesiil
valamely c¢* € K elemre, azt azonban az el6z6 bekezdésben lattunk, hogy
nem lehetséges. gy tehatu +v € V. O

A tovéabbiakban gyakran fogunk hivatkozni az x = « + u felbontésra,
itt a-t és u-t az x elem valds illetve képzetes részének fogjuk nevezni. Beve-
zetjlik tovébba a kovetkezd jeloléseket: t(x) = 2a, N(x) = a®> — u?. Ekkor
t(x),N(x) € Kés

x* —t(x)x+ N(x) = (a +u)? —2a(ax+u) + o — u* = 0.
Ezeken kiviil u, v € V elemekre definidljuk az alabbi mtiveleteket:

u X v = uv képzetes része, (u,v) = —uw valos része.

Mivel a val6s és képzetes rész képzése K-linedris, ezért x bilinedris szor-
zasmiivelet és (., .) bels6 szorzat V-n. A fenti jel6léssel nyilvan

uo=—(u,v)+uxo.

6.2. Lemma. Ha A alterndlé kvadratikus algebra, akkor az imént definidlt mii-
veletek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsdgokkal.

(i) u X v antiszimmetrikus.

(i) (u,v) szimmetrikus.

(iii)) (uxwo,u)=0.

(iv) (uxv,w)=(u,vxw). (Invariancia.)

(v) (uxv)xv=(u0)v— (v,0)u (Gyenge kifejtési tétel.)

(i) (uxv,uxv)=(uu)(v,v)— (u,v)>%
Bizonyitds. Az uv +vu = (u+v)? — u?> — v> € K képzetes része u x v +
v X u = 0, ez bizonyitja (i)-t. A alternélo, igy (uv)u = u(ovu). Ezt kifejtve
kapjuk, hogy

—(uxov,u)— (u,0)u+ (uxov)xu=—(u,oxu)— (v,u)u+ux(vxu).

A x mivelet antiszimmetridja miatt (u X v) X 4 = u x (v X u) és a két
képzetes részre kapjuk, hogy (u,v)u = (v,u)u, ami mutatja (.,.) szim-
metridjat, azaz (ii)-t. A valos részek 8sszehasonlitdsabol

(uxo,u)=(uoxu)=—(uxov,u) = (ii).
(iv)-t megkapjuk (iii) # szerinti polarizéldsaval.

Hasznéljuk most az uv? = (uv)v azonossagot: egyrészt tudjuk, hogy

uv?> = —u(v,v), masrészt (uv)v = —(u,v)v — (u x v,v) + (u x v) x v.
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(u x v,v) = 0 miatt ezek Osszevetése (v)-t eredményezi. Végezetiil az
invariancia és a gyenge kifejtési tétel felhasznalasdval megkapjuk (vi)-t:

(uxv,uxv) = ((uxv)xXu,v)
= —((v,u)u— (u,u)v,v)
= (u,u)(v,v) — (v,u)? O

A fejezet f6 eredménye az 5.2 tétel megforditdsdnak is tekinthetd.

6.3. Tétel. Az A véges dimenzids alterndlé kvadratikus algebrdban N multipli-
kativ kvadratikus alak. Ha A nullaosztomentes, akkor N nem-elfajuld, azaz A
kompoziciéalgebra.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a feltételeknek eleget tevd A algebraban
N multiplikativ. Tudjuk, hogy x = a + u esetén N(x) = a® —u? = a® +

(u,u). Tovédbbé, ha y = 3 + v, akkor
xy=aff — (u,v)+av+ pu+uxo.

Eszerint

N(xy) = o?B*—2aB(u,v)+ (u,v)*+ o?(v,v) + B*(u, u)+
(uxv,uxv)+2aBf(u,v)+2a(v,u xv)+2B(u,u X v)
= B2+ o?(v,v) + B?(u,u) + (u,0)% + (u X v,u X v)
= a?f?+a®(v,v) + B*(u,u) + (u,u)(v,v)
= (o + (u,u)) (B + (v,0))
= N(x)N(y),

ahol a méasodik lépésben a 6.2 lemma (iii) pontjat, a harmadikban pedig a
(vi) pontjat hasznéltuk fel.
Az nyilvanvalé, hogy

f(x,y) = N(x+y) — N(x) — N(y) =2ap —uv — vu

belss szorzat A-n, azaz N kvardatikus alak.
Tegytik végiil fel, hogy A nullaosztémentes és tekintsiik az x = o +
u # 0 A-beli elemet. Ekkor o — u # 0, igy

f(x,%) = 2N(x) = (e +x)(a — x) # 0,

azaz f és N nem-elfajuléak. O

Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy A nullaosztémentessége
elegendd, de nem sziikséges feltétele annak, hogy N nem-elfajulo, azaz A
kompozicidalgebra legyen. Nullaosztot tartalmazé kompozicidalgebréra
példa az M, (K) matrixalgebra. (Ld. az 5.1 példat.)
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7. A Cayley-Dickson eljaras

Ebben a fejezetben K egy kett6tél kiilonboz6 karakterisztikdja testet, A
pedig K feletti véges dimenzids, egységelemes kompozicidalgebrat jelol
N nem-elfajulé multiplikativ normaval. Az N-hez tartoz6 bels6 szorzat
f(x,y) = N(x+vy) — N(x) — N(y) és az x € A elem nyoma a t(x) =
f(x,1) skalar. Ekkor x kielégiti az x> — t(x)x + N(x) = 0 egyenletet és
a konjugdlds x — X = t(x) — x miivelete antiautomorfizmus. Teljesiil to-
vabba N(x) = xx. (Ha A = K, akkor nyilvdn N(a) = o?, t(a) = 2a és a
konjugélas az identikus leképezés.)

A Cayley-Dickson eljaras néven ismert modszer segitségével A és egy
tetsz8leges o € K elem felhasznalasaval egy 1j K-algebrat konstruélha-
tunk. Definidljuk a B = A @© A vektortéren az aldbbi bilinearis szorzasm{i-
veletet:

(lll, az)(bl, bz) = (u1b1 — abyray, a1by + blaz).

Trividlis szamolassal adédik, hogy (1,0) egységelem B-ben és az a +—
(a,0) leképezés A bedgyazédsa B-be. Ilyen forman A-t és K-t B részalgebréa-
janak tekinthetjiik. Mivel pediga v = (0, 1) elemre v> = —a, az Gj algebrat
pedig B = A + vA alakba irhatjuk. Ez motivélja a kovetkez felismerést.
7.1. példa. Az R valds szamtestbdl az @ = 1 vélasztassal a Cayley-Dickson
eljaras a C komplex szdmtestet hozza létre.

Terjessziik most ki a konjugélds mtiveletét B-re az (a1, ap) = (a7, —ay)
definiciéval. Ekkor x = (a1, a;) € B esetén

tp(x) =x+x = (a1 +a1,0) =t(ay) €K,
Np(x) = xX = xx = (a1a1 + aayay,0) = N(ay) + aN(ay) € K

és x eleget tesz az
¥ —t(x)x+N(x) =2 — (x +X)x + 1% =0

K feletti masodfoku egyenletnek, azaz B kvadratikus algebra. Végezetiil
megmutatjuk, hogy a konjugélds B antiautomorfizmusa:

(b1, —by) (a7, —az) = (bya; — aazby, —biay —ajby)
= (a1by — abyay, —(aiby + biay))
= (a1,a2)(by,by).

A Cayley-Dickson eljarés tehat egy kvadratikus algebrat hoz létre. A ko-
vetkez§ 4llitds megmutatja, hogy mely esetekben lesz B kompozicital-
gebra.

7.1. Allitas. Tekintsiik az A kompoziciéalgebrdbdl és az o € K elembél a Cayley-
Dickson eljdrdssal megkonstrudlt B algebrit. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekviva-
lensek.
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(i) B kompoziciéalgebra.
(ii) B alterndld algebra.
(iii) A asszociativ algebra.

Bizonyitds. Els6ként azt latjuk be, hogy N nem-elfajul6é kvadratikus alak;
ebbdl az 5.2 és 6.3 tételek szerint kovetkezik (i) és (ii) ekvivalencidja. Mar
lattuk, hogy Ng(ai,a;) = N(aj) + aN(a;), amibdl adédik az

fe((a1,a2), (b1,b2)) = f(a1,b1) + af(az, by)

bels6 szorzat. Tegytik fel, hogy x = (a1, ay) € B elemre fp(x,y) = 0 telje-
siil minden y = (b, by) € B esetén, ez csak tgy lehetséges, ha f(a1,by) =
f(ap,by) = 0 4ll fenn minden by, b, € A-ra. Mivel azonban N nem-
elfajuld A-n, igy ez utébbi feltétel implikdlja a; = a; = 0-t és x = 0-t.
Ez pontosan azt jelenti, hogy Np nem-elfajul6 kvadratikus alak B-n.

Tekintsiik most az x = (a1, a3), y = (b, by) B-beli elemeket és az 5.4
lemma segitségével szamitsuk ki az x*y — x(xy) kiilonbséget.

x?’y = (a} —aayaz, aya; +aray) (b1, by)
= (a%bl — (X(aza_z)bl — OCbzﬂ_z(Cﬂ +€l—1),
(a1)%by — a(a2a3)by + by (a1 + a1)az),

x(xy) = (a1, az)(ar1by — abyaz, ajby + byay)
= (a?b1 — a1 (byay) — a(arby)a; — aby(ayaz),
(a1)?by + a1 (b1az) + (a1by)a; — aby(a@za,))
Mivel a1 + a7 és aya; skalarok, ezért abyaz (a1 + a7) = a((a1 +a7)by)az
és (axay)by = bi(ayay), és az els6 komponensek kiilonbségére

a1 (byay) — (ar1by)a; = —[ay, by, a3)

adodik. A méasodik komponensek kiilonbségénél hasonldan jarunk el, az
(ayay)by = by(azay) és bi(a + aq)ay = ((a1 + a1)by)a; egyenlSségeket
hasznélva kapjuk, hogy a kiilonbség

(a1b1)ax —a1(braz) = [a1, by, a2].
Tehat
[x/ X, y] - (_ [ull b2/ u_Z]/ [u_ll bll aZ])I
vagyis B akkor és csak akkor elégiti ki az 2y = x(xy) azonosségot, ha A

asszociativ. Ez bizonyitja (ii)==(iii)-t.
Mivel a konjugélas antiautomorfizmus, teljestil az

]
z,t(y) — y, t(x) — x|
y —x]

>< |

xyz] = —[z
= —[t
= [
= [z,y,%]

v
z)
z,
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azonosséag. Tegytik ezért fel, hogy A asszociativ, igy [x,x, y] = 0. Ekkor
[y, x,x] = [x,x,y] = 0 =0, azaz (yx)x = yx>. A 3.3 allitds szerint a két
azonossagbol kovetkezik, hogy B alterndl¢ algebra. O

7.2. Allitas. Az A kompoziciéalgebrdbol és az a € K elembdl a Cayley-Dickson
eljardssal megkonstrudlt B algebra akkor és csak akkor asszociativ, ha A kommu-
tativ és asszociativ.

Bizonyitds. A 7.1 allitas szerint ha B asszociativ, akkor A is asszociativ és
teljesiil

0=(0,1)(,0) - (b,0) — (0,1) - (a,0)(b,0) = (0, ba — ab),

vagyis A kommutativ is egyben. Ha pedig A kommutativ és asszociativ,
akkor egyszerfi kdozvetlen szamolds kiadja B asszociativitdsat. O

7.3. Allités. Az A kompozicidalgebrdbol és az « € K elembdl a Cayley-Dickson
eljardssal megkonstrudlt B algebra akkor és csak akkor kommutativ, ha A = K.

Bizonyitds. Ha A = K, akkor B asszociativ és ® = a minden « € K ese-
tén. Ebben az esetben a szorzasmfivelet definici6jadbol azonnal latszik B
kommutativitasa. Tegyiik fel most, hogy B kommutativ és asszociativ,
a 7.2 &llitas szerint ekkor A kommutativ. Az (a,0)(0,1) — (0,1)(a,0) =
(0,a — a) = 0 egyenléség mutatja, hogy a konjugalés identikus leképezés
A-nést(a) = 2a. Mivel char(K) # 2,1gy a = 3t(a) € K, vagyis A =K. O

Megjegyzés. A bizonyitdsbodl az deriil ki, hogy A = K akkor és csak akkor
teljestiil, ha a konjugdlas mtivelete az identikus leképezés A-n.

A fejezet hatralévd részében a Cayley-Dickson eljdrds ,,természetes el6-
fordulasarol” gy6z6dhetiink meg. Rogzitsiik ehhez a kovetkez6 fogalma-
kat: Legyen A a B kompozicidalgebra olyan részalgebréja, amely tartal-
mazza az 1 egységelemet és amelyen az f(x,y) = N(x+y) — N(x) —
N(y) bels6 szorzat nem-elfajuld. (Azaz minden x € A-ra létezik y € A,
hogy f(x,y) # 0.) Jelolie A+ az A f-re vonakozé

At ={y € B| f(x,y) = 0 minden x € A esetén }

ortogondlis kiegészitd alterét. A belsé szorzat bilinearitds miatt A+ K-linedris
altér. A bizonyitdsban felhasznaljuka B = K@ V direkt felbontast, eszerint
x=a+uésy =3+ v B-belielemekre y = 3 — v és

xy=aff — (u,v)+av+ Bu+uxo.
Az f és (.,.) bels6 szorzatok kapcsolata:

f(x,y) = N(x+y) - N(x) = N(y) = xy + yx = t(xy) = 2ap + 2(u, 0).
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7.4. Lemma. Minden v € AL elemre vA C AL

Bizonyitds. Két tetsz6leges vy +r,3+s € A elemre, 1 € A miattr,s €
A+ NV. Ez utébbibél kivetkezik, hogy f(r,v) = 2(r,v) = 0ésrv = r X v.
Hasonléan, sv = s X v és

fr+ro(B+s)) = fly+rBo)+vf(L,vxs)+f(roxs)
= —2(r,s X 0)
= —2(rxs,v)
- 0,
hiszen fv € A+, v xs e Vésrxs e A. O

7.5. Tétel. Legyen A a B kompozicidalgebra olyan részalgebrdja, amely tartal-
mazza az 1 eqységelemet és amelyen f nem-elfajuld. Ekkor barmely v € At elem
esetén v2 € Késa By = A + vA olyan részalgebrdja B-nek, amely izomorf az
A-bél és a« = —v?-b6l Cayley-Dockson eljdrdssal nyert algebrdhoz.

Bizonyitds. Mivel 1 € Aésv € AL, igy t(v) = f(1,0) = 0ésv € V, tehat
v? € K. Igaz tovabbd, hogy barmely a € A-ra

0= f(v,a) =va—+ av =va— av,

vagyis av = va. A 7.4 lemma szerint minden b € A esetén vb € A+, ezért
az el6z6hoz hasonldan

(vb)a = a(vb).
Ebbdl kiszdmithatjuk a kovetkezg kiilonbségeket:

(va)b —v(ba) = (Ea)b — (vb)a + (vb)a — v(ba)

NN AN N

(va)(vb) —v*(ba) = (va)(vb) — ((va)v)b+ (v(av))b — v(v(ba))
= —[va,v,b]+ (v(av))b —v((va)b)
= [v,av,b] + [v, av, ]
= (a+a)[v,v,Db]
= 0,

ahol felhasznéltuk a korabban bizonyitott azonossagokat és azt, hogy B
alternal6 algebra. Ezekbdl két Bi-beli elem szorzatéra

(a1 + vaz)(bl + ’sz) = mby + (vaz)bl + (vbz)a_l—l— (’Z)ﬂz)(vbg)
= mby — vz(bza_z) + Z)(blaz) + ’U(a_lbg)
= aijb; + abya; +v(aiby + biay).
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Ez pontosan azt jelenti, hogy B; olyan részalgebrdja B-nek, amely izomorf
az A-bol és « = —v?-bsl Cayley-Dockson eljdrassal nyert algebrahoz. O

8. Klasszikus algebrak

Ebben a fejezetben kompozici6algebrakat konstrudlunk a Cayley-Dickson
eljaras segitségével. A konstrukciokat — elegancidjuk és matematikai fon-
tossdguk miatt — klasszikus algebrdknak is nevezik.
8.1. példa. Legyen A = K és o« = —1 és jeldlje B a Cayley-Dickson eljaras-
sal nyert algebrat; B szorzdsmtivelete (a1, a2) (b1, b2) = (a1b1 +axby, a1by +
a2b1 ) .

Legyen C a K x K algebra, C-na szorzés (ay,az) o (b1, by) = (a1b1, a2b7).
Tekintsitka ¢ : B — C, ¢(a1,a2) = (a1 + ap, a1 — ay) leképezést. ¢ nyilvan
K-linedris, invertalhato és

@p(a1,a2) o p(by,by) = (a1 +az,a1 —ap)o (by+ by, by —by)
= (a1b1 + a1by + axby + azby,
a1by — a1by — axby + azby)

©((a1,a2)(b1,b2)) = @(aiby + axby, a1by + azbq)
= (a1b1 + a1by + axby + axbs,
a1by —arby — axby + axby),

azaz ¢ izomorpfizmus B és C kozott. A két algebra normdja Ng(ay,ap) =
a% — a% illetve N¢(a1,a2) = ajay a konjugalas mivelete pedig (a1,a2) =
(a1, —ay) illetve (a1, a;) = (ap, a1).

8.2. példa. Legyen most A = K x K és ismét « = —1. Ekkor B altaldnos
eleme (a1, ay, a3, a4) alakd, a szorzdsmivelet pedig

(a1,a2,a3,a4)(b1,ba,b3,bs) = ((a1,a2)(b1,ba)+ (b3, bs)(as, az),
(ap,a1) (b3, bs) + (b1, b2)(a3,a4))
= (a1b1 + aabs, azby + asby,

arbz + azby,a1by + ll4b2).
Azonnal ad6dik, hogy az
a a
(a1/a2/ as, 04) = ( a; a;l )

leképezés izomorfizmus B és az M, (K) matrixalgebra kozott.
8.3. példa. Legyen K =R, A = C és o = 1, a B elemei (a1 + ayi, a3 + a4i)
alakuak aq,4a5,a3,a4 € R szamokkal. Jeloljiik j-vel illetve k-val a (0, 1)
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illetve (0, 1) B-beli elemeket, ekkor 1 = (1,0), i = (i,0), j és k a B-nek R
feletti bazisat alkotjdk. A definiciéb6l konnyen leellenérizhetd, hogy

2= =K=-1, ij=—ji=k jk=—kj=1iki=—ik=j

teljestil, azaz B nem mads, mint a 2.5 példaban leirt kvaterniék ferdeteste.
Az eddigi példdk mindegyikében kommutativ A-bél indultunk ki, ami

associativ B-t eredményezett. A kovetkezd példdban nem-kommutativ A

felhasznaldsaval konstrudlunk egy nem-asszociativ alternal6 algebrat.

8.4. példa. Az oktdvok osztasalgebrdja. Legyen A = H és a kordbbitdl el-
téréen a szokdsos R-bazist jelolje {1,e1,e5,e3}, azazH = R + Reg + Rep +
Re3, valamint legyen o = 1. A Cayley-Dickson eljaras 4ltal eredményezett
algebrat jelolje O; ennek egy R-bazisat alkotjdk az

1= ( /O)/ e1 = (61/ 0)/ €y = (62/ O)/ €3 = (63/ 0)/
= (0,e2) )
elemek. Ezekre mindre teljesiil e; = —e;.

Mivel (a,0)> = 2% és (0,a)? = —aud, igye? = —1(i=1,...,7). A szor-
zat definicidja szerint O-ban (a,0)(b,0) = (ab,0), (a,0)(0,b) = (0,ab),
(0,a)(b,0) = (0,ba) és (0,a)(0,b) = (—ba,0), amibdl a kvaterniok tulaj-
donsagai miatt kovetkezik, hogy mindeni, j € {1,...,7} esetén eiej = +ey
valamely k € {1,...,7}-ra. A konjugdlas tulajdonsaga szerint

eiej = tex = eje; = (—ej)(—e;) =€ & = ejej = Tex = Fey.
Az alterndl¢6 tulajdonsag miatt
eiej = tep — ejex = :I:ej(eiej) = :Fej(eje,-) = +e;.

Mindzek figyelembevételével mar barmely e;e; szorzatot ki tudjuk szami-
tani az aldbbi felsoroldsbol:

€162 = €3, €561 = €4, €463 = €7, €766 = €1, €565 = €3, €266 = €4, €265 = €7.

A fenti egyenl6ségek a definiciobol kozvetlentil leellendrizheték. Mar lat-

tuk, hogy elz = —1,¢ej +eje; = 0 ése; = —e;, amibdl kovetkezik, hogy az

X = Xo + X161 + Xoep + X3e3 + Xg4e4 + X565 + Xg€6 + X7€7 elem konjugéltja
X = X9 — X161 — X2€2 — X363 — X4€4 — X565 — Xg€6 — X7€7

és a normadja

N(x):xf:x%+x%+x%+x§+xﬁ+x§+xg+x%.
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Ha most a és b nullatol kiillonbozé O-beli elemek, akkor N(a) és N(b)
szigorbéan pozitiv valds szamok, s igy N(ab) = N(a)N(b) és ab sem le-
het nulla. Ez azt jelenti, hogy O nullaosztémentes, és mivel R felett 8-
dimenzids, a 4.2 lemma szerint osztasalgebra.

Az utols6é példankban el6szor direkt médon lefrjuk egy oktavokhoz
hasonlé nem-asszociativ kompozicidalgebra konstrukciéjat, majd a 7.5 té-
tel segitségével megmutatjuk, hogy ez az algebra hogyan szdrmaztathat6
mas klasszikus algebrabol.

8.5. példa. A felhasadé oktdvalgebra. Legyen K egy tetszSleges test B
pedig egy 8-dimenzids K-vektortér. B elemeit olyan 2 x 2-es matrixokkal
fogjuk megjeleniteni, melyek f64tl6jdban skaldrok, a masik két poziciéban
pedig szdmhdarmasok 4llnak:

x u 3
(0/3)’ o, BeK, uvek’.

Két B-beli elem szorzata

o u\ (v x)_ ay+tu-y ax+ou-+vxy
v B y 6) \yo+py—uxx Bo+v-x ’
ahol ,,-” a kozonséges euklideszi belsé szorzatot, , x” pedig a szokdsos

vektoridlis szorzatot jeloli. A konjugélds miiveletét itt adjungdldsnak hiv-
juk, az altalanos elem adjungaltja

a u\? (B —u
v P \—v a )
(1) (1) ), és teljestil

a
(53)=(23)+(23) =wroer
N[® U\ [« w x u a_ K
(vﬁ)‘(vﬁ)o(vﬁ) —oapmuo ek

A norma eszerint nem-elfajulé kvadratikus alak; a multiplicitds megmuta-
tasaban felhaszndljuk, hogy u L (u x v), a vektoridlis szorzatra érvényes

A B-beli egységelem nyilvan (

(uxv) Xxw= (uw)v — (vw)u
kifejtési tételt és a vegyes szorzat (u X v)w = u(v X w) tulajdonséagat.

(ay + uy) (B + vx) — (ocx + 61 +v X y)(yo + By — u x x) =
By + (uy) (vx) — aB(xy) — y6(uo) — (0 X y)(u x x) =
(aB — u0) (v6 — xy) — (w0) (xy) + (uy) (0%) — (0 x y) (1 x x)
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A fenti azonossdgok szerint azonban

(xy)(uxx) = ((0xy)xux
— ((ow)y — (yu)o)x
— (uv)(xy) — (uy) (vx),

ami bizonyitja, hogy N multiplikativ norma és B kompoziciéalgebra. Az
algebra nevében a felhasado jelz6 arra utal, hogy B tartamaz nullaosztékat.
Valéban, az alternalé tulajdonsagot hasznalva konnyen meggondolhato6,
hogy egy B-beli elem pontosan akkor nullaoszt6, ha a norméja nulla.

Most megmutatjuk, hogy B hogyan nyerhet6 a Cayley-Dickson eljaras
segitségével. Az vilagos, hogy

(£8)- (o ")

az M (K) matrixalgebra bedgyazasa B-be, mds sz6val a fenti tipusu ele-
mek B-nek egy M (K)-val izomorf A részalgebrdjat alkotjadk. A normédhoz
tartoz6 belsd szorzatra teljestil

(oo "a™ ) (ono @0 )2:
t(( (c,g,o) (b'g'O) )O( (o,(1),0) (0’_01’0) ) > _

(==}

vagyis

Mivel )
_ 0 (0,—-1,0) _q
(0,1,0) 0 -

a 7.5 tételbdl ad6dik, hogy B-t elallithatjuk az M, (K) matrixalgebra és az
a = 1 skaldr felhaszndldsaval a Cayley-Dickson eljaras segitségével.

A fenti példa jol lathat6an tetszleges K test esetén miikodik. A fejezet
végén megmutatjuk, hogy a K = R esetben a B felhasad6 oktdvalgebra
az A = Hl, « = —1 valasztassal is megkonstudlhaté. Ehhez els6ként mu-
tatnunk kell egy H-hoz izomorf részalgebrat B-ben. Valéban, konnyen
lathato, hogy az

. . X0 (x 1, X2, X 3)
X0 + x11 + x2] + x3k — < (%1, %2, %3) Yo )
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leképezés H bedgyazdsa B-be. A fenti szamoldshoz hasonléan,

(e ™2™ ) (aon 5" )=
t<( (13, (xlliilxg) )O< (—1,00,0) Y )) -

T -0
X1

azaz

valamint

x=- ( (1,8,0) (1'8'0) )2: -1

Az el6z6hoz hasonléan a 7.5 tétel mutatja, hogy B valéban megkonstrudl-
hat6é H-bdl és « = —1-bo6l a Cayley-Dickson eljaréssal.

Az olvasoéra hagyjuk annak a meggondoldsat, hogy az A = C, o« =
—1 valasztassal a Cayley-Dickson eljaras egy M, (R)-rel izomorf algebrét
eredményez.

9. A valés klasszikus algebrak jellemzése

Ebben a fejezetben az R valo6s test feletti osztdsalgebrék algebrai jellemzé-
sét targyaljuk. Két klasszikus eredményt bizonyitunk be: Az egyik Frobe-
nius tétele az R feletti ferdetestekrdl, a masik pedig Hurwitz tétele az R
teletti nullaosztomentes kompozicidalgebrakrol.

9.1. Tétel. Az R feletti véges dimenzids B algebrira a kovetkezbk ekvivalensek.

(i) B alterndld osztdsalgebra.
(ii) B nullaosztomentes kompozicidalgebra.

(iii) B izomorf az aldbbi R-algebrdk valamelyikéhez: R valds test, C komplex
szdmtest, H kvaternick ferdeteste, O oktdvok osztdsalgebrdja.

Bizonyitds. Az (iii) pontban felsorolt algebrdk konstrukci6jabol vilagosan
kideriil, hogy mindegyikiik alterndl6é osztasalgebra, azaz (iii)=(i). A 6.3
tétel szerint (i)=-(ii). Azt kell tehdt megmutatnunk, hogy (ii)=-(iii), rogzit-
stik ezért a B nullaosztémentes kompozicidalgebrat. Legyen f a B norma-
jahoz tartozé belsd szorzat és jelolje X+ az X C B halmaz f-re vonatkozé
ortogondlis kiegészité alterét. Konnyen lathato, hogy barmely 0 # v € R+
elemre v2 € R és v> < 0. Ha ugyanis v> = ¢ > 0 &llna fenn, akkor
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(v —/c)(v+ +/c) = 0, azaz B nullaosztomentessége miatt v = +,/c € R
teljesiilne, ami nem lehetséges.

Ha dim(B) = 1, akkor nyilvdan B = R1 = R és (iii) teljesiil. Ha
dim(B) > 1, akkor A; = R valodi részalgebra és A{- # 0. Ekkor va-
laszthatunk egy v1 € A{ elemet, amelyre v7 = —1, és amelyre a 7.5 tétel
szerint az A, = Aj + v1A; olyan részalgebrdja B-nek, amely izomorf az
R-b6l és @« = 1-bdl Cayley-Dickson eljardssal nyert algebrdhoz, vagyis
Ay = C.

Ha dim(B) = 2, akkor B = A, = C és (iii) teljestil. Ha dim(B) > 2,
akkor vélasszunk egy vy € Ay gy, hogy v3 = —1 és tekintsiik az A3 =
Ay 4 vy A alteret. A 7.5 tétel szerint ez olyan részalgebra B-ben, amely
izomorf a C-b8l o = 1 valasztdssal konstrudlt algebrahoz, azaz H-hoz.

Ha dim(B) = 4, akkor B = A3 = H és (iii) teljestil. Ha dim(B) > 4,
akkor a fentiekhez hasonléan vélasztunk egy v3 € As elemet, amelyre
v% = —1, és kapjuk az O-val izomorf Ay = A3 + v3A3 részalgebrat. Ha
dim(B) = 8, akkor B =2 O és (iii) ad6dik. Megmutatjuk, hogy dim(B) > 8
nem lehetséges.

A dim(B) > 8 esetben ugyanis az el6bbi eljarast folytatva tudndnk
egy va € Aj elemet valasztani, amelyre v = —1 és a 7.5 tétel szerint
az As = Ay + v4Ay részalgebra izomorf lenne az O-bdl és ¢ = 1-bdl
a Cayley-Dickson eljarassal megalkotott 16-dimenziés algebrahoz. Mi-
vel viszont a feltevés szerint B alternald, az As részalgebra is alterndlo,
és a 7.1 allitasbol adéddan O asszociativ, ami nyilvdnval6 ellentmondas.
Tehédt dim(B) < 8 és minden esetben B izomorf a (iii) pontban felsorolt

R-algebrak valamelyikéhez. O

A fejezet elején emlitett két klasszikus tétel az el6z6 kdvetkezménye.

9.2. Kovetkezmény (Frobenius tétele). A valds szdmtest feletti véges dimen-
zids ferdetestek a kovetkezok egyikével izomorfak: R, C vagy H.

9.3. Kovetkezmény (Hurwitz tétele). A valds szdmtest feletti véges dimen-

zids, nullaosztémentes kompozicidalgebrdk a kovetkezdk egyikével izomorfak: R,
C, Hovagy Q.
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