Feladatsor az Algebrai geometria c. tantargyhoz

Szamolos feladatok

1. Adott a " gorbe (z(t),y(t)) = (t*+13,t>+t*) paraméterezése. Keressiink
egy legfeljebb negyedfokt f(X,Y’) polinomot, melyre minden ¢ esetén teljesiil
f(z(t),y(t)) = 0. |[Utmutaté: Vegyiik észre, hogy y = tx.| Igaz-e, hogy
minden olyan (x,y) esetén, melyre f(z,y) = 0, létezik t, hogy =z = x(t),
y = y(t) teljesiil?

2. Mutassa meg, hogy létezik olyan I' : f(X,Y) = 0 kobos gorbe, melynek
eqy kivétellel minden pontja elsall az (z(t),y(t)) = (1 + t%,t + t3) paraméte-
rezésben.

3. Mutassa meg, hogy v =i — 1 gydke az f(X) = X +2X34+3X?+2X +2
polinomnak. Keressen még egy komplex gyokot, majd faktorizalja teljesen a
f(X)-et.

4. Adjon meg egy olyan affin transzformaciot, amely az f(X,Y) = X3 +
Y3+3XY polinomot a g(X,Y) = X3+Y3—-3X?-3Y?+3XY +1 polinomba
viszi.

5. Adjuk meg az X3 —6X%Y +11XY?2 —6Y?3 + 1 = 0 gorbe végtelen tavoli
pontjait.

6. A rezultans segitségével keressiik meg a alabbi paraméterezésben meg-
adott gorbék f(X,Y") polinomjat:

(a) x(t) =t*, y(t) =t + 2
(b) z(t) =12+ 13, y(t) =t
(c) 2(t) = 12, y(t) = 1t

[Utmutatas: Tekintsiik az f(X,Y,t) = X — 2(t), g(X,Y,t) =Y — y(t) poli-
nomokat és a rezultans segitségével kiiszoboljiik ki a ¢ ismeretlent. |

7. Adjuk meg azt a negyedfoktu f(X) polinomot, amelynek a gyokei ponto-
san az X?+Y?2=1ésaz Y?—2XY — X? = (0 gorbék metszéspontjainak az
abszcisszai.

8. Adjuk meg a 25X7 — X7 — X2 = ( gorbének a P(1,7,1) és Py(1,—1,7)
pontokat 0sszekots egyenessel vett metszéspontjait.
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9. Adjuk meg az alabbi gorbék szingularis pontjait.
(a) XZ2-Y3+ XY?=0.

(b) (X+Y +2)-2TXYZ = 0.

(c) X?Y? 436X 23 +24Y Z3 +108Z% = 0.

10. Adjuk meg az aldbbi gorbék szingularis pontjait a komplex porjektiv
sikon:

(a) X?+ Y3 =3XY (Descartes-féle levél),

(b) (X2 +Y?)(X —1)? = X? (Nikomédész-féle konhoisz),
(c) (X?+Y?)3 =4X?Y? (Négyleveli lohere).

Rajzoljuk le ezeket a gorbéket a valos projektiv sikon.

11. Adjuk meg az alabbi gorbék szingularis pontjait és a szingularis pon-
tokban az érintGket:

(a) Y2 —Y?+ X3 — X2 +3XY? +3X?%Y +2XY =0,
(b) X*4+Y* - X2y2 =0,

() X34+Y?-3X2-3Y24+3XY +1=0,

(d) Y2+ (X% —5)(4X* —20X2 +25) = 0.

12. Vizsgaljuk meg az

X2V — XPY2 —2XYSZ + X°Z2 + YPZ? — X3Y 73
+2aX2Y2Z3 — XY3Z% =0

(o € C) gorbe szingularitasait az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1) pontokban.

13. A k mely értékeire lesz az X3+Y3+Z3+k(X+Y +2Z)? = 0 gorbének egy
vagy annal tobb szingularis pontja? Hatérozzuk meg a szingulédris pontokat
a k ezen értékeire.

14. Adjuk meg az alabbi gérbeparok metszéspontjait.

(a) X(Y2—-XZ)-Y5=0¢Y'+Y3Z — X2Y? =0.



(b) X3 — Y3 —2XYZ =06s 2X% —4X2Y —3XY2— Y3 —2X2Z = .
(€) X4 4Y44 Y222 =06s X4+ Y4 —2Y3Z —2X2YZ - XY2Z+ Y272 = 0.
15. Definidljuk a I': F(X,Y,Z) = (X2 4+ Y?2)? +3X2YZ - Y3Z = 0 and

A:GX,)Y,Z) =X +Y*-2Y37Z - 2X?Y 7 — XY?Z +Y?Z% = 0 gorbéket.
Hatarozzuk meg a metszéspontokat a metszési multiplicitasokkal egyiitt.

Bizonyités feladatok

16. Legyen P(xy,x0,13) az I' 1 X{ + X3 + X3 = 0 gorbe egy tetszéleges
pontja. Mutassuk meg, hogy P egyszerii, és a I' irreducibilis. Adjuk meg a
[' P pontba hiizott érintGjének egyenletét.

17.  Legyen F(Xi, Xs, X3) egy masodfokd homogén polinom. Mutassuk
meg, hogy ekkor F' felirhato

11 Aaiz2 A3 X
F(X) = (X1,X5,X3) [ an1 az as X
az1 asz2 ass X3

alakban, ahol a;; = a;;. Tovabba az F'(X) = 0 gorbének akkor és csak akkor
van szingularis pontja, ha det(a;;) = 0.

18. Legyen By, By és Bs az
CLHX12 + CL22X22 + CI,33X§ + 2@12X1X2 + 2(113X1X3 + 2@23X2X3 =0

irreducibilis kipszelet harom kiilonbozé pontja. KEgy linearis transzorma-
cioval a By, By, B3 pontok elviheték az FE;, E,, E5; pontokba. Ekkor a
kuapszelet képének az egyenlete c3 X7 X + 0 X1 X3 + 1 X5 X3 = 0 lesz, ahol
cicacs # 0. Ezt az o) = z;/¢; (azaz x — X') linearis transzformacio az
X1 Xo + X7 X3+ XoX3 = 0 egyenletii kuipszeletbe viszi. Tehat barmely irre-
ducibilis kipszelet atvihetd barmely masikba egy linearis transzfomacioval,
és ez a transzformacio egyértelmtien meghatarozott.

19. Legyen f(Y) =aoY™ +a, Y™ 1+ ... és g(Y) =Y —b. Mutassuk meg,
hogy ekkor Ry, = £f(b).

20. Legyen F(Xi, X5, X3) = 0 és G(X1, X, X3) = 0 két, egymést csak
véges sok pontban metsz§ gorbe. Mutassuk meg, hogy ekkor az Rp (X1, X»)



rezultans csak akkor lehet azonosan nulla, ha mindkét gorbe tartalmazza az
E3(0,0,1) pontot.

21. Mutassuk meg, hogy
XY’ +YZP+ ZX*+ XY + Y Z+ Z°X + kXY Z =0
csak a k = 2,3 vagy —6 esetekben szinguléris.

22. Mutassuk meg, hogy minden n > 0 értékhez létezik n-edfokd nem-
szingularis gorbe.

23. Legyen x = (x1,...,2,) € C", F(Xy,...,X,) € C[Xy,....X,], A
pedig egy n X n-es métrix, det(A) # 0. Legyen tovabba F'(X) = F(AX).
Ekkor teljesiil

OF'(x) OF (Ax)
0X;, ...0X, 2 T 0X;, ... 0X,,
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24. Mutassa meg, hogy a I' : F(X,Y,Z) = XYZ + (Y + Z)3 gorbének
pontosan harom inflexios pontja van, és ezek mindegyike illeszkedik az X +
3Y + 37 = 0 egyenesre.

25. Mutassa meg, hogy hogya': F(X,Y, Z) = X34Y3-XY(X+Y+2) =
0 kobos gorbének egyetlen szingularis pontja van, és ebbe két érinté huzhato.
Mutassa meg, hogy I'-nak pontosan harom inflexiés pontja van, és ezek egy
egyenesen helyezkednek el. [Utmutatés: Paraméterezze I'-t.|



