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Tartalomjegyzék

@ Ismétlés



i
Algebrai gorbe a koordinata sikon

@ A komplex koordinata sik pontjai az (x, y) szamparok, ahol x,y € C.

@ Legyen f(X, Y) kétvaltozos n-edfoku polinom, melynek egyiitthatoi
komplex szamok:

I+j<n
fX.Y) =) aiX'V' (a;€0).
ij>0

@ Az f(X,Y) zérushelyeinek
Vi = {(x,y) € C* | f(x,y) = 0)

halmazat az f(X, Y) polinom altal meghatarozott algebrai gorbének
nevezzik.

@ A gorbe foka alatt a megfeleld polinom (totalis) fokat értjiik.
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A masodfoku (=masodrendtl) gorbék

@ A kétismeretlenes masodfoku polinom altalanos alakja:

f(X, Y) = a20X2 + a; XY + a02Y2 +a0X + ap1Y + ano
- - - - - - N\ 7
kvadratikus (négyzetes) rész linearis rész konstans tag

@ Ahhoz, hogy valoban masodfoku legyen, feltételezziik, hogy asg, a1, ag>
valamelyike nem nulla.
Példak:
x> Y?
— — 1 = 0. (Specidlis eset a kor: X> + Y> — 1 =0.)
a?  b?

x> y?
@ Hiperbola: P 1 =0.
@ Parabola: X* — 2pY = 0.
Példak elfajul6 masodrendd gorbékre:

@ )X =0.D)XY=0.0)X>-Y>=0.d)X*+Y?>=0.

@ Ellipszis:
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Koordinata transzformaciok

@ A koordinata sik P(x,y) +— P’(x’,y") alaku transzformacidit, ahol

X' =anx+apy+ b

{ Y = ag1x +axny + b
€s aij1ar — apary # 0, affin transzformacioknak nevezziik.
al anp
ay an
@ A (b1, by) vektort az affin transzformacio eltolasvektoranak nevezziik.

o Az ( ) matrixot az affin transzformacidé matrixanak nevezzik.

Tétel

Az affin transzformaciok csoportot alkotnak, azaz affin transzformacio
inverze, és affin transzformaciok szorzata is affin transzformacio. Az identikus
leképezés matrixa az egységmatrix, eltolasvektora pedig a nullvektor.
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A masodrenda gorbék osztalyozasa

TetszOleges masodrendll gorbe egyenlete egy forgatas €s egy eltolas
alkalmazdsaval X* + aY> + 8 = 0 alakra vagy X + yY = 0 alakra hozhaté.

Tetszoleges masodrendll gorbe az alabbi alakzatok egyikébe viheto:
Q@ (Nemelfajul6 masodrendl gorbék) a, 5,y # 0.

o Ellipszis, parabola, hiperbola.
o Képzetes hiperbola: X* + Y? + 1 = 0.

© (Elfajul6 masodrendi gorbék) aBy = 0.
o Egyetlen egyenes ,kétszer szdamolva”: X* = 0.
o Két metszb egyenes unidja: X* — Y = 0.
o Két parhuzamos egyenes uniéja: X> — 1 = 0.
o Két metszd képzetes egyenes unidja: X> + ¥? = 0.
o Két parhuzamos képzetes egyenes uniéja: X> + 1 = 0.
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© Harmadrendii gorbék



Reducibilis harmadfoka gorbék

AT : f(X,Y) = 0 algebrai gorbét reducibilisnek nevezziik, ha f felbomlik
alacsonyabb foku polinomok szorzatara. Ellenkez0 esetben irreducibilis

g0rbérol beszéliink.

@ Haf = gh, akkor Vy = V, U V),

@ Az f(X,Y) harmadfoku polinom
e vagy irreducibilis,
e vagy egy elsofoku és egy irreducibilis masodfoku,
e vagy pedig harom els6foku polinom szorzata.

@ Ennek megfeleloen, a I harmadfoku algebrai gorbe
e vagy irreducibilis,
@ vagy egy egyenes €s egy kupszelet unigja,
e vagy pedig harom (nem feltétlen kiilonb6z0) egyenes unidja.
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Irreducibilis harmadfoku gorbék

A harmadfoku gorbe altalanos egyenlete:

Cl30X3 + Cl21X2Y + a12XY2 + dp3 Y3 +a20X2+a11XY+a02Y2+a10X+a01 Y+agg = 0)

-~

A tovabbiakban olyan irreducibilis harmadrendtd gorbékkel foglalkozunk,
melyek egyenlete

Y = u(X) vagy Y? = u(X)

alakban irhato, ahol u(X) komplex egyiitthatés harmadfoka polinom.

/ e

A késobbiekben latni fogjuk, hogy ezzel lényegében minden esetet
kimeritiink.
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Harmadtfoku polinom grafikonja

Y=fX)=aX3+bX* +cX+d  f'(X)=3aX>+2bX +c
£(X) = 6aX + 2b
£"(X) = 6a # 0.

o Inflexids pont: x = =2,y = f(—2).

@ Eltoldssal Y = aX° + ¢X alakra hozhato.

. x @ Csakugyan, a grafikon akkor €s csak
akkor megy at O-n, ha d = 0.

@ Tovabba, akkor és csak akkor inflexios
pont O, ha b = 0.
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Harmadtoku polinom grafikonja (folyt.)

A harmadrendi polinom grafikonja affin transzformdaciéval ¥ = X° alakra
hozhato.

Bizonyités. Feltehetjiik, hogy a grafikon egyenlete ¥ = aX> + c¢X alakd, a # 0.
Alkalmazzuk az

4)(’ ::_)( _)( —_ )(7
Y =-X+1y Y =cX' +aY’

affin transzformaciot:

X +aY =YV =aX’+X=aX'V+cX =Y =X)’. O
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I PSRN trmcenc v st
Y? = u(X) alakd harmadrend( gorbék 1.

A tovabbiakban olyan I harmadrendt gorbéket vizsgalunk, melyek egyenlete
Y? = u(X)

alaku, ahol
u(X) = y(X — a)X — a2)(X — a3)
komplex egyiitthatos harmadfoku polinom.

1. eset: Tegyiik fel, hogy a1 = a» = a3 = « €s tekintsiik az

{X’:X—a, {X:X’+a,

r 1 ’
Y_\_WY’ Y:WY

affin transzformdaciot. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy
Y =Y =yX - o)’ = y(X')’.
v-val egyszerusitve
Y =X’
adodik I' egyenletére.
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Y? = u(X) alakd harmadrendd gorbék I1.

2. eset: Legyen most
Y2 =y(X — a)X — a2)(X - a3)

ahol a1 # a». Alkalmazzuk az
{ X' = azlcan ~ o { X = (a2 —apX' + ay,

affin transzformaciét. Ekkor Y2 = y(as — a1)>(Y’)? és

uX) =y X —a)X - a2)X — a3)
=y (a2 :gl)X:][le - a’l)){;"‘ a) — az](@2 - al){':r a) — @3]
X—-aj X—ay X-a3

=y(@-a)’ XX - DX - o),

amibdl y(ay — @;)-al leosztva adédik

Y)Y =X' (X' - DX - o).
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Y? = u(X) alakd harmadrendd gorbék I1I.

Ezzel belattuk:

Legyen u(X) komplex egyiitthatés harmadfoku polinom. Ekkor az Y? = u(X)
gorbe affin transzformacioval
y2 = x3
vagy
Y?=XX-1)(X-¢) (c € C)

alakra hozhato.
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Egyenlettel adott gorbéhez huzott €rintd

fX,Y)=0 \
Az érintd a szeld hatarhelyzete. \ (x,y)

Definicio

Legyen P(a,b) az f(X, Y) = 0 gorbe pontja és tegyliik fel, hogy
(fv(a, b),fy(a, b)) # (0,0). A gbrbe P(a, b)-beli érintdjének egyenlete:

fr(a,b)(X — a) + fy(a, b)(Y — b) = 0.

Megjegyzés. A fenti egyenlet nyilvan egy P-n dtmend egyenes.
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Harmadrend gorbék Harmadrendi gorbék simasaga

Sima pont, szingularis pont

Az f(X,Y) = 0 gorbe P(a, b) pontjat sima pontnak nevezziik, ha (a, b)-ben
nem tlnnek el a parcialis derivaltak egyszerre, azaz ha

(fx(a, b).fy(a, b)) # (0,0).

Ellenkez0 esetben P(a, b)-t a gorbe szingularis pontjanak nevezziik.

Megjegyzés.
@ A gorbe sima pontjai pontosan azok, ahova egyértelmu €rintot tudunk
huzna.
@ Algebrai gorbéknél az €rintdot nem a hatarérték, hanem a polinom
tobbszoros gyokének fogalmaval épitjiik fel.
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Harmadrend gorbék Harmadrend( gorbék simasdga

Cstcsszer (cuspidalis) szingularitdssal: Y? = X°

/ @ Ezen gorbe 90°-os elforgatottjaval
, mar taldlkozhattunk, ez az f(x) = x3

/ fliggvény grafikonja.
o @ Az orig6tdl kiilonb6zo pontokban a
o . P gorbe sima.
,’/ @ Az origéban a két ,,agnak” kozos

, ,,erintdje” van.
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Szingularis pont nélkiil: Y? = X° — X

y=x
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Ennél a gorbénél az f(x) = + Vx> — x

fuggvény” grafikonjat kell
vizsgalnunk.

Az 4brén feltiintettiik az y = x° — x

grafikont is.

Erdekes médon a gorbe a (—1,0),
(0,0) és (1, 0) pontokban ,,kistmul”
azaz tudunk hozz4 érintot huzni.

A gorbe két 0sszefiiggdségi
komponensbdl all.

b
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Izolalt ponttal: Y = X3 — X?

y | @ Az el6z0hoz hasonloan, az
! y = x> — x* segédgraftikon
, felhasznalasaval tudjuk megadni a

/ gorbénk alakjat.

\

/ @ A goOrbe két 0sszefliggoségi

g komponensbol all, melyek koziil az
0 AR egyik egyetlen pont.

// \ @ Az ilyen pontokat a gorbe 1zolalt

/ pontjainak nevezziik.

! @ Izolalt pontba természetesen nem
tudunk €rintdt huzni.
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Kozonséges szingularitdssal: Y2 = X° + X

@ A gorbét a szokasos modon, az

y = x> + x* grafikon felhasznaldsdval

rajzoljuk meg.

@ Azt latjuk, hogy a gorbe az origdban
atmetszi magat.

@ Az orig6tdl kiilonb6zo pontokban a
gOrbe sima.

@ Az origdban a gorbe két ,,sima aga”
metszi egymast.

o Itt tobbféle értelemben beszélhetiink
érintd egyenesrol, ehhez azonban
elobb az érintd fogalmat kell majd
tisztaznunk.
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Parametrization

Parametrization of (algebraic) curves

The rational functions u(7), v(7) are said to parametrize the curve f(X, Y) = 0 1f

J (), v(1)) =0

holds formally.

@ Notice that a parametrization sets up a correspondence between C and
the set of points of the curve. (Be careful with the domains!)

@ Any line can be parametrized with linear functions x = uyt + u»,

y =Vl + vo.
@ The graph of the polynomial f(X) has the parametrization x = 7,y = f (7).
@ CAUTION! A curve can have infinitely many parametrizations!

@ Not all algebraic curves have rational parametrization. (Most of them
doesn’t...)

@ In case of emergency: We allow u(t), v(¢) to be (formal) power series.
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Examples

The Boomerang Curve Y(X* + Y?) - X* - Y* =0

L t(1 + %) 1+17
@ Parametrization: X = : y = :
1+ 4 1+

Ay

N /
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Examples

The Eight Curve Y — X*> + X* =0

@ Parametrization: X = sinft, y = costsint.
/ N R \
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Examples

Lemniscate of Bernoulli (X? + Y?)? - 2(X?>-Y?) =0

o V2 cost V2 costsint
@ Parametrization: X=— : y=— :
sin“t+1 sin“t+ 1
/\y
N R
> X
/ \ e
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Examples

The Three-Leaved Clover Curve (X? + Y?)? — X> +3XY? =0

@ Parametrization: x = cos(3¢) cost, y = cos(31) sin .

Ay

A

/
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Példak magasabb foku algebrai gérbékre

Astroid (1 — X% — Y?)? - 27X?Y? =0

@ Parametrization: x = sin’ t,

Examples

y = cos° 1.

.

— X
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Példak magasabb foku algebrai gorbékre Examples

The Trott Curve

e Equation: 144(X* + Y*) — 225(X? + Y?) + 350X%Y? + 81 = 0.

@ In order to find its parametrization, let us first find a parametrization of
the hyperbola 144(X? + Y?) — 225(X + Y) + 350XY + 81 = 0.

@ Count the double tangents!

AY

N

d N,
N V/

29/29



	Ismétlés
	Algebrai görbék
	Affin transzformációk
	Másodrendű görbék

	Harmadrendű görbék
	Harmadrendű görbék egyenlete
	Harmadrendű görbék simasága

	Példák magasabb fokú algebrai görbékre
	Parametrization
	Examples


