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Algoritmusok az altaldnos iskoldban: geometria €s a négy alapmivelet

Mi az, hogy algoritmus?

Definici0 (Perplexity Al)

Az algoritmus olyan, pontosan meghatarozott 1épésekbdl 4ll6 utasitassorozat,
amely egy adott probléma megoldasara vagy feladat elvégzésére szolgal. Ezek
a 1épések mindig meghatarozott sorrendben kovetik egymast, €s
végrehajtasuk eredményeként eljutunk a kivant célhoz vagy eredményhez.

Az algoritmusok jellemzoi:
© Vilagosak: minden 1épés egyértelmiien meghatéarozott.
@ Végesek: véges szamu 1€pésbdl allnak.

@ Altalanosak: barmilyen, j6l definialt probléma megoldasara
alkalmazhatok, legyen az matematikai, informatikai vagy akar
hétkoznapi feladat (pl. recept, utvonaltervezés, mosogatas)
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Algoritmusok az altaldnos iskoldban: geometria €s a négy alapmivelet

Geometria: szerkesztés korzovel és vonalzoval

Szakaszfelezd merdleges
Haromszog koriilirt kore
Szabalyos n-sz0g szerkesztése

Szogtelezés

Szogharmadolas

Gondoljuk meg:
@ Vildgosak??
@ Végesek??

o Altaldnosak??

Megjegyzés. A gyakorlati alkalmazas teljesen mas sztori...
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Algoritmusok az dltaldnos iskoldban: geometria €s a négy alapmiivelet

A modern szamfogalom

A geometria sokezer éves:

A modern szamfogalom par szaz éves:
@ Természetes és pozitiv raciondlis szamok: OK
@ Hindu-arab szamok, miveletek: 9-12. szazad
@ Pozitiv valés szamok: 16-17. szazad
@ Negativ szamok: 17-18. szazad
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Algoritmusok az altaldnos iskoldban: geometria €s a négy alapmivelet

A négy alapmiuvelet

@ A szamabrazolas

Q@ tizes szamrendszerben;
© 2-es szamrendszerben:;
© tetszlleges b alapu szamrendszerben.

@ A miveletek

e Osszeadas, kivonas, szorzas;
e osztas egyjegylivel vagy tobbjegytvel;
e maradékos osztds vagy "adott tizedesjegyig".

@ A lépésszam a szamok '""hosszatol' fiigg, és nem az értékétol.

@ A lépésekhez tudni kell a "'szorzoétablat''.
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Egyenletek megoldasa

Gyokvonas

Példa: x = 10.

V2 ¢ Q.

1 = 1.000000000000

11
y » . , — = 5.500000000000
Négyzetgyokvonas algoritmus 2
161
Input: x > 0 valés szam. Output: +/x g = 059090909050909
oo Ly 2/ / 1
kozelito értéke. ﬁ% — 3.196005081874647
Kezdo 1épés: Legyen a; = 1. 4057691201
Kelloen sok n-re szamitsuk Ki: 1283082416
X 32927862745156792961
= 3.162277665175675
ay + o 10412704459122043232
n
An+1 = 5

v

2168488286494085478154297235187389205761
685736206471705483022831680917430579904
9404682897324109867339266161971499919795589735946282484695091319935635682081281
2974021862717566063678537736800334893153399079932808268023879323258128415253888

= 3.16227766016838,

= 3.16227766016838
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Megoldoképletek

@ Masodfoku egyenlet megoldoképlete:

b+ Vb2 —4dac
2a

e Harmadfokd X° + pX + g = 0 egyenlet megoldéképlete:

e Scipione del Ferro (1465-1526)
e Niccolo Tartaglia (1499-1557)
e Girolamo Cardano (1501-1576)

N AR RN S BN ER

@ Negyedfoku: Lodovico Ferrari dolgozta ki a 16. szdzadban

Abel-Rufhini-tétel (19. szazad eleje)

Az 6tdd- €s magasabb foku egyenletnek nincs megoldoképlete.
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Egyenletek megoldasa

Ko6zelitd megoldasok

@ Newton-modszer, gyorsan konvergal!
@ A pontatlansdg matematikai kezelése komoly kihivés

@ A pontatlan szdmolds gyakorlati alkalmazasa fontos!!
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Nagy szamok

e Hany masodperces a vilag?

13,8 milliard év X 356 nap X 24 6ra x 60 perc X 60 masodperc
13.8 - 10” - 365 - 24 - 60 - 60

= 435197 -10"
239

&

@ A leggyorsabb szuperszamitogép (El Capitan) masodpercenként
2746 exaFLOPS = 2.764 - 10'% ~ 2°!

muveletet tud elvégezni.

e Az univerzum atomjainak becsiilt szdma 100 ~ 2205
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Algoritmusok primszamokkal

A primtényez0s felbontas

Az RSA titkosirasi eljaras biztonsidga az alabbi probléman nyugszik:

A feladat

@ Input: 10-es szamrendszerben n jeggyel leirhato pozitiv egész N szam

o Output: n = p" - pJ” --- p;"* primtényezds felbontds

A nyersero (brute-force) algoritmus:
o Keressiik N osztéit 3-t6] VN-ig prébalgatassal.

@ Rossz esetben a 1€pésszam kb.
1
_ \/N ~ 21.6671
> :

@ Reménytelen, ha a szimjegyek n szama tobb ezer.

e Triikkok szazaival jelenleg kb. n = 70 szdmjegyli szamokat tudunk
hat€konyan szorzatra bontani.

14/19



Algoritmusok primszamokkal

Primtesztelés

Az RSA gyakorlati megvalodsitasa szempontjabdl fontosak a nagy
primszamok:

Feladat

Input: 10-es szamrendszerben n jeggyel leirhat6 pozitiv egész N szam

Output: Igaz-e, hogy N primszam.

FIGYELEM! Nem feladat N-et tényezOkre bontani.
Nehezebb, mint a primtényezos felbontas.
Pontosabban: visszavezetheto a primtényez0s felbontasra.

A nyerserd-algoritmus 1épésszama kb. 2!:%0; nem hasznalhat6 nagy n-re.

Miller—Rabin-teszt (1980) NEM VILAGOS (probabilisztikus)
algoritmus.

Agrawal-Kayal-Saxena (AKS) teszt (2002) 1épésszdma kb. n'?.
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Algoritmusok primszamokkal

Tanuk keresése

Kis Fermat-tétel (nem nagyon nehéz)

Ha p prim, akkor minden a pozitiv egészre ¢’ — a oszthato p-el.

Pl.3°—-3=243-3 =240 =5 -48.

A tanu fogalma

Adott a N pozitiv egész. Azt mondjuk, hogy az a szam tanuskodik N
Osszetettségére, ha a”¥ — a nem oszthaté N-el.

Pl. 2° — 2 = 62 nem oszthaté 6-al. Az a = 2 tantsitja, hogy N = 6 Osszetett
szam (nem prim).

Carmichael-szamok ("alprimek")

Azt az N 0sszetett szamot nevezziik Carmichael-szamnak, aminek nincs
tanugja.

@ A legkisebb Carmichael-szam az 561 =3 -11-17.

@ Nem tudjuk, hogy végtelen sok van-e beldliik. 16)19



Algoritmusok primszamokkal

Probabilisztikus algoritmusok

@ Miller tanja jobb: minden Osszetett N szamnak van tanuja.

@ Be lehet bizonyitani, hogy az 1 és N kozé esO szamok kb. fele tanu.
o Otlet:

e Valasszunk 100 szamot véletleniil 1 és N kozott.
e Ha talalunk koztiik tanut, akkor N biztosan Osszetett.
e Ha nem talalunk, akkor N primszam

1
1 - 100~ 99.99999999999999999999999999997 %

valOoszintséggel.

@ Ezek az "ipari primek’.
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A legnagyobb k6z0s 0szto

A feladat

@ Input: 10-es szamrendszerben n jeggyel leirhato pozitiv egész N €s M
szamok

@ Output: Inko(N, M)

@ A iskoldban tanult médszer a primtényezos felbontast hasznalja, amire
nem 1smert hatékony algoritmus.
@ 2000 éve ismert az Euklideszi algoritmus:

Ha a d szam koz0s osztdja N-nek €s M-nek, akkor osztoja N + M-nek és
N — M-nek is.

e Kovetkezmény: Inko(N, M) = Inko(N,N — M).

Feladat
Hatarozzuk meg N = 235757 és M = 74 939 Inko-jat.
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Algoritmusok primszamokkal

Az Euklideszi algoritmus paratlan szamokra

Feladat

Hatarozzuk meg N = 235757 és M = 74 939 legnagyobb koz0Os osztdjat.

N M
Kivonas 235757 | 74939 | 160 818
Osztas 2-vel | 160 818 | 74 939 80 409
Kivonas 80409 | 74 939 5470
Osztas 2-vel 5470 | 74 939 2735
Kivonas 74 939 2 735 72 204
Osztas 2-vel 72 204 2 735 36 102
Osztas 2-vel 36 102 2 735 18 051
Kivonas 18 051 2735 15316
Osztas 2-vel 15316 2735 7 658
Osztas 2-vel 7 658 2 735 3 829
Kivonas 3 829 2 735 1 094
Osztas 2-vel 1 094 2735 547
Kivonas 2735 547 2 188
Osztas 2-vel 2 188 547 1 094
Osztas 2-vel 1 094 547 547
Kivonas 547 547 0

19/19



	Algoritmusok az általános iskolában: geometria és a négy alapművelet
	Egyenletek megoldása
	Algoritmusok prímszámokkal

