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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Tagolas

@ Teriiletszamitas és sikgorbék hossza
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

GoOrbék altal kozbezart teriilet

Kérdés: Mekkora a teriilet, amelyet f €s g gorbéje kozbezar az [a, b]
intervallumon, ha f(x) > g(x)?

y/\
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

GoOrbék altal kozbezart teriilet

Kérdés: Mekkora a teriilet, amelyet f €s g gorbéje kozbezar az [a, b]
intervallumon, ha f(x) > g(x)? )
Otlet: Az f alatti teriilet minusz a g
alatti teriilet:

b b
T = f f(x)dx — f g(x) dx.
y/\ a a

4/44




GoOrbék altal kozbezart teriilet

Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kérdés: Mekkora a teriilet, amelyet f €s g gorbéje kozbezar az [a, b]
intervallumon, ha f(x) > g(x)?

Y4

Otlet: Az f alatti teriilet minusz a g
alatti tertilet:

b b
T:ff(x)dx—f g(x) dx.

Ha f(x) > g(x) minden x € [a, b]-re:
b
T = f (f(x) — g(x)) dx.

4/44



GoOrbék altal kozbezart teriilet

Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kérdés: Mekkora a teriilet, amelyet f €s g gorbéje kozbezar az [a, b]
intervallumon, ha f(x) > g(x)?

Y4

Otlet: Az f alatti teriilet minusz a g
alatti tertilet:

b b
T:ff(x)dx—f g(x) dx.

Ha f(x) > g(x) minden x € [a, b]-re:
b
T = f (f(x) — g(x)) dx.

Megjegyzés. Az a és b hatarokat
altalaban a metszéspontokbdl kapjuk:

J(x) = gx).
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (abra)

Feladat

Hatdrozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x> gorbék altal kozbezart teriilet
nagysagat!
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (abra)

Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x? gOrbék altal kozbezart teriilet
nagysagat!
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (szamitas)

Feladat

Hat4rozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x” gorbék 4ltal kozbezart teriilet
nagysagat!
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (szamitas)

Feladat

Hat4rozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x” gorbék 4ltal kozbezart teriilet
nagysagat!

1. 1épés — metszéspontok:

2 2

X=x+2 == x*—-x-2=0 = x-2)x+1)=0 = x; =-1, xp, = 2.
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (szamitas)

Feladat

Hat4rozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x” gorbék 4ltal kozbezart teriilet
nagysagat!

1. 1épés — metszéspontok:
X=x+2 = X -x-2=0 = x-2x+1)=0 = x;=-1, x, = 2.

2. 1épés — melyik gorbe van feliil?
x=0:f0)=2>g0) =0, tehat f(x) > g(x) az [-1,2]-n. V
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: parabola €s egyenes (szamitas)

Feladat

Hat4rozzuk meg az f(x) = x + 2 és g(x) = x” gorbék 4ltal kozbezart teriilet
nagysagat!

1. 1épés — metszéspontok:

X=x+2 = X -x-2=0 = x-2x+1)=0 = x;=-1, x, = 2.
2. 1épés — melyik gorbe van feliil?

x=0:f0)=2>g(0) =0, tehat f(x) > g(x) az [-1,2]-n. V

3. 1épés — integralas:

2 2 372
X X 8 1 1 9
T = 2—xNdx=|=—+2-=| =[244-=|-[z-2+=]|==.
Il(x+ xX")dx [2+x 3]_1 (+ 3) (2 +3) 5
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\

i

Hatarozzuk meg a sin x és cos x gorbék
altal kozbezart teriilet nagysagat a
[0, ] intervallumon!
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\

i

Hatarozzuk meg a sin x és cos x gorbék
altal kozbezart teriilet nagysagat a
[0, ] intervallumon!

y

Metszéspont: sinx = cosx = tgx =1 = x = /4.
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\

Hatarozzuk meg a sin x és cos x gorbék
altal kozbezart teriilet nagysagat a
[0, ] intervallumon!

y

Metszéspont: sinx = cosx = tgx =1 = x = /4.

Melyik gorbe van feliil?
@ x€[0,7/4]: cosx > sinx v

@ x € [n/4,r]: sinx > cosx VvV
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\

Hatarozzuk meg a sin x és cos x gorbék
altal kozbezart teriilet nagysagat a
[0, ] intervallumon!

y

Metszéspont: sinx = cosx = tgx =1 = x = /4.
Melyik gorbe van feliil?
@ x€[0,7/4]: cosx > sinx v

@ x € [n/4,r]: sinx > cosx VvV

Integralas:

/4 T
T = f (cosx — sinx) dx + f (sinx — cos x) dx.
0 /4
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\
.

Hatarozzuk meg a sin x és cos x gorbék
altal kozbezart teriilet nagysagat a

i Oy
~ .
. s T = Sinx
[0, ] intervallumon! 2\/ Y
’ Yy = COSX

INEN FERD
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kidolgozott példa: sin x €s cos x altal kozbezart teriilet

y/\
.

Hatarozzuk meg a sin x €s cos x gorbék
\
X .
%\fj y =sinx
y
y = COSx

altal kozbezart teriilet nagysagat a
[0, 7] intervallumon!

INEN FERD

/4 T
Integralas: T = f (cosx — sinx) dx + (sinx — cos x) dx
0 /4
o /4 R L
= smx+cosx] +[—cosx—smx]
! 0 /4
(V2 V2 V2 V2
= + -0-1[+]1-0+ +
L 2 2 2 2

=(V2-1)+(1+ v2)=2V2,
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: szemléltetés

Kérdés: Hogyan mérjiikk meg egy y = f(x) gorbe ivhosszat az [a, D]
intervallumon?

9/44



Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: szemléltetés

Kérdés: Hogyan mérjiikk meg egy y = f(x) gorbe ivhosszat az [a, D]
intervallumon?
Otlet: Kozelitsiik a gorbét kis hdrdarabokkal, majd vegyiik a hat4rértéket.

y/\
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: szemléltetés

Kérdés: Hogyan mérjiikk meg egy y = f(x) gorbe ivhosszat az [a, D]
intervallumon?
Otlet: Kozelitsiik a gorbét kis hdrdarabokkal, majd vegyiik a hat4rértéket.

y/\

dy = f(x + dx) - f(x)

Eszrevétel: Egy kis [x, x + dx] szakaszon a htr hossza:

2
ds = \/(dx)2 + (dy)? = \/1 + (%) dx ~ \/1 + f7(x)? dx.
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: képlet €s példa

Ivhossz-képlet

Ha f differencidlhat6 és f* folytonos [a, b]-n:

b
L= f \/1 + f7(x)? dx.
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: képlet €s példa

[vhossz-képlet

Ha f differencidlhat6 és f* folytonos [a, b]-n:

b
L= f \/1 + f7(x)? dx.

Példa: f(x) = %x3/ 2 {vhossza [0, 3]-on

f'(x) = x'/?, tehat 1 + f/(x)> = 1 + x. Helyettesités: u = 1 + x:

3 14
L= VI +xdx = 3
0

2 el _ 2.0 gy 14
~(1+3) ]0_3(8 1) =
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Teriiletszdmitds €s sikgorbék hossza A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Sikgorbék hossza: képlet €s példa

[vhossz-képlet

Ha f differencidlhat6 és f* folytonos [a, b]-n:

b
L= f \/1 + f7(x)? dx.

Példa: f(x) = %x3/ 2 {vhossza [0, 3]-on

f'(x) = x'/?, tehat 1 + f/(x)> = 1 + x. Helyettesités: u = 1 + x:
3 3
2 2 14
L:f V1 +xdx =201 +x)3/2] =Z8-1)= —.
0 3 0o 3 3

Megjegyzés. Az ivhossz-integral a legtobb elemi fiiggvényre nem fejezheto
ki zart alakban (pl. f(x) = sinx esetén elliptikus integrdl adédik) —ez a
numerikus integralas egyik legfontosabb alkalmazasi teriilete.
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© Numerikus integralés
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Motivacio: mikor nem tudunk analitikusan integralni?

A Newton—Leibniz-tétel csak akkor alkalmazhat6, ha az integrandusnak
ismerjik a primitiv fiiggvényét. Ez sok esetben nem teljesiil:
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Motivacio: mikor nem tudunk analitikusan integralni?

A Newton—Leibniz-tétel csak akkor alkalmazhat6, ha az integrandusnak
ismerjiik a primitiv fiiggvényét. Ez sok esetben nem teljesiil:

Integral

Miért nem elemi?

fe_xz dx
f SIn x I

f \/1 + cos? xdx

f f) dx

normalis eloszlas — nincs elemi primitiv
sinc fuggvény — jelfeldolgozas

elliptikus integral — ivhossz

f csak mérési adatokbdl ismert
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx ért€két véges
sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval. ’
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx ért€két véges
sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval. ’

e G¢épi tanulas és statisztika — valoszinliségi modellek konstansainak
kiszamitdsa, Bayes-1 kovetkeztetés, becslés Monte Carlo modszerrel.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx ért€két véges
sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval. ’

e G¢épi tanulas és statisztika — valoszinliségi modellek konstansainak
kiszamitasa, Bayes-1 kovetkeztetés, becslés Monte Carlo modszerrel.

@ Szamitogépes grafika — fényvisszaver6dési modellek (rendering
equation), globalis megvilagitas szamitasa (path tracing).
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx ért€két véges
sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval. ’

e G¢épi tanulas és statisztika — valoszinliségi modellek konstansainak
kiszamitasa, Bayes-1 kovetkeztetés, becslés Monte Carlo modszerrel.

@ Szamitogépes grafika — fényvisszaver6dési modellek (rendering
equation), globalis megvilagitas szamitasa (path tracing).

o Jelfeldolgozas és kommunikacio — Fourier-transzformalt numerikus
kozelitése (FFT), sziirOk tervezése, jel energidjanak kiszamitasa.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx értékét véges
sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval. ’

e G¢épi tanulas és statisztika — valoszinliségi modellek konstansainak
kiszamitasa, Bayes-1 kovetkeztetés, becslés Monte Carlo modszerrel.

@ Szamitogépes grafika — fényvisszaver6dési modellek (rendering
equation), globalis megvilagitas szamitasa (path tracing).

o Jelfeldolgozas és kommunikacio — Fourier-transzformalt numerikus
kozelitése (FFT), sziirOk tervezése, jel energidjanak kiszamitasa.

e Fizikai szimulaciok — mozgasegyenletek integralasa idoben (pl.
részecskeszimulaciok, robotika, jatékmotorok), végeselem-modszer.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Numerikus integralas

Numerikus integralas

b
Adott [a, b] €s f (vagy mérési adatok): kozelitsiik f f(x) dx értékét véges
a

sok f-kiértékeléssel, min€l kisebb hibaval.

Gépi tanulas és statisztika — valoszinliségi modellek konstansainak
kiszamitasa, Bayes-1 kovetkeztetés, becslés Monte Carlo modszerrel.

Szamitogépes grafika — fényvisszaver6dési modellek (rendering
equation), globalis megvilagitas szamitasa (path tracing).

Jelfeldolgozas és kommunikacio — Fourier-transzformalt numerikus
kozelitése (FFT), sziirOk tervezése, jel energidjanak kiszamitasa.

Fizikai szimulaciok — mozgéasegyenletek integraldsa idében (pl.
részecskeszimulaciok, robotika, jatékmotorok), végeselem-modszer.
Kriptografia és szamitaselmélet — nagy primek és specidlis fiiggvények
numerikus kiért€kelése, véletlenszam-generatorok statisztikai tesztelése.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Téglalap- €s trapézszabaly
b—a

n

Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre: h = , X = a+ kh.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Téglalap- €s trapézszabaly

b—a
Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre: h = , X = a+ kh.
n
y/\ y/\
//
N~ ==
> X > X
kozépponti (M,,) trapézszabaly (T,,)
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Téglalap- €s trapézszabaly

b —
Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre: h = a’ Xy = a + kh.
n
YA YA
//
N e
> X > X
kozépponti (M,,) trapézszabaly (T,,)
Képletek
n—1 h I n—1
My = h f(xk+ —), T, =5 |f@+2) f) +f®)|.
k=0 2 2 k=1
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Téglalap- €s trapézszabaly
b—a

Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre: h = , X = a+ kh.
n
y/\ y/\
//
N~ ==
> X > X
kozépponti (M,,) trapézszabaly (T,,)

Képletek

n—1 h I n—1
My, = Zf(xk + —), T, =3 (f(a) +2 > f(u) +f(b>).
k=1

Megjegyzés. T, felirhatod a bal és jobb oldali Riemann-0sszegek atlagaként.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Simpson-szabaly

Otlet: Ahelyett, hogy egyenessel kozelitjiik f-et minden kis szakaszon
(trapézszabaly), kozelitsiik masodfokia polinommal (parabola) minden két
szomszédos részintervallumon.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Simpson-szabaly

Otlet: Ahelyett, hogy egyenessel kozelitjiik f-et minden kis szakaszon
(trapézszabaly), kozelitsiik masodfokia polinommal (parabola) minden két
szomszédos részintervallumon.

Egy [x0,x2] parra (ahol x; = (xg + x2)/2, h = x; — xo) a parabola alatti teriilet:

h
g(f(xo) + 4f (x1) + f(x2)).
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Simpson-szabaly

Otlet: Ahelyett, hogy egyenessel kozelitjiik f-et minden kis szakaszon
(trapézszabaly), kozelitsiik masodfokia polinommal (parabola) minden két
szomszédos részintervallumon.

(xo + x2)/2, h = x1 — xp) a parabola alatti teriilet:

(f(x0) + 4f (x1) + f(x2)).

Simpson-szabdly (n paros)

h
Su = 3 (o) +4f (1) +2f () + 4f(3) + -+ + 4 (a1 +f ().
A sulyok mintazata: 1,4,2,4,2,...,2,4, 1.

Egy [xg, x2] parra (ahol x;

Wl ||
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
® / b oo / / /
Hibabecslés fa f(x) dx kozelitésére

Tétel: Hibabecslés

Legyen My = maxye(ap) [ (X)| és My = maxye(qp) [f P (x)].
Modszer Hibakorlat | Rend
M>(b — a)°
Kozépponti (M),) b~ a) O(h?)
M 21;1 " .
Trapéz (T),) b= | oy
M (1192 " )
: 40 —da 4
S S, O(h
impson (S,) T (h™)
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
® / b oo / / /
Hibabecslés fa f(x) dx kozelitésére

Tétel: Hibabecslés

Legyen My = maxyepqp) |f”'(x)| és M4 = maxyepqp] |f(4)(x)|.
Modszer Hibakorlat | Rend
M>(b — a)°
Kozépponti (M),) b~ a) O(h?)
M 21? ” .
Trapéz (T),) 2b=a) | Ha
M (1192 ” )
: 40 —da 4
S S, O(h
impson (S,) T (h™)

Mit jelent ez a gyakorlatban? Ha n-t megduplazom (azaz h-t felezem):
e Kozépponti/trapéz hiba: negyedére csokken (22 = 4).
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
® / b oo / / /
Hibabecslés fa f(x) dx kozelitésére

Tétel: Hibabecslés

Legyen My = maxyepqp) |f”'(x)| és M4 = maxyepqp] |f(4)(x)|.
Modszer Hibakorlat | Rend
M>(b — a)°
Kozépponti (M),) b~ a) O(h?)
M 21? ” .
Trapéz (T),) 2b=a) | Ha
M (1192 ” )
: 40 —da 4
S S, O(h
impson (S,) T (h™)

Mit jelent ez a gyakorlatban? Ha n-t megduplazom (azaz h-t felezem):
e Kozépponti/trapéz hiba: negyedére csokken (22 = 4).
e Simpson hiba: tizenhatodara csokken (2* = 16).
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: , b o o p
Hibabecslés fa f(x) dx kozelitésére

Tétel: Hibabecslés

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Legyen My = maxyepqp) |f”'(x)| és M4 = maxyepqp] |f(4)(x)|.
Modszer Hibakorlat | Rend
M>(b — a)°
Kozépponti (M),) b~ a) O(h?)
M 21? ” .
Trapéz (T),) 2b=a) | Ha
M (1192 ” )
: 40 —da 4
S S, O(h
impson (S,) T (h™)

Mit jelent ez a gyakorlatban? Ha n-t megduplazom (azaz h-t felezem):

o Kozépponti/trapéz hiba: negyedére csokken (22 = 4).

e Simpson hiba: tizenhatodara csokken (2* = 16).
Megjegyzés. A Simpson-szabily harmadfoka polinomokra pontos (bar
parabolaval kozelit) — ez megmagyardzza a varatlanul j6 konvergenciat.
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Osszehasonlitds és implement4cid
1
Példa: f ede=e—1~1,71828...
0

|Mn_I| |Tn_I| |Sn_I|
28%x1073 | 56%x1073 | 85x107°
70x107% | 1,4%x 1072 | 5,3 x 1077
1,7x107* | 35%x107% | 3,3%x 1078
16 | 44x107 | 8,7x 107 | 2,1 x 107

o LA RS
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Numerikus integralas

Osszehasonlitas €s implementacio

1
Példa: f ede=e—-1~1,71828...
0

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

n |Mn_I| |Tn_I| |Sn_I|
2 | 28x%x103|56x103|8,5x107°
4 | 70x107% | 14%x1073 | 53x%x1077
8 | 1,7x107% | 35x10™* | 3,3%x 1078
16 | 44x10™ | 8,7x10™ | 2,1 x107°
def simpson(f, a, b, n):

# n paros legyen

h = (b -a) / n

xs = [a + k * h for k in range(n + 1)]

s += 4 * sum(f(xs[k]) for k in range(l, n, 2))
s += 2 * sum(f(xs[k]) for k in range(2, n-1, 2))

I
2
3
4
5 s = f(xs[0®]) + f£(xs[n])
6
7
8

return s * h / 3
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Adaptiv integralas €s tudomanyos konyvtarak

Probléma az egyenletes felosztassal: Ha f az egyik helyen gyorsan, mas
helyen lassan valtozik, a rogzitett n pontatlan eredményt adhat, vagy tul sok
pontot haszndlhat a lassan valtozo részeken.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Adaptiv integralas €s tudomanyos konyvtarak

Probléma az egyenletes felosztassal: Ha f az egyik helyen gyorsan, mas

helyen lassan valtozik, a rogzitett n pontatlan eredményt adhat, vagy tul sok
pontot haszndlhat a lassan valtozo részeken.

A beosztast dinamikusan alakitjuk a fliggvény viselkedése alapjan:
@ Kezdjiik egy durva felosztassal.
@ Szamitsuk ki a kozelitést €s a hibabecslést.

@ Ha a hiba tul nagy, osszuk tovabb a szakaszt.

Hasznalat SageMath-ban:

sage: # Szimbolikus (pontos):

sage: integral(exp(-x22), x, 0, 1)
1/2*%sqrt(pi)*erf (1)

sage: # Numerikus (adaptiv Simpson / Gauss-Kronrod):
sage: numerical_integral (exp(-x22), 0, 1)

6 (0.746824132812427, 8.291413475940723e-15)

(L B N O
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kovetkeztet€sek a numerikus integralasrol

Mikor irjunk sajat implementaciot?
@ Tanulas, algoritmus megértése.

@ Specialis struktura kihasznalasa (pl. parhuzamos kiértékel€s).
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Numerikus integralas A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Kovetkeztet€sek a numerikus integralasrol

Mikor irjunk sajat implementaciot?
@ Tanulas, algoritmus megértése.

@ Specialis struktura kihasznalasa (pl. parhuzamos kiértékel€s).

Mikor hasznaljunk konyvtarat?

o Eles alkalmazdsban mindig — a konyvtdrak hibakezelése, pontossdga és
sebessége messze feliilmulja a kézzel irt kodot.

Megjegyzés. A numerical_integral visszaadja a hibabecslést is — ezt
sosem szabad figyelmen kiviil hagyni tudomanyos szamitasokban.
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Jelkiegyenlités és mozgds A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Tagolas

© Jelkiegyenlités és mozgis
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Atlagérték és RMS

Definici0: Fliggvény atlagértéke

Az f figgvény atlagért€ke az [a, b] intervallumon:
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Atlagérték és RMS

Definici0: Fliggvény atlagértéke

Az f figgvény atlagért€ke az [a, b] intervallumon:

Megjegyzés. Visszautalds az integralkozép-tételre: f = f(c) valamely
¢ € (a,b)-re — az atlagértéket a fiiggvény ténylegesen felveszi.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Atlagérték és RMS

Definici0: Fliggvény atlagértéke

Az f figgvény atlagért€ke az [a, b] intervallumon:

Megjegyzés. Visszautalds az integralkozép-tételre: f = f(c) valamely
¢ € (a,b)-re — az atlagértéket a fiiggvény ténylegesen felveszi.

Definici6: RMS (Root Mean Square) érték

Az f fliggvény négyzetes kozepértcke az [a, b]-n:

1 b
frRms = b—ff(x)zdx.
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Atlagérték és RMS

Definici0: Fliggvény atlagértéke

Az f figgvény atlagért€ke az [a, b] intervallumon:

Megjegyzés. Visszautalds az integralkozép-tételre: f = f(c) valamely
¢ € (a,b)-re — az atlagértéket a fiiggvény ténylegesen felveszi.

Definici6: RMS (Root Mean Square) érték

Az f fliggvény négyzetes kozepértcke az [a, b]-n:

1 b
JrRMS = \/ P f f(x)? dx.
Miért fontos az RMS?

@ Az atlagért€k nulla lehet, mikozben a jel nem nulla (pl. valtéaram).
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Atlagérték és RMS

Definici0: Fliggvény atlagértéke

Az f figgvény atlagért€ke az [a, b] intervallumon:

Megjegyzés. Visszautalds az integralkozép-tételre: f = f(c) valamely
¢ € (a,b)-re — az atlagértéket a fiiggvény ténylegesen felveszi.

Definici6: RMS (Root Mean Square) érték
Az f fliggvény négyzetes kozepértcke az [a, b]-n:

1 b
JrRMS = \/ P f f(x)? dx.
Miért fontos az RMS?

@ Az atlagért€k nulla lehet, mikozben a jel nem nulla (pl. valtéaram).
o Altaldnosan: frvs > |f| (Jensen-egyenlStlenség).
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Hatarozzuk meg az
f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes
T =2n/w

perioduson!
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Hatarozzuk meg az
f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes
T =2n/w

perioduson!

Szamitas:

dt.

U(Z) fT 1 — cosRwt)
0

1 T
2 2 i 2
fams = T‘fo Uy sin“(wr) dt = T >
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Hatarozzuk meg az

f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes

T =2n/w
perioduson! )
Szamitas:
1 ! U2 1 = cosQur)
2 2
frms = T ‘fo Uy sin (a)t) dt = T . 5 dt.
A cos(2wt) integralja egy teljes peridduson nulla, tehat:

Us T Us
= — — =
fRMs T 5= 5 fRMS

5
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Feladat
Hatarozzuk meg az

f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes
T =2n/w

perioduson!

23/44



Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Feladat

Hatarozzuk meg az
f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes

T =2n/w
perioduson!
y
U/\
Up sin(wt)
7 ot it Urms
Ug 0
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Hatarozzuk meg az
f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes

T =2n/w
perioduson! )
U Gyakorlati jelentoség:
Uy sin(w?) @ A 230 V-os eurdpai halozati
R NCEEEEEE Uruis fes/zﬁlltsé/g RMS érték: a
IT% csucsérték Uy = 230 V2 ~ 325 V.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Kidolgozott példa: szinuszos jel RMS értéke

Hatarozzuk meg az
f(®) = Uy sin(wt)
periodikus jel RMS értékét egy teljes
T =2n/w

perioduson!

U Gyakorlati jelentoség:

Uy sin(w?) @ A 230 V-os eurdpai halozati
B  ERRRatt Urnis fesziiltség RMS érték: a
C IU@ esiicsérték Uy = 230 V2 ~ 325 V.

71 @ Az RMS-fesziiltség ugyanolyan
________________ teljesitményt ad le, mint egy
230 V-os egyenfesziiltség.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet I: sebesség €s elmozdulas

Alaposszefiiggések: A gyorsulas, sebesség €s elmozdulas egymas derivaltjai:

vi)=s'(),  al) =V =s"@.
Integralassal visszafelé haladhatunk:

J

a(t) — v(t) — s(1).
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet I: sebesség €s elmozdulas

Alaposszefiiggések: A gyorsulas, sebesség €s elmozdulas egymas derivaltjai:

vi)=s'(),  al) =V =s"@.
Integralassal visszafelé haladhatunk:

J

a(t) — v(t) — s(1).

Képletek (kezdeti feltételekkel)

v(t) = vog + f a(t)dr, s(t) = 59 + f v(7)dT.
0 0
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet 1. szabadesés példa

Kidolgozott példa: Szabadon eso test 4 magassagbol

a(t) = —g ~ -9,81 m/s*, vo = 0, 59 = h.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet 1. szabadesés példa

Kidolgozott példa: Szabadon esé test A magasségbc’)l

a(t) = —g = —9.81m/s%, vy =0, s =

o) = f( D=
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet 1. szabadesés példa

Kidolgozott példa: Szabadon esé test A magasségbc’)l

a(t) = —g = —9.81m/s%, vy =0, s =

o) = f( D=
1

/4
s(t) =h+ f (—gr)dtr = h — —gtz.
0 2
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet 1. szabadesés példa

Kidolgozott példa: Szabadon eso test A magassagbol

L]
\
LN J
N
\
\

a(t) = —g = —9.81m/s%, vy =0, s =

v(t) = f( g)dt = —gt

1

/A
s(t) =h+ f (-g7)dt = h— —gt*.
0 2

Foldet ér, amikor s(#*) = 0

2h /2h
= ]—, v(t") = —¢g " = —+/2¢gh.
8
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet 1. szabadesés példa

Kidolgozott példa: Szabadon esé test A magasségbc’)l

a(t) = —g = —9.81m/s%, vy =0, s =

v(t) = f( g)dt = —gt

/4

1

s(t) =h+ f (—gr)dtr = h — Egtz.
0

Foldet ér, amikor s(#*) = 0

2h /2h
= ]—, v(t") = —¢g " = —+/2¢gh.
8

Megjegyzés. Ez pontosan a primitiv fliggvény kezdeti érték feladata (4.
fejezet) — most fizikai kontextusban.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet II: nemlinearis eset

Valosabb modell: Légellenallassal eso test esetén a gyorsulas fligg a
sebességtol:

a(t) = —g + EV(t)z,
m

ahol k£ > 0 a 1égellenallasi egyiitthatd. Ez egy elsorendii nemlinearis
differencialegyenlet — zart alaki megoldasa specidlis (hiperbolikus
fliggvényekkel), numerikusan azonban egyszeriien kezelheto.
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Mozgasegyenlet II: nemlinearis eset

Valosabb modell: Légellenallassal eso test esetén a gyorsulas fligg a
sebességtol:

a(t) = —g + EV(t)z,
m

ahol k£ > 0 a 1égellenallasi egyiitthatd. Ez egy elsorendii nemlinearis
differencialegyenlet — zart alaki megoldasa specidlis (hiperbolikus
fliggvényekkel), numerikusan azonban egyszeriien kezelheto.

Euler-modszer

Osszuk fel [0, T']-t n egyenlo részre (At = T'/n). Kozelitsiik:
v(t + Ar) = v(t) + a(t) - At, s(t+ Ar) = s(t) + v(r) - At.

Ez a integralkozép alkalmazisa minden kis [z, t + At] 1€pésen:

t+At
v(t+ At) =v(t) + f a(t)dr = v(t) + a(t) - At.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet II: nemlinearis eset

Valosabb modell: Légellenallassal eso test esetén a gyorsulas fligg a
sebességtol:

a(t) = —g + EV(t)z,
m

ahol k£ > 0 a 1égellenallasi egyiitthatd. Ez egy elsorendii nemlinearis
differencialegyenlet — zart alaki megoldasa specidlis (hiperbolikus
fliggvényekkel), numerikusan azonban egyszeriien kezelheto.

Euler-modszer

Osszuk fel [0, T']-t n egyenlo részre (At = T'/n). Kozelitsiik:
v(t + Ar) = v(t) + a(t) - At, s(t+ Ar) = s(t) + v(r) - At.

Ez a integralkozép alkalmazisa minden kis [z, t + At] 1€pésen:

t+At
v(t+ At) =v(t) + f a(t)dr = v(t) + a(t) - At.

Megjegyzés. Az Euler-médszer O(At), a Runge-Kutta médszerek O(Ar*))
pontossaguak. 26/44



Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet II: Implementacid Pythonban

a(t) = —-g+ %v(t)z, v(t+ At) = v(t) + a(t) - At, s(t+ Ar) = s(t) + v(t) - At.
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Jelkiegyenlités €s mozgas A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Mozgasegyenlet II: Implementacid Pythonban

a(t) = —g+ %v(t)z, v(t+ At) = v(t) +a(t) - At, s+ Ar) = s(t) +v(t) - At.

def euler(g, k, m, v0, sO®, T, n):

dt = T / n
v, s = v0, sO
for in range(n):

= -g + (k/m) = v=**2
- v + a * dt

S = s + v * dt
return v, S

< o |

0 euler(g=9.81, k=0.1, m=1.0, v0=0, s0=100, T=4, n=1000)
11 # (-9.897558634625314, 67.27784494845693)
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Jelkiegyenlités és mozgds

1
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10
11

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Mozgasegyenlet II: Implementacid Pythonban

a(t) = —g+ %v(t)z, v(t+ At) = v(t) +a(t) - At, s+ Ar) = s(t) +v(t) - At.

def euler(g, k,
dt = T / n
v, s = v0, sO
for _ in range(n):
a = -g + (k/m)
V =V + a * dt
S = s + v * dt
return v, S

m, v,

euler(g=9.81, k=0.1,
# (-9.897558634625314,

m=1.0,

sO,

T, n):

v0=0, s0=100, T=4,
67.27784494845693)

n=1000)

Megjegyzés. Az Euler-mddszer és a pontosabb Runge-Kutta modszerek a
scipy.integrate.solve_ivp fiiggvényben érhetdk el.
Ezek a differencialegyenletek numerikus megoldasanak alapeszkozei.
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@ Improprius integralok
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: végtelen hatarok

A hatarozott integral definici6ja véges [a, b] intervallumra vonatkozott. Mi
torténik, ha a felsd hatar co?
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Improprius integralok: végtelen hatarok

A hatarozott integral definici6ja véges [a, b] intervallumra vonatkozott. Mi
torténik, ha a felsd hatar co?

Definici6: Improprius integral (végtelen felsd hatar)

0o b
f f(x)dXZblimff(x)dx,

ha a hatarérték 1€tezik €s véges. Ekkor az integral konvergens, egyébként
divergens.
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: végtelen hatarok

A hatarozott integral definici6ja véges [a, b] intervallumra vonatkozott. Mi
torténik, ha a felsd hatar co?

Definici6: Improprius integral (végtelen felsd hatar)

0o b
f f(x)dXZinmff(x)dx,

ha a hatarérték 1€tezik €s véges. Ekkor az integral konvergens, egyébként
divergens.

Hasonloan értelmezziik:

b b 00 0 00
f f(x)dx = lim f f(x)dx, f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
—00 A== Ja —00 —00 0
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Improprius integralok: példak

*1
Alappélda: f — dx
1 X
00 b b
. 5 . 1 . 1
— dx = Iim x “dx=lm|—-——| =lm|—=-(-1)]=1.
1 x2 b— o0 1 b— o0 X 1 b— oo b
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)
Improprius integralok: példak

*1
Alappélda: f — dx
1 X
00 b b
. 5 . 1 . 1
— dx = Iim x “dx=lm|—-——| =lm|—=-(-1)]=1.
1 X2 b— o0 1 b— o0 X 1 b— oo b

: “1
Divergens eset: f — dx
1

X

® 1 (P | b
f —dx = lim x dx = lim [lnx]1 = lim Inb = +oo0.
1

X b— o0 1 b— oo b— oo
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: szakadasos integrandus

A masik eset: f nem korlatos az integralasi intervallumon (pl. szakaddsa van
a hataron vagy beliil).
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: szakadasos integrandus

A masik eset: f nem korlatos az integralasi intervallumon (pl. szakaddsa van
a hataron vagy beliil).

Definici6: Improprius integral

(szakadas a bal hataron)

Ha f nem korlatos a-ban, de
[a + &, b]-n integralhato:

b b
f f(x)dx = li%1+ f f(x)dx.
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Improprius integralok

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Improprius integralok: szakadasos integrandus

A masik eset: f nem korlatos az integralasi intervallumon (pl. szakaddsa van

a hataron vagy beliil).

Definici6: Improprius integral

(szakadas a bal hataron)

Ha f nem korlatos a-ban, de
[a + &, b]-n integralhato:

b b
f f(x)dx = li%1+ f f(x)dx.

Y4

1
f f(x)dxhae — 0"
0
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: példak nem korlatos integrandusra

f(x) = 1/ +/x nem korlatos x = 0-ban.

1 1
1 1
f —dx = lim x 2 dx = lim [2\/)7] = lim (2 -2 Ve) = 2.
0 E

X e—-0% Jgo e—07" e—07"
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Improprius integralok: példak

A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

nem korlatos integrandusra

f(x) = 1/ +/x nem korlatos x = 0-ban.

1 |

1
—dx = lim
0 X e—07"

E

x 12 dx = lim
e—0*

1
= lim 2 -2Ve) =2
E e—0t

23]

. fl 1
Divergens eset: —dx
o X
1
1 1
f —dx = lim [Inx|
0o X e—0* €

= IIm (0 —Ing) = +o0.
e—0*
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok: példak nem korlatos integrandusra

f(x) = 1/ +/x nem korlatos x = 0-ban.

1 1
1
f —dx = lim x % dx = lim [2 \/)_c]
0

= 1im (2 - 2Ve) = 2.

1
X e—-0% Jgo e—07" € e—07"

|

1
Divergens eset: f —dx
o X

X e—0t e—0t

1
1 1
f —dx = lim [ Inx| = lim (0-Ine) = +cv.
O E

Megjegyzés. A két fajta improprius integral egységesen kezelhetd: mindkét
esetben egy hatarértékkel Kiterjesztett Newton—Leibniz-tételrdl van sz6.
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|
. /
f — dx viselkedése
1

xP

Az 1/xP integral vizsgalata

00 1-— b
f idx:hm[xp] (p#1)
1

| 1
@ Hap > 1: lim b'P = 0, tehat f — dx = —— (konvergens).
b— o 1 X p—1
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|
. /
f — dx viselkedése
1

xP

Az 1/xP integral vizsgalata

b

00 1—
fidxznm[xp] (p#1)
1

| 1
@ Hap > 1: lim b'P = 0, tehat f — dx = —— (konvergens).
b— o 1 X p—1

@ Hap < 1: lim b'™” = +c0  (divergens).

b— oo
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|
. /
f — dx viselkedése
1

xP

Az 1/xP integral vizsgalata

b

00 1—
fidxznm[xp] (p#1)
1

| 1
@ Hap > 1: lim b'P = 0, tehat f — dx = —— (konvergens).
b— o 1 X p—1

@ Hap < 1: lim b'™” = +c0  (divergens).

b— oo

~1
@ Hap = I: f —dx = +oo  (divergens).
1 X
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok €s algoritmuselemzés

Kapcsolat az algoritmuselemzéssel

Az integral-osszehasonlito Kritérium szerint )~ a; konvergencidja
0sszekapcsolhato floo f(x) dx konvergenciajaval, ha f (k) = a; €s f monoton
csokkeno.
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Improprius integralok €s algoritmuselemzés

Kapcsolat az algoritmuselemzéssel

Az integral-osszehasonlito Kritérium szerint )~ a; konvergencidja
0sszekapcsolhato floo f(x) dx konvergenciajaval, ha f (k) = a; €s f monoton
csokkeno.

Alkalmazas — a harmonikus sor:

= 1 | — 1
;zzfl;dlenn Z%—

k=1
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok €s algoritmuselemzés

Kapcsolat az algoritmuselemzéssel

Az integral-osszehasonlito Kritérium szerint )~ a; konvergencidja
0sszekapcsolhato floo f(x) dx konvergenciajaval, ha f (k) = a; €s f monoton
csokkeno.

Alkalmazas — a harmonikus sor:
"1 N 1
x| —dx=1 ~ =
> | qde=mn = Y-

k=1

Megjegyzés. Ez az algoritmuselemzésben fontos eredmény: pl. a gyors
rendezés (quicksort) varhato 1€pésszamnak meghatarozasakor.
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok €s primszamok

@ A primek )., |/p reciprokdsszegének a viselkedése kulcsfontossagu a
modern kriptografiaban.
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Improprius integralok €s primszamok

@ A primek )., |/p reciprokdsszegének a viselkedése kulcsfontossagu a
modern kriptografiaban.

@ A kérdés az improprius integralokhoz kapcsolddik, a matematika ezen
teriiletét analitikus szamelméletnek nevezziik.
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Improprius integralok €s primszamok

@ A primek )., |/p reciprokdsszegének a viselkedése kulcsfontossagu a
modern kriptografiaban.

@ A kérdés az improprius integralokhoz kapcsolddik, a matematika ezen
teriiletét analitikus szamelméletnek nevezziik.

@ A kovetkezé tétel az Eratoszthenész-szita O(n loglog n) bonyolultsagat
magyarazza.

@ Egyben megmutatja, hogy >, 1/p = +oco (a primek reciprokdsszege
divergens) — ami 6énmagaban is mély szamelméletei eredmény.
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

Improprius integralok €s primszamok

@ A primek )., |/p reciprokdsszegének a viselkedése kulcsfontossagu a
modern kriptografiaban.

@ A kérdés az improprius integralokhoz kapcsolddik, a matematika ezen
teriiletét analitikus szamelméletnek nevezziik.

@ A kovetkez0 tétel az Eratoszthenész-szita O(n log log n) bonyolultsagat
magyarazza.

@ Egyben megmutatja, hogy >, 1/p = +oco (a primek reciprokdsszege
divergens) — ami 6énmagaban is mély szamelméletei eredmény.

Tétel: A primek reciprokosszege n-1g
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primszamtétel €s a primek reciprokosszege

Tétel (Primszamtétel, 1. megfogalmazas)

Jelolje m(n) az n-nél nem nagyobb primszamok szamat. Ekkor:

n , nm(n)
n(n) ~ —, azaz Iim
Inn n—oon/lnn

= 1.
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A primszamtétel €s a primek reciprokosszege

Tétel (Primszamtétel, 1. megfogalmazas)

Jelolje m(n) az n-nél nem nagyobb primszamok szamat. Ekkor:

n(n) ~ M azaz Iim )

: = 1.
Inn n—oon/lnn

Tétel (Primszamtétel, 2. megfogalmazas)

Jelolje py a k-adik primszamot. Ekkor:
1.

e ~kink,  azaz ]}L@Okfl’ik:
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primszamtétel €s a primek reciprokosszege

Tétel (Primszamtétel, 1. megfogalmazas)

Jelolje m(n) az n-nél nem nagyobb primszamok szamat. Ekkor:

n(n) ~ M azaz Iim )

: = 1.
Inn n—oon/lnn

Tétel (Primszamtétel, 2. megfogalmazas)

Jelolje py a k-adik primszamot. Ekkor:
1.

e ~kink,  azaz ]}L@Okfl’ik:

Kovetkezmény: Az 1 és n kozé esd primek:

p1,p29- . -’pﬂ'(l’l)°
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primek reciprokosszege €s az integralkozelités

Tétel: A primek reciprokosszege
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primek reciprokosszege €s az integralkozelités

Tétel: A primek reciprokosszege

(n) ni(n)
1 1 1 f’f(") 1
—_ = — = ~ dx.
% p kZ::A Drk kZ:; klnk » xlnx
p prim

Az utolsé kozelités a Riemann-0sszeg és az integralkozépérték-tétel
alkalmazasaval torténik.
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Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primek reciprokosszege €s az integralkozelités

Tétel: A primek reciprokosszege

(n) ni(n)
1 1 1 f’f(") 1
—_ = — = ~ dx.
% p kZ::A Drk kZ:; klnk » xlnx
p prim

Az utolsé kozelités a Riemann-0sszeg és az integralkozépérték-tétel
alkalmazasaval torténik.
Az integral kiszamitasa: )ﬁ primitiv fiiggvénye In(In x), tehat

) n(n
f & = [ln(ln x)] " In(In7(n)) — In(In 2).
) xInx 2

37/44



Improprius integralok A hatérozott integral alkalmazasai (6. hét)

A primek reciprokosszege €s az integralkozelités

Tétel: A primek reciprokosszege

n(n) 7(n) 1
Z Z f dx.
el 1pk klnk > Xxlnx
p prim

Az utolsé kozelités a Riemann-0sszeg és az integralkozépérték-tétel
alkalmazasaval torténik.
Az integral kiszamitasa: )ﬁ primitiv fiiggvénye In(In x), tehat

7(n) n(n
B nano ™ = In(in () — In(n2).
2
2

xInx

Végs6 Iépés: In(lnn(n)) ~ In(In &) = In(Inn — InInn) ~ In(inn).
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Val6szintiségi alkalmazasok A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Tagolas

© Valésziniiségi alkalmazasok
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Folytonos valoszintiségi valtozo

Definici0: Sturtségfliggvény

Az f : R — R fliggvény striségfiiggvény, ha
fx) =0 és f f(x)dx = 1.

Az X folytonos val6szinliségi valtozo valoszinlis€ége egy [a, b] intervallumon:

b
P(aSXSb):ff(x)dx.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Folytonos valoszintiségi valtozo

Definici0: Sturtségfliggvény

Az f : R — R fliggvény striségfiiggvény, ha
fx) =0 és f f(x)dx = 1.

Az X folytonos val6szinliségi valtozo valoszinlis€ége egy [a, b] intervallumon:

b
P(aSXSb):ff(x)dx.

y/\
y=fx)

> X

Megjegyzés. A normalizalasi feltétel ( f_ O:O f = 1) egy improprius integral.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Varhato érték €s szorasnégyzet

Legyen X folytonos valészinliségi valtozo f strtiségfiiggvénnyel.

E[X] = i xf(x)dx, (varhato érték),
e
Var(X) = Jr (x — )*f (x) dx, (szorasnégyzet, variancia),

ahol u = E[X]. A szoras: o = /Var(X).
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e
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Fizikai analdgia:

e E[X]: az f sliriséggel elosztott tomeg sulypontja.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Varhato érték €s szorasnégyzet

Legyen X folytonos valészinliségi valtozo f strtiségfiiggvénnyel.

E[X] = i xf(x)dx, (varhato érték),
Jes
Var(X) = Jr (x — )*f (x) dx, (szorasnégyzet, variancia),

ahol u = E[X]. A szoras: o = /Var(X).

Fizikai analdgia:
e E[X]: az f sliriséggel elosztott tomeg sulypontja.

@ Var(X): a sulyponttdl val6 tehetetlenségi nyomaték.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az egyenletes eloszlas U(a, b)

LI
|

Az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye az J&X) = 3
[a, b]-n: | :
1 | !
ha x € [a, b], | I
fey=dpog oo | |
0 egyébként. p b x
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az egyenletes eloszlas U(a, b)

LI
|

Az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye az J&X) = 3
[a, b]-n: | :
1 | !
ha x € [a, b], | I
fey=dpog oo | |
0 egyébként. p b x

Varhato érték €s szorasnégyzet:

b 21b
E[X]zf X 1 [x] :a+b.

b—a b—al2]|, 2
1 x3b a+ b\ (b — a)?
Var(X):E[Xz]—,uzzb_al3] —( ; ) ==
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az egyenletes eloszlas U(a, b)

LI
|

Az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye az J&X) = 3
[a, b]-n: | :
1 | !
ha x € [a, b], | I
fey=dpog oo | |
0 egyébként. . PR

Varhato érték €s szorasnégyzet:

b 21b
E[X]zf X 1 [x] :a+b.

b—a :b—a 2 |, 2
1 x3b a+ b\ (b — a)?
Var(X):E[Xz]—,uzzb_al3] —( ; ) ==

Alkalmazasok informatikaban:
@ Véletlenszam-generatorok alapeloszlasa, hash fiiggvények.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az exponencialis eloszlas Exp(A)

Definicié [N

Az exponencialis eloszlas
strtségfiiggvénye (4 > 0):

o Ae™™ hax>0,
X) =
0 hax < 0.

Vs
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Az exponencialis eloszlas Exp(A)

Definicié [N

Az exponencialis eloszlas
strtségfiiggvénye (4 > 0):

o Ae™™ hax>0,
X) =
0 hax < 0.
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Normalitas ellenOrzése:

0 1 OO 1
f ﬂe_dezﬂl——e_M] =A-—=1.v
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az exponencialis eloszlas Exp(A)

Definicié [N

Az exponencialis eloszlas
strtségfiiggvénye (4 > 0):

o Ae™™ hax>0,
X) =
0 hax < 0.

Vs

Normalitas ellenOrzése:

0 1 OO 1
f ﬂe_dezﬂl——e_M] =A-—=1.v

Varhato €rték €s szorasnégyzet (részleges integralassal):

1 1
ElX]=-,  Var(X)= —.
X]= - ar(X) = —
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az exponencialis eloszlas Exp(A)

Definicié [N

Az exponencialis eloszlas
strtségfiiggvénye (4 > 0):

o Ae™™ hax>0,
x p—
0 hax < 0.

Vs

Normalitas ellenorzése:
= 1 > 1
f ﬂe_dezﬂl——e_M] =1-—-=1v
Varhato €rték €s szorasnégyzet (részleges integralassal):

1 1
ElX]=-,  Var(X)= —.
X]= - ar(X) = —

Alkalmazasok informatikaban:
@ Szerver valaszideje, halozati csomagok érkezése kozotti 1do.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

Az exponencialis eloszlas Exp(A)

Definicio [N

Az exponencialis eloszlas
strtségfiiggvénye (4 > 0):

o Ae™™ hax>0,
x p—
0 hax < 0.

Vs

Normalitas ellenorzése:
= 1 > 1
f /le_ﬂxdxz/ll——e_ﬂx] =1-—-=1v
Varhato €rték €s szorasnégyzet (részleges integralassal):

1 1
E[X] = —, Var(X) = —.
X] =~ ar(X) = —
Alkalmazasok informatikaban:
@ Szerver valaszideje, halozati csomagok érkezése kozotti 1do.

@ Memoria nélkiiliség (Markov-tulajdonsag).
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

A normalis eloszlas N (u, o)

A normadlisan eloszlas strtiségfiiggvénye:

F0) = —— 3O

o N2

Iu:O,o':l Y
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@ A valoszinlségszamitas €s a statisztika egyik legfontosabb eloszlasa.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

A normalis eloszlas N (u, o)

A normadlisan eloszlas strtiségfiiggvénye:

F0) = —— 3O

o N2

Iu:O,o':l Y

-3 -2 -1

@ A valoszinlségszamitas €s a statisztika egyik legfontosabb eloszlasa.
@ A y paraméter a varhaté érték, a o pedig a szérasnégyzet.

@ A normalizalasi konstans (1/(o \/ﬂ)) biztositja, hogy f
stirtaségtiiggvény legyen.
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A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

A normalis eloszlas N (u, o)

A normadlisan eloszlas strtiségfiiggvénye:

F0) = —— 3O

o N2

Iu:O,o':l Y

3 2 1

@ A valoszinlségszamitas €s a statisztika egyik legfontosabb eloszlasa.
@ A y paraméter a varhaté érték, a o pedig a szérasnégyzet.

@ A normalizalasi konstans (1/(o \/ﬂ)) biztositja, hogy f
stirtaségtiiggvény legyen.

2 ) e e s e ,
@ ¢~ /2-nek nincs elemi primitiv fiiggvénye.
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Val6szintiségi alkalmazasok A hatarozott integrdl alkalmazdsai (6. hét)

K08szonOm a figyelmet!
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