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A
Tagolas

Q Kozelités véges 0sszegekkel

Q A véges 0sszegek hatarértéke €s a szumma jel
© A hatirozott integral

@ Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

© A hatirozatlan integral és a helyettesitési szabaly
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Kozelités véges Osszegekkel

Motivacio: gorbe alatti teriilet

Kérdés: Hogyan mérjiikk meg egy f(x) > 0 fliggvény gorbéje alatt, az [a, D]
intervallumon 1€vo teriiletet?
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Motivacio: gorbe alatti teriilet

Kérdés: Hogyan mérjiikk meg egy f(x) > 0 fliggvény gorbéje alatt, az [a, D]

intervallumon 1€v0 teriiletet? 5
Egyszeri esetek:

@ Téglalap: T = alap X magassag.

@ Haromszog, trapéz: elemi

y=fx) képletek.
/\ o Altaldnos gorbe: nincs

kozvetlen képlet.
Otlet: Kozelitsiik a teriiletet
téglalapok osszegével, majd
finomitsuk a felosztast.

Megjegyzés. Ez az otlet az 0kori gorogoktol (Archimédész exhaustios

modszere) ered, de pontos matematikai alapja csak a 17. szazad végén
sziiletett meg (Newton 1643-1727, Leibniz 1646-1716).
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Kozelités véges Osszegekkel

Gorbe alatti teriilet also €s felso kozelitd 0sszegekkel
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Kozelités véges Osszegekkel

Felosztas €s jelolések

Definici0: Felosztas

Az [a, b] intervallum egy felosztasa az

a = X <x1<x2<---<xn:b

pontok halmaza. A k-adik részintervallum: [x;_1, x¢], hossza Ax; = x; — x—1.

A felosztas finomsaga a leghosszabb részintervallum hossza: max; Axy.
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Kozelités véges Osszegekkel

Felosztas €s jelolések

Definici0: Felosztas

Az [a, b] intervallum egy felosztasa az

Aa=X)0<X]<Xxp<---<Xx,=b

pontok halmaza. A k-adik részintervallum: [x;_1, x¢], hossza Ax; = x; — x—1.
A felosztas finomsaga a leghosszabb részintervallum hossza: max; Axy.
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' : > X
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b—a
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n
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Felosztas €s jelolések

Definici0: Felosztas

Az [a, b] intervallum egy felosztasa az
a=XxX9g <X <Xy <--<Xy =b

pontok halmaza. A k-adik részintervallum: [x;_1, x¢], hossza Ax; = x; — x—1.
A felosztas finomsaga a leghosszabb részintervallum hossza: max; Axy.
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Xo=a X X X3 X4 X5=b
Egyenletes felosztas (n egyenld részre):
b—a
Ax = ; xx=a+k-Ax, k=0,1,...,n.
n
b—a

Megjegyzés. Egyenletes felosztas finomsaga ||P|| = Ax = ==.

n
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Kozelités véges Osszegekkel

Also é€s felso kozelitd Osszegek definicigja

@ Legyen f folytonos az [a, b]-n.
@ Legyen P = {xg = a,x1,...,x, = b} egy felosztas.
@ A k-adik részintervallumon legyen

mp = min f(x), M, = max f(x).
XE[Xg—1,Xk] XE[Xg—1,Xk]
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Definici0: Also €s felsod Osszeg

n
s(P.f) = Z my Axy (also Osszeg),
k=1
SP.f) = Z M, Axy, (felsd Osszeg).
k=1

Minden felosztasra teljesiil

sP.f) ST <SP, [).
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Kozelités véges Osszegekkel

Riemann-0sszeg

Az alsé és felsd 0sszeg kozott barmely mintapont-valasztis érvényes
kozelitést ad.

Definic16: Riemann-0sszeg

Legyen c; € [xr—1,Xx] tetszOleges mintapont a k-adik részintervallumon. A

REP.f,¢) = > flex) A
k=1

Osszeget Riemann-0sszegnek nevezziik.
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e Bal végpont: ¢, = x;,.; =  bal oldali Riemann-6sszeg L,.

@ Jobb végpont: ¢, =x; =  jobb oldali Riemann-6sszeg R,,.
Xk—1 T Xk

2
Minden felosztasra és mintapontvalasztasra:

s(P.f) < RP.f,e) < S(P.)).

e Felezopont: ¢, = =  kozépponti szabaly M,,.
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Kozelités véges Osszegekkel

Bal, jobb és kozépponti Riemann-0sszeg szemléltetése

A A A /

2\
2\
2\

bal oldali (L,,) jobb oldali (R,) kozépponti (M,,)

@ A harom méddszer koziil a kozépponti szabaly éltaldban a legpontosabb.
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Kozelités véges Osszegekkel

Bal, jobb és kozépponti Riemann-0sszeg szemléltetése

AN AN AN //
pd
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2\
2\
2\

bal oldali (L,,) jobb oldali (R,) kozépponti (M,,)

@ A harom moddszer koziil a kozépponti szabaly altaliban a legpontosabb.

@ A téglalap felso éle metszi a gorbét, ezért a til- és alulbecslések részben
kiejtik egymast.

@ Monoton novo fiiggvény esetén a bal oldali Riemann-06sszeg az alsé
0sszeg, a jobb oldali Riemann-0sszeg a felsd 0sszeg.

9/43



Kidolgozott példa: f(x) = x> a [0, 1]-en

Feladat

Kozelitsiik az f(x) = x> gorbe alatti teriiletet a [0, 1] intervallumon, egyenletes
n-részre osztassal, jobb oldali mintapontokkal!
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@ Felosztas: Ax = —, x; = s Ch = X = —.
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k) k*

@ Fiiggvényértekek: f(cy) = f 5
n

n
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Kozelités véges Osszegekkel

A finomitas hatasa

Minél tobb részre osztjuk az intervallumot, anndl jobb a kozelités. Az
f(x) = x%, [0, 1] példan:

n | L, (bal) | R, (jobb) | M, (kbzép)
0,1250 | 0,6250 0,3125

4 | 02188 | 0,4688 0,3281

10 | 0,2850 | 0,3850 0,3325

100 | 0,3284 | 0,3384 0,3333

- 1/3 ~0,3333....

@ L, alulrdl, R, feliilrdl kozeliti a valodi értéket.
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A finomitas hatasa

Minél tobb részre osztjuk az intervallumot, anndl jobb a kozelités. Az
f(x) = x%, [0, 1] példan:

n | L, (bal) | R, (jobb) | M, (kbzép)
0,1250 | 0,6250 0,3125

4 | 02188 | 0,4688 0,3281

10 | 0,2850 | 0,3850 0,3325

100 | 0,3284 | 0,3384 0,3333

- 1/3 ~0,3333....

@ L, alulrdl, R, feliilrdl kozeliti a valodi értéket.

@ Ennek az az oka, hogy f monoton n6vo.

@ M, részben kiejti a tul- €s alulbecsléseket, ezért gyorsabban konvergal.



Kozelités véges Osszegekkel

Osszefoglalés és el6retekintés

Amit megtanultunk
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Osszefoglalés és el6retekintés

Amit megtanultunk
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@ Felosztas, mintapont, Riemann-0sszeg fogalma.
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Tagolas

© A véges osszegek hatdrértéke és a szumma jel
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

A szumma jel

Definici6: Szumma jel

Legyenek ay, as, . .., a, valds szdimok. Osszegiiket szumma jellel {rjuk:
n

Zak =ay+a+---+a,.
k=1
k a szummacios index, 1 az also, n a fels6 hatar.

Python-szer jelolés: .7 , ar = sum(a[k] for k in range(l, n+1)).
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Legyenek ay, as, . .., a, valds szdimok. Osszegiiket szumma jellel {rjuk:

n
Zak =ay +ay+---+ ay.
k=1
k a szummacios index, 1 az also, n a felso hatar. )

Python-szer jelolés: .7 , ar = sum(a[k] for k in range(l, n+1)).

Példak (az index neve kozOombos)

5 4

Zk:1+2+3+4+5:15 Zi2:1+4+9+16:30
k=1 i=1
N

Y=1+2+4+8=15 c=c+c+---+c=Nc

3
j=0 k=1 N




A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

A szumma linearitasa €s a teleszkopikus 0sszeg

Tétel: Linearitas

Legyenek ay, by valos szamsorozatok, ¢ € R. Ekkor:
n

i(ak+bk):iak+ibk, ank:C
k=1 k=1 k=1

= k=1

n
>
k=1
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A szumma linearitasa €s a teleszkopikus 0sszeg

Tétel: Linearitas

Legyenek ay, by valos szamsorozatok, ¢ € R. Ekkor:
n n n n

Z(ak_l_bk)zzak_l_ibk’ ank:CZak.
k=1

k=1 k=1 k=1 k=1

Biz. Mindkét allitas kozvetleniil az 0sszeadas kommutativitasabol és
asszociativitasabodl kovetkezik. O

Tétel: Teleszkopikus Osszeg

n
Z(ak+1 — ak) = Apy1 — a1.
k=1

Biz. Az 0sszeg kiirva:

(ap—ay)+(azs —az) + -+ (ap+1 — an) = ap+1 — ay,

mert minden kozbiilso tag kiesik. O
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

Alap szummaképletek

Osszeg | Zart alak Osszeg Zart alak
& o nn+ DHQ2n + 1)
Z 1 n Z k c
k=1 k=1
& nn+1) & 2l ]
2k | = ¢ @z =
k=1 k=0 q
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Osszeg | Zart alak Osszeg Zart alak
& o nn+ DHQ2n + 1)
Z 1 n Z k c
k=1 k=1
& nn+1) & 2l ]
2k | = ¢ @z =
k=1 k=0 4

A ) k bizonyitéasa (teljes indukcioval): Kezdés: n = 1: 211:1 k=1= 1—22 v
e . _ n(ntl) ,
Indukcios lépés: Tegyiik fel, hogy 37" k = L "2 . Ekkor:

n+1
Zk:n(n+l)+(n+1):n(n+1)+2(n+1):(n+1)(n+2). Y
P 2 2 2
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Osszeg | Zart alak Osszeg Zart alak
. o n(n+ 1)2n+ 1)
Z 1 n Z k c
k=1 k=1
- nn+1) . gl — 1
2.k | = ¢ (@D —
k=1 k=0 q

A ) k bizonyitéasa (teljes indukcioval): Kezdés: n = 1: 211:1 k=1= 1—22 v
e . _ n(ntl) ,
Indukcios lépés: Tegyiik fel, hogy 37" k = L "2 . Ekkor:

n+1

Zk: n(n+1)+(n+1): nn+1)+2n+1) _ (n+1)(n+2).
k=1

v
2 2 2

A mértani sor bizonyitasa (teleszkopikus triikk):
Legyen S = ZZ:qu — 1+q+...+qn—1 +q”.Ekk0rqS=q+q2+---+q”+q”+1,tehéth—S:q”” 1.

n+1
P _ q _1
Ebbsl § = L.

a
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

A jobb oldali Riemann 0sszeg kiszamitasa

@ Tekintsiik a [0, 1] intervallum egyenletes felosztasat n részre; Ax = %
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A szamolas menete
e Fejezziik ki ). f(k/n)-t a szummaképletekkel zart alakban.

@ Vegyiik a kapott kifejezés n — oo hatarértékét.
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

Kidolgozott példa: ¢* Riemann-0sszege a [0, 1]-en

Feladat

Szamitsuk ki az f(x) = e¢* gorbe alatti teriiletet a [0, 1] intervallumon,
egyenletes n-részre osztassal, jobb oldali mintapontokkal!
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@ Hatarértek (n > o0): R, — 1 -
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

Kidolgozott példa: f(x) = x Riemann-0sszege [0, b]-re

Feladat

Szamitsuk ki az f(x) = x gorbe alatti tertiletet a [0, b] intervallumon (b > 0),
egyenletes n-ré€szre osztassal, jobb oldali mintapontokkal!
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A véges Osszegek hatarértéke és a szumma jel

A kozelités hibgja €s a konvergencia sebessége

Kérdés: Mennyire pontos az n-részre 0sztasos kozelités?
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Miért jobb a kozépponti szabaly?
@ Bal/jobb oldali esetén minden téglalapon ~ Ax - f'(c) - Ax/2 hiba
keletkezik, és ezek osszeadodnak.

20/43
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A kozelités hibgja €s a konvergencia sebessége

Kérdés: Mennyire pontos az n-részre osztasos kozelités?

Hiba becslése (informalisan)

Legyen f folytonos €s monoton [a, b]-n. Ekkor:

@ Bal/jobb oldali Riemann-6sszegeknél:

b—a) |f(b)-

(b-a) I )Zf(a)l, azaz hiba = O(1 /n).
n

o Kozépponti szabalynal: hiba = O(1/n?).

IR, —T| <

Miért jobb a kozépponti szabaly?
@ Bal/jobb oldali esetén minden téglalapon ~ Ax - f'(c) - Ax/2 hiba
keletkezik, és ezek osszeadodnak.
o Kozépponti szabalyndl a téglalap felso éle metszi a gorbét, igy a hiba két
fele Kiejti egymast — az Osszesitett hiba egy fokkal kisebb.
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@ Ha n-t megdupldzom: bal/jobb hiba felére csokken, kozépponti hiba
negyedére csokken.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral definicioja

Definici0: Hatarozott integral (Riemann)

Legyen f korlatos az [a, b] intervallumon. Ha minden felosztasra ¢s minden
mintapontvalasztasra

lim Zf(ck> Axe

|P||—>O

1étezik €s ugyanazt az I ért€ket adja, akkor f Riemann-integralhato [a, b]-n, €s
az I ért€ket hatarozott integralnak nevezziik:

b
f fx)dx =1
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A hatdrozott integral

A hatarozott integral definicioja

Definici0: Hatarozott integral (Riemann)

Legyen f korlatos az [a, b] intervallumon. Ha minden felosztasra ¢s minden
mintapontvalasztasra

1Pll—=0

lim )" f(ck) Ax
k=1

1étezik €s ugyanazt az I ért€ket adja, akkor f Riemann-integralhato [a, b]-n, €s
az I ért€ket hatarozott integralnak nevezziik:

b
f f(x)dx = 1.
A jelolés részei:

o f — integralojel (megnyujtott S, a ,,summa” szobol),
@ a, b — az integralas also és felso hatara,
@ f(x) — az integrandus,
@ dx — az integralas valtozdja (a Ax — 0 hataritmenet emlékeztetdje).
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Mikor integralhato egy fiiggvény?

Tétel: Elegendo feltételek az integralhatésagra
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Mikor integralhato egy fiiggvény?

Tétel: Elegendo feltételek az integralhatésagra

©® Ha f folytonos [a, b]-n, akkor integralhato.
® Ha f monoton és korlatos [a, b]-n, akkor integralhato.

® Ha f korlatos és csupan véges sok szakadassal rendelkezik, akkor
integralhato.

Példa: Integralhato, de nem folytonos fiiggvény

) = 0 hax<1/2, flf(x)dx—l
Tl onaxx12. 2
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Mikor integralhato egy fiiggvény?

Tétel: Elegend0 feltételek az integralhatosagra

©® Ha f folytonos [a, b]-n, akkor integralhato.
® Ha f monoton és korlatos [a, b]-n, akkor integralhato.

® Ha f korlatos és csupan véges sok szakadassal rendelkezik, akkor
integralhato.

Példa: Integralhato, de nem folytonos fiiggvény

|0 hax<1/2, : 1

Megjegyzés. A kurzuson minden elofordulé fiiggvény folytonos lesz (esetleg
véges sok pontot kivéve), igy az integralhatosag kérdése nem okoz gondot.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral geometriai jelentése

Figyelmeztetés

Az integral a gorbe alatti elojeles teriilet!

@ Haf(x) > 0: fabf(x) dx az f gorbe €s az
x-tengely kozotti teriulet.
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A hatarozott integral geometriai jelentése

Figyelmeztetés

Az integral a gorbe alatti elojeles teriilet!

@ Haf(x) > 0: fabf(x) dx az f gorbe €s az
x-tengely kozotti teriulet.

y @ Ha f elojelet valt: az x-tengely feletti
T y = f(x) teriiletek pozitivan, az alatti teriiletek

negativan szamitanak.

b
ffZTl—T2+T3.
a

e
S
\/R

Q______
=
@4________
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A hatarozott integral

A hatarozott integral geometriai jelentése

Figyelmeztetés

Az integral a gorbe alatti elojeles teriilet!

@ Haf(x) > 0: fabf(x) dx az f gorbe €s az
x-tengely kozotti teriulet.

y @ Ha f elojelet valt: az x-tengely feletti
T y = f(x) teriiletek pozitivan, az alatti teriiletek

negativan szamitanak.

b
ffZ —T2+T3.
a

¢ \T% b o A teljes (elojel nélkiili) teriilethez az
f(x) abszolut értékét kell integralni:

b
TZf U‘(x)Idx: T, + 71, + T;.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai 1.

Tétel: Linearitas

Ha f és g integralhato [a, b]-n, ¢ € R, akkor:
b b b b b
f (f(x) + g(x)) dx = f F(x) dx + f g(x)dx és f cf(x)dx = cf f(x)dx.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai 1.

Tétel: Linearitas

Ha f és g integralhato [a, b]-n, ¢ € R, akkor:
b b b b b
f (f(x) + g(x)) dx = f fx) dx+f g(x) dx és f cf(x)dx = cf f(x) dx.

Biz. A Riemann-0sszeg definicidja alapjan a szumm4cio tulajdonsagaibol hataratmenettel kovetkezik. O

Tétel: Iranyvaltas €s trivialis eset

a b a
f f(.X) dx = O, f f()(,') dx = — f f(x) dx.
a a b
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Biz. Az iranyvaltasnal Ax; eldjelet valt (a > b esetén a felosztas ,,visszafelé¢" halad), a Riemann-6sszeg az

ellentettjére valtozik. O
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai 1.

Tétel: Linearitas

Ha f és g integralhato [a, b]-n, ¢ € R, akkor:

b b b b b
f(f(x)+g(x))dx=ff(x)dx+f g(x)dxésfcf(x)dx:cff(x)dx.

Biz. A Riemann-0sszeg definicidja alapjan a szumm4cio tulajdonsagaibol hataratmenettel kovetkezik. O

Tétel: Iranyvaltas €s trivialis eset

a b a
f fx)dx =0, f fx)dx = —f f(x)dx.
a a b

Biz. Az iranyvaltasnal Ax; eldjelet valt (a > b esetén a felosztas ,,visszafelé¢" halad), a Riemann-6sszeg az

ellentettjére valtozik. O

[la2+2e%dx =3 [ Rdx+2 [ efdx=3-1+2e—-1)=2e—1.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai II.

Tétel: Intervallum-additivitas

Ha f integralhat6 [a, c]-n és a < b < ¢, akkor:

c b c
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
a a b
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai II.

Tétel: Intervallum-additivitas

Ha f integralhat6 [a, c]-n és a < b < ¢, akkor:

c b c
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
a a b

Y
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai III.

Tétel: Monotonitas

Ha f < g minden x € [a, b]-re, akkor fabf < fab g.
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai III.

Tétel: Monotonitas

Ha f < g minden x € [a, b]-re, akkor fabf < fab g.

Kovetkezmény: Az integral becslése

Ha m < f(x) < M minden x € [a, b]-re, akkor

b
m(b —a) < JF f(x)dx < M(b - a).
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Biz. A Riemann-0sszegre >, m Axy < . f(cx) Axyx < Y, M Axy, és 3, Ax; = b — a. Hataratmenettel az allitas
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A hatarozott integral

A hatarozott integral tulajdonsagai III.

Tétel: Monotonitas

Ha f < g minden x € [a, b]-re, akkor fabf < fab g.

Kovetkezmény: Az integral becslése

Ha m < f(x) < M minden x € [a, b]-re, akkor

b
m(b —a) < JF fx)dx < M — a).

a

Biz. A Riemann-0sszegre >, m Axy < . f(cx) Axyx < Y, M Axy, és 3, Ax; = b — a. Hataratmenettel az allitas
adodik. O

b 1 b
f dxsfldx:b—a.
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Az integralkozeép-tétel
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Az integralkozeép-tétel

Tétel: Integralkozeép-tétel

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor 1étezik
¢ € (a,b), amelyre

b
f Jx)dx = f(c) - (b - a),

azaz f(c) = %a [7 ) dx.
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Az integralkozeép-tétel

Tétel: Integralkozeép-tétel

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor 1étezik M
c € (a,b), amelyre e
’ :
f MDEsSE) - B=a) f(©)
azazjf(c) = _ fbf(X) dx. L > X
—d a )
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Az integralkozeép-tétel

Tétel: Integralkozeép-tétel

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor 1étezik RN
c € (a,b), amelyre e
’ :
f f(—x) dx :f(C) . (b —a), :f(C)
azaz f(c) = L f b £(x) dx. -
—d a

v

> X

Bizonyitas.

Legyen m = minf, M = max f (Weierstrass-tétel). Az el6z0 dia becslése szerint

m<A——ff(x)dx_

A kozbiilso értéktétel szerint f felvesz minden m €s M kozotti értéket, tehat dc € (a,b): f(c) = A
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A hatarozott integral

Valtozo felso hataru integral

Definici0: Valtozo felsd hataru integral

Legyen f integralhato [a, b]-n. Az
T(x) = f fdt,  xela,b]

fliggvényt teriiletfiiggvénynek (valtozo felsd hataru integralnak) nevezziik.

v
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A hatarozott integral

Valtozo felso hataru integral

Definici0: Valtozo felsd hataru integral

Legyen f integralhato [a, b]-n. Az
T(x) = f fdt,  xela,b]

fliggvényt teriiletfiiggvénynek (valtozo felsd hataru integralnak) nevezziik.

@ T(x)af gorbéje €s az x-tengely kozotti teriiletet adja meg a-tol x-1g.

YA
y=f@@)

T(x)
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A hatarozott integral

Valtozo felso hataru integral

Definici0: Valtozo felsd hataru integral

Legyen f integralhato [a, b]-n. Az
T(x) = f fdt,  xela,b]

fliggvényt teriiletfiiggvénynek (valtozo felsd hataru integralnak) nevezziik.

v

@ T(x)af gorbéje €s az x-tengely kozotti teriiletet adja meg a-tol x-1g.

YA
y=f@@)

T(x)

|

|

|

|

I

| > l—
a X

@ A rvaltozo neve az integralban k6zombdos (kotott valtozo).
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A hatarozott integral

Valtozo felso hataru integral

Definici0: Valtozo felsd hataru integral

Legyen f integralhato [a, b]-n. Az
T(x) = f fdt,  xela,b]

fliggvényt teriiletfiiggvénynek (valtozo felsd hataru integralnak) nevezziik.

v

@ T(x)af gorbéje €s az x-tengely kozotti teriiletet adja meg a-tol x-1g.

YA
y=f@@)

T(x)

: > 1

a X

@ A rvaltozo neve az integralban k6zombdos (kotott valtozo).

@ x-et azért nem irunk, hogy ne keveredjen a valtozo felso hatarral.
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Tagolas

@ Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

A teriilettiiggvény derivaltja (1. alaptétel)

Tétel (Az analizis alaptétele, 1. rész)

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor T'(x) = fa * f(¢) dt differencialhaté [a, b]-n, és
T'(x) = f(x).
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

A teriilettiiggvény derivaltja (1. alaptétel)

Tétel (Az analizis alaptétele, 1. rész)

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor T'(x) = fa * f(¢) dt differencialhaté [a, b]-n, és
T'(x) = f(x).

y

Bizonyitas.

@ A kiilonbségi hanyados:
T(x + h) — T(x) a

f(t) dt.

0 Az integrélkozep—tetel szerint A ¢y, € (x,x + h):

1 X+h
A f f(o)dt = f(cp).

© /1 — Oesetén c;, — x, és f folytonossdga miatt:

T'(x) = him f(cn) = f(x). O

y
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

A Newton—Leibniz-tétel (2. alaptétel)

Tétel (Az analizis alaptétele, 2. rész)

Ha f folytonos [a, b]-n és F tetszOleges primitiv fliggvénye f-nek, akkor

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Jelolés:  F(b) — F(a) = [F(x)]z.
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

A Newton—Leibniz-tétel (2. alaptétel)

Tétel (Az analizis alaptétele, 2. rész)

Ha f folytonos [a, b]-n és F tetszOleges primitiv fliggvénye f-nek, akkor

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

A\

Jelolés:  F(b) — F(a) = [F(x)]z.

Bizonyitas.

@ Az 1. alaptétel szerint T(x) = fa WiGY! primitiv fiiggvénye f-nek.
@ F szintén primitiv fiiggvénye f-nek, tehdt a primitiv fiiggvény egyértelmisége alapjan:
Tx)=Fx)+C
valamely C € R konstanssal.
€ 7(o) = 0 behelyettesitésével: 0 = F(a) + C, tehat C = —F(a).
@ x = b behelyettesitésével:

b
f f(x)dx = T(b) = F(b) + C = F(b) — F(a). O
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Elso példak a Newton—Leibniz-tétellel
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Elso példak a Newton—Leibniz-tétellel

1 1
1. példa: f x* dx 2. példa: f e* dx
0 0

1 3 3 3 1
2 X 1 0 1 fx L 10
de=1=—| = — - — = . etdx=|e'l| =e —e' =e—1.
j(;x ) l3]0 3 3 3 0 []O )

y v
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Elso példak a Newton—Leibniz-tétellel

1
1. példa: f x* dx
0

1
2. példa: f e’ dx
0

1 318 13 3 1 1
fxzdx: a :1——0—:1. fexdxz[ex] —el -’ =e—1.
0 :3 0 3 :3 3 0 0

y v

Megjegyzés. Ezeket az ért€keket az eloz0 alfejezetben Riemann-osszegekkel,
tobb didnyi szamitassal vezettiik le. A Newton—Leibniz-tétellel mindkett két
sorban kijon.
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Elso példak a Newton—Leibniz-tétellel

1
1. példa: f x* dx
0

1
2. példa: f e’ dx
0

1 318 13 3 1 1
fxzdx: a :1——0—:1. fexdxz[ex] —el -’ =e—1.
0 3 0 3 3 3 0 0

v y
Megjegyzés. Ezeket az ért€keket az eloz0 alfejezetben Riemann-osszegekkel,
tobb didnyi szamitassal vezettiik le. A Newton—Leibniz-tétellel mindkett két
sorban kijon.

4
3.példa:f Vx dx
1

3/2714 4
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Kidolgozott példa: f sin x dx
0

Y4

y = sinx

DIN - - - -
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Kidolgozott példa: f sin x dx
0

Y e f sinx dx = [— cosx]ﬂ
y = sinx 0 0
i = (—cosm) — (—cos0)
T+2
: . = ()= (1)
0 z T =2.
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Kidolgozott példa: f sin x dx
0

Y y = sinx foﬂ sinxdx = [ — Cosx]g
i = (—cosm) — (—cos0)
f7e . = (1) - (-1)
0 g T = 2.

Variacio: teljes periodus

0

21 2t
f sinx dx = [—cosx] =(—cos2m)—(—cos0)=-1+1=0.
0
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Kidolgozott példa: f sin x dx
0

Y y = sinx foﬂ sinxdx = [ — Cosx]g

i = (—cosm) — (—cos0)
m ) DN
0 g T = 2.

Variacio: teljes periodus

21 2t
f sinx dx = [—cosx]o =(—cos2m)—(—cos0)=-1+1=0.
0

Megjegyzés. Az eredmény 0, mert a [0, r]-n pozitiv €s a [, 27]-n negativ
teriiletek kiejtik egymast (el6jeles teriilet!).
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Osszetettebb példak

“1
l.példa:f
1 X

e
1 ’
f —dx:[lnx] —lne-Inl=1-0=1.
1 1
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Osszetettebb példak

‘1
1. példa: f —dx
1 X

e
1 ’
f —dx:[lnx] —lne-Inl=1-0=1.
1 1

X

/2
2. példa: f (2cosx + 3x) dx
0

/2 72
f (2cosx + 3x)dx = [2 sin x + %xz]

0 0
2) :3ﬂ2

- (2sin0+0) =2+ =,

| W

T T
=|2sin — + — - —
( Stnjz A
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Osszefoglalas: derivalas €s integralas

Az analizis alaptétele — a két irany

d X
Differencialas > y f f(Hdt =f(x)
X a

b
Integralas — f F'(x)dx = F(b) — F(a)

A derivalas €és az integralas egymas inverz miveletei (a konstans eltolas
erejéig).
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erejéig).

y

A szamitas menete a gyakorlatban
v
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A szamitas menete a gyakorlatban

©® A Riemann-0sszeg elméleti alapot ad; a Newton—Leibniz-tétel
hatékony szamitasi eszkozt.
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Newton—Leibniz-tétel (az analizis alaptétele)

Osszefoglalas: derivalas €s integralas

Az analizis alaptétele — a két irany

d X
Differencialas > y f f(Hdt =f(x)
X a

b
Integralas — f F'(x)dx = F(b) — F(a)

A derivalas €és az integralas egymas inverz miveletei (a konstans eltolas
erejéig).

A

A szamitas menete a gyakorlatban

©® A Riemann-0sszeg elméleti alapot ad; a Newton—Leibniz-tétel
hatékony szamitasi eszkozt.

® Keressiik meg f egy F primitiv fiiggvényét.
© Szamitsuk ki F(b) — F(a) értékét.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Tagolas

© A hatirozatlan integral és a helyettesitési szabaly
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

A helyettesitési szabaly

Jelolés: Hatarozatlan integral

Legyen f egy fiiggvény. A hatarozatlan integral jelolése:

f f(x)dx.

Jelentése: A f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmaza.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

A helyettesitési szabaly

Jelolés: Hatarozatlan integral

Legyen f egy fiiggvény. A hatarozatlan integral jelolése:

f f(x)dx.

Jelentése: A f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmaza.

Tétel: Helyettesitési szabaly (hatarozatlan integral)

f fg(x)) g’ (x)dx = F(g(x)).
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A helyettesitési szabaly

Jelolés: Hatarozatlan integral

Legyen f egy fiiggvény. A hatarozatlan integral jelolése:

f f(x)dx.

Jelentése: A f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmaza.

Tétel: Helyettesitési szabaly (hatarozatlan integral)

f fg(x)) g’ (x)dx = F(g(x)).

Biz. A lancszabaly szerint H(x) = F(g(x)) fliggvény derivéltja h(x) = f(g(x)) - g’ (x). O

d
o Legyen u = g(x). Ekkor d—” — o/(x), ami szimbolikusan i = ¢’ (x) dx.
X

J( g(X) ) g (x) dx (x) dx = ff(u)du = F(u) = F(g(x)).

u du
38/43



A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

A helyettesités1 szabaly — alappéldak

1. példa: f 2x e dx

Legyen u = x?, ekkor du = 2x dx:
f2xex2dx: ‘fe”a,’u:e“+C:ex2 + C.

Ellen6rzés: (&) = & - 2x. v
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

A helyettesités1 szabaly — alappéldak

1. példa: f 2x e dx

Legyen u = x?, ekkor du = 2x dx:

f2xex2dx:fe”du:e“+C:ex2+C.

Ellen6rzés: (&) = & - 2x. v

1
2. példa: f de

1
Legyen u = Inx, ekkor du = — dx

I 2 In x)*
fﬁdx—fudu—%+(f=(n2x> +C

=z

2 Z X

2

2
Ellen6rzés: ((m x) )
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Hatarozott integral helyettesitéssel

Tétel: Helyettesitési szabaly (hatarozott integral)

Ha g differencidlhato [a, b]-n €s f folytonos g képkészletén, akkor
g(b)

b
f f(g(x) g'(x) dx = f(w) du.

g(a)
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Hatarozott integral helyettesitéssel

Tétel: Helyettesitési szabaly (hatarozott integral)

Ha g differencidlhato [a, b]-n €s f folytonos g képkészletén, akkor
g(b)

b
f f(g(x) g'(x) dx = f(w) du.

g(a)

@® A hatarokat is at kell szamitani!
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Hatarozott integral helyettesitéssel

Tétel: Helyettesitési szabaly (hatarozott integral)

Ha g differencidlhato [a, b]-n €s f folytonos g képkészletén, akkor
g(b)

b
f f(g(x) g'(x) dx = f(w) du.

g(a)

@® A hatarokat is at kell szamitani!
O x=a = u=gla
©x=bb = u=gb).

1
Példa: f xe* dx
0

Legyen u = x?, du = 2x dx.
Hatarok: x =0 =>u=0;x=1=>u = 1.

b b* b?
2 1 y _1 ub2_1 b2 e -1
foxe dx:ij; edu—i[e]()—i(e —1) = 7
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Kor teriilete helyettesitéssel

Feladat

Szamitsuk ki a r sugaru kor teriiletét helyettesitési szabaly segits€égével!
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Kor teriilete helyettesitéssel

Feladat

Szamitsuk ki a r sugaru kor teriiletét helyettesitési szabaly segits€égével!

e A kor egyenlete: x> + y* = r°.

@ A kor fels6 félkorének egyenlete: y = Vr? — x2.
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T:Zf Vr2 — x2 dx.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Kor teriilete helyettesitéssel

Feladat

Szamitsuk ki a r sugaru kor teriiletét helyettesitési szabaly segits€égével!

e A kor egyenlete: x> + y* = r°.

@ A kor fels6 félkorének egyenlete: y = Vr? — x2.
@ A teriilet kétszerese a felso félkor alatti teriiletnek:

T:Zf Vr2 — x2 dx.

@ Helyettesités: x = rsint, dx = rcostdzt.

41743



A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Kor teriilete helyettesitéssel

Feladat

Szamitsuk ki a r sugaru kor teriiletét helyettesitési szabaly segits€égével!

e A kor egyenlete: x> + y* = r°.

@ A kor fels6 félkorének egyenlete: y = Vr? — x2.
@ A teriilet kétszerese a felsO félkor alatti teriiletnek:

T:Zf Vr2 — x2 dx.

@ Helyettesités: x = rsint, dx = rcostdr.
@ Hataroki x = —r=>t=-n/2, x=r =t =mn/2.

/2 /2
T =2 \/rz—rzsinzt-rcostdt :2r2f cos? t dt
—r/2 —r/2
/2 in(2t m/2
=2 | (1 +cos20)dr _ 2y S )]
—n/2 2 | n
= r*(n/2 - (-n/2)) = r°n.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Osszefoglalds a helyettesitési szabalyrol

Tipikus hiba: hatarok elfelejtett atirasa

(ha a hatarokat nem irjuk at u-ban).

2 1 2
fxex dx + —f e du
0 2 Jo

Ha u-ban szamolunk, a hatdrok is u-ban értendék: u € [0%, 2] = [0, 4].

u=x

42743
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Osszefoglalds a helyettesitési szabalyrol

Tipikus hiba: hatarok elfelejtett atirasa
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fxex dx + —f e du
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Ha u-ban szamolunk, a hatdrok is u-ban értendék: u € [0%, 2] = [0, 4].

u=x

Mikor probaljunk helyettesitést?
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Osszefoglalds a helyettesitési szabalyrol
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fxex dx + —f e du
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Mikor probaljunk helyettesitést?

@ Az integrandusban felismerhets egy g(x) dsszetett belso fiiggvény.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

Osszefoglalds a helyettesitési szabalyrol

Tipikus hiba: hatarok elfelejtett atirasa

2 2
1
f xe* dx * > f e" du (ha a hatarokat nem irjuk at u-ban).
0 0

Ha u-ban szamolunk, a hatdrok is u-ban értendék: u € [0%, 2] = [0, 4].

u=x

y

Mikor probaljunk helyettesitést?

@ Az integrandusban felismerhets egy g(x) dsszetett belso fiiggvény.

@ g’(x) (konstans szorzoerejéig) szintén szerepel az integrandusban.

@ Tipikus alakok:

i g (x)
J f(ax + b) dx, | o dx,
fg(X)"g'(X) dx, Jf f(g(x)g’ (x) dx.
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A hatdrozatlan integral és a helyettesitési szabaly

K08szonOm a figyelmet!
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