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Fiiggvény széls6értékei

Tagolas

@ Fiiggvény szélsGértékei
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Fiiggvény széls6értékei

Abszolut és lokalis szélsOértékek

Definici0: Abszolut (globdlis) szélsoértékek

Legyen f : D — R. Azt mondjuk, hogy f-nek abszolut maximuma vanac € D
pontban, ha f(c) > f(x) minden x € D-re. Hasonldan, f-nek abszolut
minimuma van c-ben, ha f(c¢) < f(x) minden x € D-re.

Definici0: Lokalis (hely1) sz€lsoértékek

Azt mondjuk, hogy f-nek lokdlis maximuma van a ¢ pontban, ha van olyan
0 > 0, melyre f(c) > f(x) minden x € (¢ — 9, ¢ + 6) N D-re. HasonlOan
értelmezziik a lokalis minimumot.
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Fiiggvény széls6értékei

A Weierstrass-tétel (szélsoértek-tétel)

Tétel (Weierstrass)

Ha f folytonos a zart [a, b] intervallumon, akkor f felveszi az abszolit
maximumat és az abszolut minimumat [a, b]-n.
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Fiiggvény széls6értékei

A Weierstrass-tétel (szélsoértek-tétel)

Tétel (Weierstrass)

Ha f folytonos a zart [a, b] intervallumon, akkor f felveszi az abszolit
maximumat és az abszolut minimumat [a, b]-n.

A tétel feltételei nem hagyhatok el:
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Szakadasos eset:

Nyilt intervallum: , .
nincs abszolut max.

nincs abszolut max.
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Fiiggvény széls6értékei

A Fermat-tétel: lokalis szélsOérték és a derivalt

Tétel (Fermat)
Ha f-nek lokalis szélsoértéke van a ¢ belsd pontban, és f’(c) 1étezik, akkor

f'(c) = 0.
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Fiiggvény széls6értékei

A Fermat-tétel: lokalis szélsOérték és a derivalt

Tétel (Fermat)
Ha f-nek lokalis szélsoértéke van a ¢ belsd pontban, és f’(c) 1étezik, akkor

f'(c) = 0.

N | |
(c,f(c)) vizszintes érints

f)=0
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Fiiggvény széls6értékei

A Fermat-tétel: lokalis szélsOérték és a derivalt

Tétel (Fermat)
Ha f-nek lokalis szélsoértéke van a ¢ belsd pontban, és f’(c) 1étezik, akkor

f'(c) = 0.

Bizonyitas.

Y. Tth. f-nek lokalis maximuma van c-ben.
(c,f(c)) vizszintes érint6  Ekkor elég kis A-ra:
L e -
| f©)=0 fc+h)—f(c) [<0, hah>0,
| h >0, hah<O.
i A jobb oldali hatarérték < 0, a bal oldali
! oy > 0.
c ’ Mivel f’(c) 1étezik, mindkettS egyenld,
tehat f'(c) = 0. O

y
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Fiiggvény széls6értékei

Kritikus pontok

Definici0: Kritikus pont

Az f értelmezési tartomanydnak belsd pontjat, c-t kritikus pontnak
(stacionarius pontnak) nevezziik, ha f'(c) = 0 vagy f’(c) nem létezik.
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Kritikus pontok

Definici0: Kritikus pont

Az f értelmezési tartomanydnak belsd pontjat, c-t kritikus pontnak
(stacionarius pontnak) nevezziik, ha f'(c) = 0 vagy f’(c) nem létezik.

A Fermat-tétel kov.: lokalis sz€ls6érték csak kritikus pontban lehet.
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Fiiggvény széls6értékei

Kritikus pontok

Definici0: Kritikus pont

Az f értelmezési tartomanydnak belsd pontjat, c-t kritikus pontnak
(stacionarius pontnak) nevezziik, ha f'(c) = 0 vagy f’(c) nem létezik.

A Fermat-tétel kov.: lokalis sz€ls6érték csak kritikus pontban lehet.

Példak kritikus pontokra

o fx)=x> f(x)=2x=0 = ¢c=0 (lokdlis minimum).

@ f(x) =Ix|: f’(0)nem létezik  (lokdlis minimum).
o fx)=x: fx)=3x>=0 = c=0 (nem szélséérték!).
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Fiiggvény széls6értékei

Kritikus pontok

Definici0: Kritikus pont
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A Fermat-tétel kov.: lokalis sz€ls6érték csak kritikus pontban lehet.

Példak kritikus pontokra

o fx)=x> f(x)=2x=0 = ¢c=0 (lokdlis minimum).

@ f(x) =Ix|: f’(0)nem létezik  (lokdlis minimum).
o fx)=x: fx)=3x>=0 = c=0 (nem szélséérték!).

f(x) = x? J(x) = |x] fx) =x 7/56



Fiiggvény széls6értékei

7/

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencidlhato az [a, b] zart intervallumon. Az abszolt
sz€lsoértékek megtalalasanak 1épései:

Megjegyzés.

8/56



Fiiggvény széls6értékei

Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencidlhato az [a, b] zart intervallumon. Az abszolt
sz€lsoértékek megtalalasanak 1épései:

@ Hatarozzuk meg f kritikus pontjait (a, b)-ben.

Megjegyzés.
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Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencidlhato az [a, b] zart intervallumon. Az abszolt
sz€lsoértékek megtalalasanak 1épései:

@ Hatarozzuk meg f kritikus pontjait (a, b)-ben.

® Szamitsuk ki f értékét a kritikus pontokban és a végpontokban: f(a),
f ().

Megjegyzés.
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Fiiggvény széls6értékei

Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencidlhat6 az [a, b] zart intervallumon. Az abszolut
sz€lsoértékek megtalalasanak 1épései:
@ Hatarozzuk meg f kritikus pontjait (a, b)-ben.
® Szamitsuk ki f értékét a kritikus pontokban és a végpontokban: f(a),
f(b).

©® A legnagyobb érték az abszolut maximum, a legkisebb az abszolut
minimum.

Megjegyzés.
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Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon
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f(b).

©® A legnagyobb érték az abszolut maximum, a legkisebb az abszolut
minimum.

Megjegyzés.

@ A modszer a Weierstrass-tételre és Fermat-tételre €piil:
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Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencialhato az [a, b] zart intervallumon. Az abszolut
sz€lsoértékek megtalalasanak 1épései:
@ Hatarozzuk meg f Kkritikus pontjait (a, b)-ben.
® Szamitsuk ki f értékét a kritikus pontokban és a végpontokban: f(a),
f ().
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Megjegyzés.
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@ A Weierstrass-tétel garantdlja, hogy létezik maximum €és minimum.
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Vi awd

Abszolut szélsdértékek keresése zart intervallumon

Algoritmus: Zart intervallum modszer

Legyen f differencialhato az [a, b] zart intervallumon. Az abszolut
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® Szamitsuk ki f értékét a kritikus pontokban és a végpontokban: f(a),
f(b).

©® A legnagyobb érték az abszolut maximum, a legkisebb az abszolut
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Megjegyzés.
@ A modszer a Weierstrass-tételre és Fermat-tételre €piil:
@ A Weierstrass-tétel garantdlja, hogy létezik maximum €és minimum.

@ A Fermat-tétel garantalja, hogy az abszolut sz€lsoért€k vagy Kkritikus
pontban, vagy végpontban van.
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Fiiggvény széls6értékei

Kidolgozott példa

Hatdrozzuk meg az f(x) = x> — 3x + 1 fiiggvény abszolt szélsGértékeit a
[—2, 2] intervallumon!
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Fiiggvény széls6értékei

Kidolgozott példa

Hatdrozzuk meg az f(x) = x> — 3x + 1 fiiggvény abszolt szélsGértékeit a
[—2, 2] intervallumon!

1. Kritikus pontok:
) =37%-3=3x-Dx+1D)=0 = x=-1, x=1.
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Fiiggvény széls6értékei

Kidolgozott példa

Hatdrozzuk meg az f(x) = x> — 3x + 1 fiiggvény abszolt szélsGértékeit a
[—2, 2] intervallumon!

1. Kritikus pontok:
) =37%-3=3x-Dx+1D)=0 = x=-1, x=1.
2. Fiiggvényértékek:

X -2 —1 1 2
f(x) | -1 3 -1 3

lok. max | lok. min
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Fiiggvény széls6értékei

Kidolgozott példa

Hatdrozzuk meg az f(x) = x> — 3x + 1 fiiggvény abszolt szélsGértékeit a
[—2, 2] intervallumon!

1. Kritikus pontok:
) =37%-3=3x-Dx+1D)=0 = x=-1, x=1.
2. Fiiggvényértékek:

X -2 —1 1 2
f(x) | -1 3 -1 3

lok. max | lok. min

3. Eredmény:
@ Abszolut maximum: f(—1) = f(2) = 3.
@ Abszolut minimum: f(-2) = f(1) = —1.
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Tagolas

© A Lagrange-féle kozépértéktétel
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(c) =0.
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Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(c) =0.

Y f’(C) =0
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(e) = 0. )
Bizonyitas.
N f’(C) =0
e -
| | NN
a c b
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(c) =0.

Bizonyitas.

Y4 f'(©)=0 @ Weierstrass-tétel = f felveszi a
_____ T maximumadt és minimumat [a, b]-n.
] ] ] > x
a c b
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(c) =0.

Bizonyitas.

Y f'(©)=0 @ Weierstrass-tétel = f felveszi a
maximumat és minimumat [a, b]-n.

@ Ha mindkettd a végpontokban van =
f konstans (mert f(a) = f(b)) =
f"(c) = 0 barmely c-re.

w_____
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Rolle-tétel

Tétel (Rolle)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, differencialhato az (a, b) nyilt
intervallumon, és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(c) =0.

Bizonyitas.

Y f'(©)=0 @ Weierstrass-tétel = f felveszi a
maximumat és minimumat [a, b]-n.

@ Ha mindkettd a végpontokban van =
f konstans (mert f(a) = f(b)) =
f"(c) = 0 barmely c-re.

: S X @ Ha a max. vagy min. belsd ¢ pontban
b van = Fermat-tétel = f"(c) = 0.
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel

Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel)

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és differencialhaté az (a, b)-n, akkor
létezik ¢ € (a, b), amelyre
f(b) —f(a)

fe) =22
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel

Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel)

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és differencialhato az (a, b)-n, akkor
létezik ¢ € (a, b), amelyre
f(b) —f(a)

fie) ==

Geometriai értelmezés:

@ A jobb oldal az (a, f(a)) és (b, f (b)) pontokat 0sszekotd szelod
meredeksége.

@ A tétel szerint 1étezik egy ¢ pont, ahol az érintdo parhuzamos a szelovel.
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel

Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel)

Ha f folytonos az [a, b] intervallumon és differencialhato az (a, b)-n, akkor
létezik ¢ € (a, b), amelyre
f(b) —f(a)

fie) ==

Geometriai értelmezés:

@ A jobb oldal az (a, f(a)) és (b, f (b)) pontokat 0sszekotd szelod
meredeksége.

@ A tétel szerint 1étezik egy ¢ pont, ahol az érintdo parhuzamos a szelovel.

Sebességanalogia: Ha egy auto 2 ora alatt 160 km-t tesz meg (atlagsebesség

80 km/h), akkor valamely pillanatban a pillanatnyi sebessége pontosan 80
km/h volt.

12/56



A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-tétel geometriair szemléltet€se

érinto

/ (b ’]: ({9 ),)— szelo

-

y/\

(a.f(a) | __--

b

f() - f(a)
b—a
érintd meredeksége = f'(c)

szeld meredeksége =
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasa

@ Alkalmazzuk a Rolle-tételt a kovetkezd segédfiiggvényre:

b _
o) = £(x) — f(a) - L ; /@)
—d

(x —a).
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o) = £(x) — f(a) - L ; /@)
—d

@ g folytonos [a, b]-n és differencialhaté (a, b)-n v

(x —a).
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A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasa

@ Alkalmazzuk a Rolle-tételt a kovetkezd segédfiiggvényre:

b _
o) = £(x) — f(a) - L ; /@)
—d

@ g folytonos [a, b]-n és differencialhaté (a, b)-n v
o g(a)=f(@) - f(@-0=0V

(x —a).

14/56



A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasa

@ Alkalmazzuk a Rolle-tételt a kovetkezd segédfiiggvényre:

b _
o) = £(x) — f(a) - L ; /@)
—d

@ g folytonos [a, b]-n és differencialhaté (a, b)-n v
° g(a)=f@)-fa)-0=0V
e g(b) =f(b)—f(a)-(f(b) —f(a)) =0V

(x —a).
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasa

@ Alkalmazzuk a Rolle-tételt a kovetkezd segédfiiggvényre:

b) —
£ = ) ~ fla) - LT
@ g folytonos [a, b]-n és differencialhaté (a, b)-n v
o g(a) =f(a)~fla)-0=0V
® g(b) =f(b) - f(a) - (f(b) - f(a)) =0V
@ A Rolle-tétel szerint dc € (a, b): g’(c) = 0.
b) —
¢ = - 1O 1@
—a

(x —a).

14/56



A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasa

@ Alkalmazzuk a Rolle-tételt a kovetkezd segédfiiggvényre:

b _
o) = £(x) — f(a) - L ; /@)
—d

@ g folytonos [a, b]-n és differencialhaté (a, b)-n v
@ g(a)=f(a)—fla)-0=0V

o g(b) = f(b) - f(a) - (f(b) - f(@) =0 v

@ A Rolle-tétel szerint dc € (a, b): g’(c) = 0.

(x —a).

b) —
g0 = fo - =L
@ Tehat g’(c) = 0 azt jelenti, hogy
1) - f@)

fie) ===
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Kovetkezmények

1. Kovetkezmény: Konstans fiiggvények jellemzése

Ha f differencidlhaté (a, b)-n és f'(x) = O minden x € (a, b)-re, akkor f
konstans az (a, b)-n.
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Kovetkezmények

1. Kovetkezmény: Konstans fiiggvények jellemzése

Ha f differencidlhaté (a, b)-n és f'(x) = O minden x € (a, b)-re, akkor f
konstans az (a, b)-n.

Biz. TetszoOleges x| < xp pontokra a Lagrange-tétel szerint d¢ € (x1, x2):
fO) —fx) =f(c) - (x2—x1) =0-(x2 —x1) =0.
Tehat f(x1) = f(x2), azaz f konstans.
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

Kovetkezmények

1. Kovetkezmény: Konstans fiiggvények jellemzése

Ha f differencidlhaté (a, b)-n és f'(x) = O minden x € (a, b)-re, akkor f
konstans az (a, b)-n.

Biz. TetszoOleges x| < xp pontokra a Lagrange-tétel szerint d¢ € (x1, x2):
f2) = f@x) =f' () (2 —x1) =0+ (x2 —x1) = 0.
Tehat f(x1) = f(x), azaz f konstans. O

2. Kovetkezmény: Azonos derivaltu fiiggvények
Ha f’'(x) = g’(x) minden x € (a, b)-re, akkor AC € R:
f(x) = g(x)+ C minden x € (a, b)-re.
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f(x) = g(x)+ C minden x € (a, b)-re.

Biz. Legyen h(x) = f(x) — g(x). Ekkor #’(x) = 0, tehat & konstans. O

Megjegyzés. Ezt a tételt fogjuk hasznélni az integralszamitasnal. (Ha ismerjiik

egy fiiggvény egy primitiv fiiggvényét, akkor az 0sszes primitiv fiiggvényét ismerjiik.)
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A Lagrange-féle kozépértéktétel

A Cauchy-féle kozépértektétel

Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel)

Ha f és g folytonosak [a, b]-n, differencialhatok (a, b)-n, és g’(x) # 0
minden x € (a, b)-re, akkor 1€tezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(©)  fb)-fla)

g'(c)  g(b)-gla)
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Megjegyzés.
@ A g(x) = x valasztassal visszakapjuk a Lagrange-tételt.

@ A Cauchy-féle kozépértéktétel lesz a I’Hospital-szabaly bizonyitasanak
alapja.
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minden x € (a, b)-re, akkor 1€tezik ¢ € (a, b), amelyre

f'(©)  fb)-fla)

g'(c)  g(b)-gla)

Megjegyzés.
@ A g(x) = x valasztassal visszakapjuk a Lagrange-tételt.

@ A Cauchy-féle kozépértéktétel lesz a I’Hospital-szabaly bizonyitasanak

alapja.
Bizonyitasi otlet: Alkalmazzuk a Rolle-tételt a
b) —
W) = £ - fl@) = L2TD (03 — g(a)
8(b) - g(a)

segédfliggvényre. Ekkor h(a) = h(b) = 0, tehat Ac: k' (c) = 0, amibél az allitds adédik.
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Tagolas

© Monoton fiiggvények és az elsd derivalt teszt
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Monoton fiiggvények €s a derivalt

Definici6: Monoton fiiggvény

Az f fiiggvény monoton novekvo (csokkend) egy I intervallumon, ha
tetszOleges x1 < xp € I esetén f(x1) < f(x2) (Il f(x1) = f(x2)).

Ha az egyenloség nem all fenn, akkor szigoritan monoton novekvo
(csokkend).
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Monoton fiiggvények €s a derivalt

Definici6: Monoton fiiggvény
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y
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Legyen f folytonos [a, b]-n €s differencialhato (a, b)-n. Ekkor:

©® /' >0az(a,b-n < f monoton novekvo [a, b]-n.

® f' <0az(a,b)-n &< f monoton csokkend [a, b]-n.

® /' >0az(a,b)-n = f szigorian monoton novekvo [a, b]-n.

Biz. (<): A ndvekvoség definicidjabdl a differenciahanyados > 0, igy a
hatarérték is.
(=): Lagrange-tétel: f(x») — f(x1) = f'(c)(x2 — x1) > 0, ha x1 < x». O
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Az elsO derivalt teszt

Tétel (Elso derivalt teszt)

Legyen c az f Kkritikus pontja, és f legyen folytonos c-ben. Ha f
differencialhato c egy kornyezet€ben (kivéve esetleg c-ben):
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Biz. Az 1. eset: c elott f/ > 0 = f novekvo; c utan f/ < 0 = f csokkend. Tehat
f(c) alegnagyobb ért€ék a kornyezetben. O
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Az elsO derivalt teszt

Tétel (Elso derivalt teszt)
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Va4

® Ha /" nem vilt eldjelet c-nél — c-ben nincs lokélis szélsdérték.

y

Biz. Az 1. eset: c elott f/ > 0 = f novekvo; c utan f/ < 0 = f csokkend. Tehat
f(c) alegnagyobb ért€ék a kornyezetben. O

Megjegyzés. Az elsd derivélt teszt nem derivalhato kritikus pontokban is
alkalmazhat6 (ahol f'(c) nem létezik), ellentétben a masodik derivalt teszttel.
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Az elsO derivalt teszt szemléltetése
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Kidolgozott példa: monoton intervallumok €s sz€lsoértékek

Hatdrozzuk meg az f(x) = 2x° — 9x? + 12x — 3 fiiggvény monoton

Vel

intervallumait és lokalis szélsOértékeit!
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Vel

intervallumait és lokalis szélsOértékeit!

1. Derivalt és kritikus pontok:
F(x)=6x2—18x+ 12 = 6(x* —=3x+2) = 6(x — 1)(x — 2)
fx)=0 = x1=1, x=2.
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Kidolgozott példa: monoton intervallumok €s sz€lsoértékek

Hatdrozzuk meg az f(x) = 2x° — 9x? + 12x — 3 fiiggvény monoton

Vel

intervallumait és lokalis szélsOértékeit!

1. Derivalt és kritikus pontok:
F(x)=6x2—18x+ 12 = 6(x* —=3x+2) = 6(x — 1)(x — 2)
fx)=0 = x1=1, x=2.
2. Az f’ elojeltablazata:
x | (=00,1) 1 (1,2) 2 (2,+o)
f(x) + 0 — 0 +
J(x) / 2N 1 /

3. Eredmény:
@ f novekvo: (—co, 1] és [2,+0); csokkeno: [1,2].

@ Lokalis maximum: f(1) = 2; lokalis minimum: f(2) = 1.
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

A példa grafikus szemléltetése

Yy
3 |1
lok. max (1, 2)
2 1
1 1
/I
| X)
1 2 3
1
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Monoton fiiggvények €s az elsd derivalt teszt

Nem derivalhato kritikus pontok

Vizsgiljuk az f(x) = x*/3 fiiggvényt!
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Vizsgiljuk az f(x) = x*/3 fiiggvényt!

2
Derivalt: f'(x) = %X—IB _

__3\3/)?

Elso derivalt teszt: elojelvaltas —/+
= lokalis minimum x = O-ban.

Megjegyzés. Az elsd derivalt teszt nem
derivalhato pontban is mikodik!
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Megjegyzés. Az elsd derivalt teszt nem
derivalhato pontban is mikodik!
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Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

Tagolas

O Konvexitis és a fiiggvénygorbe felrajzolasa
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Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

Konvexitas és konkavitas

Analitikus definici6: Konvex €s konkav fiiggvény

Legyen f folytonos az [a, b] intervallumon.
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Jx + (1 =1)y) < 1f(x) + (1 = )f ().
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Konvexitas és konkavitas

Analitikus definici6: Konvex €s konkav fiiggvény

Legyen f folytonos az [a, b] intervallumon.
@ f konvex fiiggvény, ha minden x,y € [a, b] és t € [0, 1] esetén

Jx + (1 =1)y) < 1f(x) + (1 = )f ().

@ f konkav fiiggvény, ha minden x,y € [a, b] és t € [0, 1] esetén

Jtx + (1 =1)y) = 1f(x) + (1 = )f ().

A w

o o R
X A-Dx+1y Y

Megjegyzés. A szinusz bizonyos intervallumokon konvex, masokon konkav.
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Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

Konvexitas és a masodik derivalt

Tétel (Konvexitas-teszt)

Legyen f kétszer differencidlhato egy I intervallumon. Ekkor:
® Ha /"’ (x) > 0 minden x € I-re, akkor f konvex.

26/56



Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

Konvexitas és a masodik derivalt

Tétel (Konvexitas-teszt)

Legyen f kétszer differencidlhato egy I intervallumon. Ekkor:
® Ha /"’ (x) > 0 minden x € I-re, akkor f konvex.
® Ha /" (x) < 0 minden x € I-re, akkor f konkav.

26/56



Konvexitas és a fliggvénygorbe felrajzolasa

Konvexitas és a masodik derivalt

Tétel (Konvexitas-teszt)

AY
\

L]

A

1

L]
L]
\
\
L]

Legyen f kétszer differencidlhato egy I intervallumon. Ekkor:
® Ha /"’ (x) > 0 minden x € I-re, akkor f konvex.
® Ha /" (x) < 0 minden x € I-re, akkor f konkav.

y
Bizonyitas elég kicsi t-re.

€@ Tegyiik fel, hogy f”(x) > 0 minden x € I-n. Rogzitsiink x < y.

@ Legyen g() = (1 - x + 1y) — (1 — O)f (x) + 1f (). Ekkor g(0) = g(1) = 0

€@ A lancszabaly szerint g/ (1) = /(1 — Hx + 1y)(y —x) — (F) —f(x)) és g (1) = /(1 = D)x + 1ty)(y — x)?.
O s kétszer differencidlhatd, g (f) > 0 = g’(f) monoton ndvae.

@® Tih. g(t) > 0egy e (0, 1)re.

O o< (0.1): g'(a) = 82ED 5 g,

: _ (1) (t)
@ Be@r:gp =557 <0

© Azaza <Bésg’(a)> 0> g'(B), ami ellentmond a g’ monotonitisdnak.
@) Tehit g(r) < 0 minden 7 € [0, 1]-re, azaz f konvex. O
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Inflex10s pontok

Definici0: Inflexios pont

A c pont az f fiiggvény inflexios pontja, ha f folytonos c-ben, €s f konvexitasa
megvaltozik c-nél (konvexrdl konkdvra, vagy forditva).

y/\

konvex
"~~~ __ 1nflexios pont
\* - - _

l T~ ~
konkav :

|

| > x

C

f()=0

Megjegyzés. f”(c) = 0 nem elégséges feltétel! PL. f(x) = x*: f/(0) = 0, de
x = 0 nem inflexiés pont. 28/56
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Tétel: Inflexi0s pont sziikséges feltétele
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A masodik derivalt teszt lokalis szélsoértékekre

Tétel (Masodik derivalt teszt)

Legyen f kétszer differencidlhato, és f'(c) = 0. Ekkor:
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o fx)=x* Ff(0)=0, f’(0) =0 — lokalis minimum.
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Algoritmus: Fiiggvényvizsgalat 1épései
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O Lokalis szélsoértékek: Els6 vagy masodik derivalt teszt.
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Megjegyzés. Nem minden 1€pésre van sziiks€g minden feladatban. A 1épések

sorrendje rugalmas.
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Rajzoljuk fel az f(x) = x* — 4x° fiiggvény grafikonjt!
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Lokalis minimum: f(3) = 81 — 108 = —27. Az x = 0 pont: nincs sz€ls6érték

(nincs eldjelvaltas f’-ben), de inflexids pont.
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Tagolas

© Alkalmazott optimalizacids problémak
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® Hatarozd meg a célfiiggvényt! Mit kell maximalizalni vagy
minimalizalni? Fejezd ki egyetlen valtozo fiiggvényeként.

© Ird fel a feltételeket (kényszerfeltételek)! Milyen dsszefiiggések
vannak a valtozok kozott?

O Hatarozd meg az értelmezési tartomanyt! Milyen értékeket vehet fel a
valtozo?

Vb4

O Keresd meg a szélsoértéket! Zart intervallum = zart intervallum
modszer. Nyilt intervallum = elsd/masodik derivalt teszt.
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Optimalizacios feladatok megoldasi stratégiaja

Algoritmus: Alkalmazott optimalizacios feladatok

©® Ertsd meg a feladatot! Rajzolj abrat, vezess be jeloléseket.

® Hatarozd meg a célfiiggvényt! Mit kell maximalizalni vagy
minimalizalni? Fejezd ki egyetlen valtozo fiiggvényeként.

© Ird fel a feltételeket (kényszerfeltételek)! Milyen dsszefiiggések
vannak a valtozok kozott?

O Hatarozd meg az értelmezési tartomanyt! Milyen értékeket vehet fel a
valtozo?

Vb4

O Keresd meg a szélsoértéket! Zart intervallum = zart intervallum
modszer. Nyilt intervallum = elsd/masodik derivalt teszt.

Megjegyzés. Ha a feladat zart intervallumon értelmezett = Weierstrass-tétel
garantdlja a megoldas 1étezését!
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

1. példa: Kerités feladat

Egy gazda 400 m keritéssel akar bekeriteni egy téglalap alaku legelot,

amelynek egyik oldala egy egyenes folyopart (ott nem kell kerités). Mekkora
a legnagyobb teriilet, amit be tud keriteni1?
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

1. példa: Kerités feladat

Egy gazda 400 m keritéssel akar bekeriteni egy téglalap alaku legelot,

amelynek egyik oldala egy egyenes folyopart (ott nem kell kerités). Mekkora
a legnagyobb teriilet, amit be tud keriteni1?

Y

A
2\

folyo

Valtozok: x = a két keritett oldal hossza, y = a foly6val parhuzamos oldal.
Kényszerfeltétel: 2x + y = 400, tehat y = 400 — 2x.
Ertelmezési tartomany: x € [0, 200].
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1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):
T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].
Derivalt és Kkritikus pont:
T'x) =400-4x=0 = x=100.
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1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):
T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].
Derivalt és Kkritikus pont:
T'x) =400-4x=0 = x=100.

Zart intervallum modszer:

x |0 100 | 200
T(x) | 0] 20000 [ O
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1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):
T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].
Derivalt és Kkritikus pont:
T'x) =400-4x=0 = x=100.

Zart intervallum modszer:

x |0 100 | 200
T(x) | 0] 20000 [ O

Eredmény:
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1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):
T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].
Derivalt és Kkritikus pont:
T'x) =400-4x=0 = x=100.

Zart intervallum modszer:

x |0 100 | 200
T(x) | 0] 20000 [ O

Eredmény:
e Legnagyobb teriilet: 7(100) = 20 000 m”.
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1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):
T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].
Derivalt és Kkritikus pont:
T'x) =400-4x=0 = x=100.

Zart intervallum modszer:

x |0 100 | 200
T(x) | 0] 20000 [ O

Eredmény:
e Legnagyobb teriilet: 7(100) = 20 000 m”.
@ Optimalis méretek: x = 100 m, y = 400 — 200 = 200 m.
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

1. példa: megoldas

Célfiiggvény (egyetlen valtozéban):

T(x)=x-y=x(400 - 2x) = 400x — 2%, x € [0, 200].

Derivalt és Kkritikus pont:

T'x) =400-4x=0 = x=100.
Zart intervallum modszer:
X 100 200
T(x) 20000 | O

Eredmény:

e Legnagyobb teriilet: 7(100) = 20 000 m”.

@ Optimalis méretek: x = 100 m, y = 400 — 200 = 200 m.
Megjegyzés. A masodik derivalt is megerdsiti: 77 (x) = —4 < 0 = lokalis (és

egyben abszolut) maximum.
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

2. példa: Optikai kabel fektetése

Egy adatkozpontot (A) optikai kdbellel kell 6sszekotni egy irodahdzzal (B).
Az adatkozpont 300 m-re van az egyenes Uttol; az irodahdz az ut mentén, az
A-hoz legkozelebbi ponttél 1000 m-re. Az it mentén a kabelfektetés 30 ezer
Ft/m, a terepen 50 ezer Ft/m. Hol csatlakozzunk az ithoz, hogy a koltség
minimalis legyen?
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2. példa: Optikai kabel fektetése

Egy adatkozpontot (A) optikai kdbellel kell 6sszekotni egy irodahdzzal (B).
Az adatkozpont 300 m-re van az egyenes Uttol; az irodahdz az ut mentén, az
A-hoz legkozelebbi ponttél 1000 m-re. Az it mentén a kabelfektetés 30 ezer
Ft/m, a terepen 50 ezer Ft/m. Hol csatlakozzunk az ithoz, hogy a koltség
minimalis legyen?

A adatkozpont

AN

300 m I
I 1000 — x (30 eFt/m)
|

\
r

B  irodahaz

— oY

AN

000 m
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2. példa: megoldas

Célfiiggvény (ezer Ft-ban):

C(x) =50 \/x2 + 90000 + 30(1000 — x), x € [0, 1000].
Derivalt:

50
C'(x) = * __ _30=0
VX2 + 90 000
50x = 30 Vx2 + 90000 = 2500x% = 900(x*> + 90 000)

x = 225.
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

2. példa: megoldas

Célfiiggvény (ezer Ft-ban):

C(x) = 50 Va2 + 90000 + 30(1000 — x),

Derivalt:
50x

C'(x) =

Vx2 + 90000

-30=0.

x € [0, 1000].

50x = 30 Vx2 + 90000 = 2500x% = 900(x*> + 90 000)

x = 225.

Ellenorzés (zart intervallum modszer):

X

0

225

1000

C(x)

4500

4200

~ 5220

V2252 + 3002 = V140625 = 375 m.
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2. példa: megoldas

Célfiiggvény (ezer Ft-ban):
C(x) = 50 Vx2 + 90000 + 30(1000 — x), x € [0, 1000].

Derivalt:

50
C'(x) = *_ _30=0.
Vx2 + 90000
50x = 30 Vx2 + 90000 = 2500x% = 900(x*> + 90 000)
x = 225.

Ellenorzés (zart intervallum modszer):

X 0 225 1000
C(x) | 4500 | 4200 | = 5220

V2252 + 3002 = V140625 = 375 m.
Eredmény: A minimalis koltség C(225) = 50 - 375 +30-775 = 4200 ezer Ft.

A csatlakozasi pont P az adatkozpont alatti ponttél 225 m-re van az ut mentén.
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

3. példa: Konzervdoboz optimalizalasa

Feladat

Mekkora méretii az az 1 literes (1000 cm?) hengeres konzervdoboz, amelynek
a felszine minimalis?
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

3. példa: Konzervdoboz optimalizalasa

Feladat

Mekkora méretii az az 1 literes (1000 cm?) hengeres konzervdoboz, amelynek

a felszine minimalis?

Kényszerfeltétel:

1000

V =ar*th=1000 = h = -

Ty
Célfiiggvény (felszin):
2000

r

A(r) = 27r? + 2mrh = 27r” +

Ert. tart.: r € (0, +00).
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Alkalmazott optimalizacios problémdk

3. példa: Konzervdoboz optimalizalasa

Feladat

Mekkora méretii az az 1 literes (1000 cm?) hengeres konzervdoboz, amelynek
a felszine minimalis?

Kényszerfeltétel:

1000

V =ar*th=1000 = h = -

D) N r

Célfiiggvény (felszin):
2000
h A(r) = 27r? + 2mrh = 27r” +
r
v Ert. tart.: r € (0, +00).

2000  4xr’ —2000

/500
- 5 :():>r:3—z5,42(:m.
r T

38/56

Derivalt: A’ (r) = 4nr —
r



Alkalmazott optimalizacios problémdk

3. példa: Konzervdoboz optimalizalasa

Feladat

Mekkora méretii az az 1 literes (1000 cm?) hengeres konzervdoboz, amelynek
a felszine minimalis?

Kényszerfeltétel:

1000

V =ar*th=1000 = h = -

D) N r

Célfiiggvény (felszin):
2000
h A(r) = 27r? + 2mrh = 27r” +
r
v Ert. tart.: r € (0, +00).
2000  4nr’ — 2000 500
Derivélt: A'(r) = dmr - —— = = "2 =0 = r= /== ~542cm.
r r T
4000 oxe . . .
A”(r) =4 + > 0 = lokalis (és abszolut) minimum.
r

Optimalis méretek: 2 = 2r, azaz a magassag egyenlo az atmérovel.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Tagolas

O Hatérozatlan alakok és a L'Hospital-szabaly
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Motivacio: mi a hatarozatlan alak?

A hatarérték-szamitas soran elofordulnak olyan esetek, amikor az egyszeri
helyettesités nem ad egyértelmii eredményt:

. sinx CoxX2 .
lim —, lim —, lim x1nx.
x—0 X x—oo eX x—0*
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Motivacio: mi a hatarozatlan alak?

A hatarérték-szamitas soran elofordulnak olyan esetek, amikor az egyszeri
helyettesités nem ad egyértelmii eredményt:

- 2
. sinx .X :
lim —, lim —, lim x1nx.
x—0 X x—oo eX x—0+
A hatarozatlan alakok tipusai
Alak Példa
% limx_>0 sin x
(00) . )C2
000 lim,_,o+ xInx
00 0 0 : ~1- 0 00
oo — o0, 17, 07, oo” | (visszavezethetOk 5 vagy — alakra)
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Motivacio: mi a hatarozatlan alak?

A hatarérték-szamitas soran elofordulnak olyan esetek, amikor az egyszeri

helyettesités nem ad egyértelmii eredményt:
sin x x?

lim —, lim —, lim x1nx.
x—0 X x—oo eX x—0t

A hatarozatlan alakok tipusai

Alak Példa
i lim,_, S22
0 . 2
000 lim,_,o+ xInx
0o — o0, 1%, 0V, ooV | (visszavezetheték 8 vagy = alakra)

Megjegyzés. A % alak nem jelenti azt, hogy a hatarérték 1 (vagy 0O, vagy

barmi mas) — a hatarérték barmilyen valds szam, +oo, vagy nem 1étez0 lehet.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

A L’Hospital-szabaly

Tétel ("Hospital-szabaly, % és = alakra)

Legyen f és g differencialhato egy c koriili nyilt intervallumon (esetleg ¢
kivételével), és g’(x) # 0. Tegyiik fel, hogy

Imf(x) =0 é limg(x) =0, (vagy mindkettd =+ o0o).
X—C

X—C
Ha lim f,(x) = L (véges vagy +00), akkor lim@ = L.
x—c g’ (x) x—c g(x)
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A L’Hospital-szabaly

Tétel ("Hospital-szabaly, % és = alakra)

Legyen f és g differencialhato egy c koriili nyilt intervallumon (esetleg ¢
kivételével), és g’(x) # 0. Tegyiik fel, hogy

Imf(x) =0 é limg(x) =0, (vagy mindkettd =+ o0o).
X—C X—C
Ha lim f,(x) = L (véges vagy +00), akkor lim@ = L.
x—c g’ (x) x—c g(x) )
Megjegyzés.

@ c lehet véges szam, +o0o vagy —oo is.

@ A szabaly egy oldali hatarértékre (c*, ¢7) is érvényes.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

A L’Hospital-szabaly

Tétel ("Hospital-szabaly, % és = alakra)

Legyen f és g differencialhato egy c koriili nyilt intervallumon (esetleg ¢
kivételével), és g’(x) # 0. Tegyiik fel, hogy

Iimf(x) =0 és limg(x) =0, (vagy mindkettd =+ o0o).
X—C X—C
Ha lim f,(x) = L (véges vagy +00), akkor lim@ = L.
x—c g’ (x) x—c g(x) y
Megjegyzés.

@ c lehet véges szam, +o0o vagy —oo is.
@ A szabaly egy oldali hatarértékre (c*, ¢7) is érvényes.
@ A szabaly nem azt mondja, hogy § hatarértéke mindig 1étezik — ha nem

l1étezik, a szabaly nem alkalmazhat6 (de g hatarért€ke mégis 1€tezhet).
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

L’ Hospital-szabaly alkalmazasa: % alak

* 1
1. példa: lim &
x—0 X
f()=e"—=1-50, gkx)=x—0: Falak.
X _ 1 , X
lim & o imE =0 =1,
x—0 X x—0 1 )
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

L’ Hospital-szabaly alkalmazasa: % alak

et —1
1. példa: hn(l)
f()=e"—=1-50, gkx)=x—0: Falak.
i S G
x—0 X x—0 1 )
-1
2. péld 1
példa: Iim i ——
0 -1 3 3
—alak(x > 1) : hmx e hmi——.
) x—1x2 -1 x—1 2x 2
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

L’ Hospital-szabaly alkalmazasa: % alak

et —1
1. példa: hn(l)
f()=e"—=1-50, gkx)=x—0: Falak.
X _ 1 , X
lim & M im & =0 =
x—0 X x—0 1 )
=1
2. péld 1
pelda: lim =
0 =1 LH 3x2 3
A = W = T
1 _
3. példa: hII(l) $ (kétszeri alkalmazas)
xX—> X
0 1 - ’ ' / 1
~alak:  lim ———% KH o SO EH G S0
0 x—0 x2 x—0 2x x—0 2 2 42/56




Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

L’Hospital-szabaly alkalmazasa: — alak

x2

4. példa: lim —

x—oo eX

= alak. Kétszeri alkalmazas:

x> UH 2X L'H 2

Im — = lim — = Ilm — =0.
x—oo eX x—oo eX x—oo eX
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

L’Hospital-szabaly alkalmazasa: — alak

x2

4. példa: lim —

X—>0 e

= alak. Kétszeri alkalmazas:

2
X LH 2x vH . 2
Im — = Iim — "= lim —=0.
x—oo eX x—oo eX x—oo eX )
A+
Megjegyzés. Altaldnosan: minden k > 0 esetén lim — = 0 — az

x—oo0 eX

exponencidlis gyorsabban tart végtelenbe, mint birmely polinom.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

[’Hospital-szabaly alkalmazasa: — alak

x2

4. példa: lim —

x—oo eX

= alak. Kétszeri alkalmazas:

x> UH 2X L'H 2

Im — = lim — = Ilm — =0.
x—oo eX x—oo eX x—oo eX

k

. , 7 , . , 4. X
Megjegyzés. Altalanosan: minden k£ > O esetén lim — =0 —az
X—o0 e

exponencidlis gyorsabban tart végtelenbe, mint birmely polinom.

5. példa: 0 - co visszavezetése — lim xInx

x—0t

0 - oo alak. Irjuk 4t hanyados alakba:

I 1
lim xlnx = lim X wHoL U (—x) = 0.
x—0* x—0t 1/x =0t —1/x2 x>0+
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

HatvanykitevOs hatarozatlan alakok

Az 1, 0%, oo alakokat logaritmalassal vezetjiik vissza J vagy < alakra.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

HatvanykitevOs hatarozatlan alakok

Az 1, 0%, oo alakokat logaritmalassal vezetjiik vissza J vagy < alakra.

Ha lim f(x)%“) hatdrozatlan alakd, legyen y = f(x)8", akkor

Iny = g(x) - Inf(x).
Szamitsuk ki lim In y-t L’Hospital-szaballyal, majd limy = e

limlny
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

HatvanykitevOs hatarozatlan alakok

Az 1, 0%, oo alakokat logaritmalassal vezetjiik vissza J vagy < alakra.

Ha lim f(x)%“) hatdrozatlan alakd, legyen y = f(x)8", akkor

Iny = g(x) - Inf(x).
Szamitsuk ki lim In y-t L’Hospital-szaballyal, majd limy = e

limlny

6. példa (1 alak): lim (1 + 1)’

X— 00

Legyen y = (1 + 1)*, ekkor

—1/x?
In(1+1/x) ve T¥i/ix 1 X—00
Iny =xIn(1+1)= = = > 1.
ny =xln(l +1) 1/x “1/2 1+ 1/x

Tehit lim (1 + 1) =e¢' =e.

X—0
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

A L’ Hospital-szabdly bizonyitisa a » esetben

0

[

f x) f&x) _
g (x) = L.

= L, akkor lim,_,. 200

Megmutatjuk, hogy ha f(c) = g(c) = 0 és lim,_,,

€@ Ha sziikséges, definidljuk f, g-t a ¢ helyen: f(c) = g(c) = 0. Igy f és g folytonos lesz c-ben.

@) TetszGleges x # c esetén f és g kielégitik a Cauchy-féle kozépértéktétel feltételeit a [c, x] (ill.
[x, c]) intervallumon: 3¢, (szigordan c és x k6zott), amelyre

fO _ f0-f©) _ f(t)
gx) gl —glo) &%)
€ Mivel 1, szigorian c és x kozott van, x — ¢ esetén £, — c is teljesiil.

O Ezért

@ L ) O
1m = lim

=L. O
Hc gx) xoc gty toe g(1)

Megjegyzés. Az = eset és a ¢ = +oo eset bizonyitdsa hasonlé gondolatmenetti, de technikai részleteiben
nehezebb.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Figyelmeztetések €s 0sszefoglalas

Mikor nem szabad alkalmazni a I”Hospital-szabalyt?
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Figyelmeztetések €s 0sszefoglalas

Mikor nem szabad alkalmazni a I”Hospital-szabalyt?

0

o Ha a hatarérték nem § vagy < alak!
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly
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Mikor nem szabad alkalmazni a I”Hospital-szabalyt?
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@ [’Hospital-szabaly: % és = alakra, véges és végtelen c-re.

@ (- 0o s co — oo: hanyados alakra hozas.
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Hatarozatlan alakok és a L’Hospital-szabaly

Figyelmeztetések €s 0sszefoglalas

Mikor nem szabad alkalmazni a I”Hospital-szabalyt?

@ Ha a hatarérték nem 8 vagy — alak!

o , . sinx + Ccosx . COSXx —SsInx
@ Tipikus hiba: lim # lim = 1.

x—0 X x—0

@ Valdjaban: 30XIcosx _, % = 400, hax — 0.

@ Ha g—: nem konvergal, abbdl nem kovetkezik, hogy é sem konvergal.

1+cosx

R = 1, de limy,0o =77 nem létezik.

@ Pl lim,_,

Osszefoglalds
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@ [’Hospital-szabaly: % és = alakra, véges és végtelen c-re.
@ (- 0o s co — oo: hanyados alakra hozas.

@ 1,0V, co¥: logaritmalds — 0O - oo alak.

@ Alkalmazas el6tt mindig ellenorizd a hatarozatlan alakot!
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@ A Newton-médszer
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A Newton-modszer

A Newton-modszer — motivacio

Feladat

Oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet, ha f differencialhato,.
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A Newton-modszer

A Newton-modszer — motivacio

Feladat
Oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet, ha f differencialhato,.

@ Vilasszunk egy (x*, f(x*)) random pontot az f gorbéjén.

o Kozelitsiik f-et az x™ pontban az €rintdjével:

SO = f(x7) + f1(x7)(x = x7).
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A Newton-modszer — motivacio

Feladat
Oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet, ha f differencialhato,.

@ Vilasszunk egy (x*, f(x*)) random pontot az f gorbéjén.

o Kozelitsiik f-et az x™ pontban az €rintdjével:
S&) ~ f(x7) + /() = x).
@ f(x) = 0 helyett oldjuk meg az f(x™) + ' (x*)(x — x*) = 0 egyenletet:
f0e)

@ Iteraljunk és reménykedjiink!

A

A Newton—Raphson-iteracio

]]:,((x")) sorozat sok esetben konvergal f(x) = 0 egy a gyokéhez.
Xn
48/56
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Kidolgozott példa: V2 kozelitése

Feladat

Kozelitsiik V2 értékét a Newton-médszerrel, kiindulva xo = 1-bol!
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Feladat

Kozelitsiik V2 értékét a Newton-médszerrel, kiindulva xo = 1-bol!

Modellezés: V2 az f(x) = x> — 2 = 0 egyenlet pozitiv gyoke.
f'(x) = 2x, tehat az iter4cids képlet:

Xn=2  xp+?2 1( 2)

Xn+l = Xn — = = —|\Xy + —
2X;5, 2X;, 2 X,

49/56



Kidolgozott példa: V2 kozelitése

Feladat

Kozelitsiik V2 értékét a Newton-médszerrel, kiindulva xo = 1-bol!

Modellezés: V2 az f(x) = x> — 2 = 0 egyenlet pozitiv gyoke.
f'(x) = 2x, tehat az iter4cids képlet:
Xn=2  xp+?2 1( 2)

Xn+l = X — — = =Xy + —
2X;5, 2X;, 2 X,
n | x, X, — V2
0 | 1.000000000000 | 4,14 x 1071
L. 1 | 1.500000000000 | 8,58 x 1072
Iteraciok:
2 | 1.416666666667 | 2.45x%x 1073
3 | 1.414215686275 | 2,12x107°
4 | 1414213562375 | < 10712
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Kidolgozott példa: V2 kozelitése

Feladat

Kozelitsiik V2 értékét a Newton-médszerrel, kiindulva xo = 1-bol!

Modellezés: V2 az f(x) = x> — 2 = 0 egyenlet pozitiv gyoke.
f'(x) = 2x, tehét az iterdcios képlet:
Xn=2  xp+?2 1( 2)

Xn+l = X — — = =Xy + —
2X;5, 2X;, 2 X,
n | x, X, — V2
0 | 1.000000000000 | 4,14 x 1071
L. 1 | 1.500000000000 | 8,58 x 1072
Iteraciok:
2 | 1.416666666667 | 2.45x%x 1073
3 | 1.414215686275 | 2,12x107°
4 | 1414213562375 | < 10712

Megjegyzés. Minden 1€pésben a pontos tizedesjegyek szama megduplazodik

— ez a négyzetes (kvadratikus) konvergencia jele.
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A Newton-modszer

Konvergencia €s korlatok

Kvadratikus konvergencia (informalisan)

Ha x,, elég kozel van az r gyokhoz és f/(r) # 0, f/(r) 1étezik, akkor
" (r)]
2|t (r)|

Az & hiba a kovetkez6 1épésben ~ Ce” lesz: a pontos jegyek szama

lépésenként duplazodik.

2
X1 — 1] = X, — 7
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Kvadratikus konvergencia (informalisan)

Ha x,, elég kozel van az r gyokhoz és f/(r) # 0, f/(r) 1étezik, akkor
" (r)]
2|t (r)|

Az & hiba a kovetkez6 1épésben ~ Ce” lesz: a pontos jegyek szama

lépésenként duplazodik.

2
|

X1 — 1] = X, — 1

Mikor nem mukodik?

@ f’(x,) = 0 valamelyik 1épésben (osztas nulldval).
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@ Rossz kezdOpont = divergencia, ciklizdlas vagy kaotikus viselkedés.
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Kvadratikus konvergencia (informalisan)

Ha x,, elég kozel van az r gyokhoz és f/(r) # 0, f/(r) 1étezik, akkor
" (r)]
2|t (r)|

Az & hiba a kovetkez6 1épésben ~ Ce” lesz: a pontos jegyek szama

lépésenként duplazodik.

2
X1 — 1] = X, — 7

Mikor nem mukodik?
@ f'(x,) = 0 valamelyik 1épésben (osztds nullaval).
@ Rossz kezdOpont = divergencia, ciklizdlas vagy kaotikus viselkedés.

@ Tobbszords gyok esetén a konvergencia csak linearis.
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Tagolas

© Primitiv fiiggvények
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Primitiv fliggvények

A primitiv fiiggvény fogalma

Definici0: Primitiv fiiggvény

Az F figgvényt az f fiiggvény primitiv fliggvényének nevezzik egy [
intervallumon, ha F differencialhato I-n és
F’(x) = f(x) minden x € I-re.

52/56



Primitiv fliggvények

A primitiv fiiggvény fogalma

Definici0: Primitiv fiiggvény

Az F figgvényt az f fiiggvény primitiv fliggvényének nevezzik egy [
intervallumon, ha F differencialhato I-n és

F’(x) = f(x) minden x € I-re.

Tétel (A primitiv fiiggvény egyértelmisége)

Ha F és G 1s primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor
Gx)=Fx)+C

valamely C € R konstanssal. Azaz: barmely két primitiv fliggvény csupan egy
additiv konstansban kiilonbozhet egymastol.
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A primitiv fiiggvény fogalma

Definici0: Primitiv fiiggvény

Az F figgvényt az f fiiggvény primitiv fliggvényének nevezzik egy [
intervallumon, ha F differencialhato I-n és

F’(x) = f(x) minden x € I-re.

Tétel (A primitiv fiiggvény egyértelmisége)

Ha F és G 1s primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor
Gx)=Fx)+C

valamely C € R konstanssal. Azaz: barmely két primitiv fliggvény csupan egy
additiv konstansban kiilonbozhet egymastol.

y

Biz. (G-F) =G - F' =f —f =0, tehat G — F konstans a Lagrange-féle
kozépértéktétel 1. kovetkezménye szerint. O
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Primitiv fliggvények

Ismert elem1 fliggvények primitiv fliggvényei

J(x) F(x) J(x) F(x)
xn+1
X" (n#-1) + C sin x —cosx+ C
i n+ 1
— Inx| + C COS X sinx + C
X
1
e* et +C > tgx + C
. CO? X
Fa>0azl)| -+ _ctgx + C
Ina Si1112x
In x xlnx—x+C arcsinx + C
> L
=X+ C t + C
Vx 3 .2 | arctanx

Megjegyzés. A tdblazat minden sora kozvetleniil a derivalasi szabalyokbol
olvashato vissza.
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Szabalyok a primitiv fiiggvényekre

Tétel: Linearitas

Legyenek F' €s G rendre f €s g primitiv fiiggvényel, ¢ € R. Ekkor:
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Szabalyok a primitiv fiiggvényekre

Tétel: Linearitas

Legyenek F' €s G rendre f €s g primitiv fiiggvényel, ¢ € R. Ekkor:
@ F + G primitiv fiiggvénye f + g-nek,

@ cF primitiv figgvénye cf-nek.

@ Ha f differencidlhato €s f(x) # 0O, akkor]j; primitiv fliiggvénye In [f]|.

Biz. Az elso6 két allitas kozvetleniil kovetkezik a derivalasi szabalyokbol. A
harmadik allitasnal a lancszabalyt kell alkalmazni:

()
1 = — =
(In|f(x)))" = e )f( X) = [75%
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Primitiv fliggvények

Primitiv fliggvény keresése — példak

Hatdrozzuk meg f(x) = 3x> — 4x + 5 primitiv fiiggvényét!
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Primitiv fliggvények

Primitiv fliggvény keresése — példak

Hatdrozzuk meg f(x) = 3x> — 4x + 5 primitiv fiiggvényét!

x3 2

Megoldés:3~?—4-%+5x+C:x3—2x2+5x+C.

Ellendrzés: (x> — 2x%> + 5x+ C) =3x* —4x+ 5.V

Hatarozzuk meg f(x) = 2 sinx + 3¢" primitiv fliggvényét!

Megoldas: 2 - (—cosx) + 3¢ + C = —2cosx + 3¢* + C.
Ellenorzés: (=2cosx + 3¢* + C) = 2sinx + 3¢e*. V/
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K08szonOm a figyelmet!
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